E.  PASCAL 

PKOFESSOR  AN  DEE  KGL.  UNIVEBSITÄT  ZU  NEAPEL 


REPERTORIUM 
DER  HÖHEREN  MATHEMATIK 


ZWEITE  VÖLLIG  UMGEARBEITETE  AUFLAGE  DER  DEUTSCHEM 
AUSGABE,  UNTER  MITWIRKUNG  ZAHLREICHER  MATHEMATIKEi 

HERAUSGEGEBEN  VON 

P.EPSTEIN  UND  H.  E. TIMERDING 

IN  STRASSBURG  IN  BRAUNSCHWEIO 


ZWEITER  BAND 
GEOMETRIE 


LEIPZIG  UND  BERLIN 
DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.TEUBNER 

1910 


.  REPERTORIÜM 
DER  HÖHEREN  GEOMETRIE 


UNTEE  MITWIRKUNG  DEE  HEKEEN 
L.  BEBZOLAB.I  IN  PAVIA  •  B.  BONOLA  IN  PAVIA  •  E.  CIANI  IN  GENUA  •  M.  DEHN 
IN  MÜNSTEE  .  P.  DINGELDEY  IN  DAEMSTADT  •  F.  ENEIQUES  IN  BOLOGNA 
G.  GIEAUD  IN  TUEIN  .  G.  GUAEESCHI  IN  PAVIA  •  L.  HEEFTEE  IN  BXEL 
W.  JACOBSTHAL  IN  BEELIN  •  H.  LIEBMANN  IN  LEIPZIG  •  J.  MOLLEEUP 
IN  KOPENHAGEN  •  J.  NEUBEEG  IN  LÜTTICH  ■  U.  PEEAZZO  IN  TUEIN 
0.  STAUDE  IN  EOSTOCK  •  E.  STEINITZ  IN  BEELIN  •  H.  WIELEITNEE  IN 
PIRMASENS  .  K.  ZINDLEE  IN  INNSBEUCK 

HERAUSGEGEBEN  VON 


H.E.  TIMERDING 


O.  PROFESSOR  AN  DER  TECHNISCHEN  HOCHSCHULE  IN  BRAUNSCHWEIG 


ZWEITE  AUFLAGE 


ERSTE  HÄLFTE 
GRUNDLAGEN  UND  EBENE  GEOMETRIE 


MIT  54  EIGUEEN  IM  TEXT 


LEIPZIG  UND  BERLIN 
DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.TEUBNER 

1910 


an 

ZI 

ezis 

l^  lO 
7.  ( 


COPYRIGHT  1910  BT  B.  G.  TEÜBNER  IN  LEIPZIG 


ALLE  KEOHTB, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSBTZUNGSRECHTS,  VORBEHALTEN. 


VORWORT. 

Das  Repertorium  der  höheren  Geometrie,  das  hier  als  zweiter 
Band  von  Pascals  Repertorium  der  höheren  Mathematik  erscheint, 
befolgt  die  Grundsätze,  die  durch  den  früher  in  Angriff  genom- 
menen, aber  noch  nicht  vollendeten  ersten  Band  gegeben  waren. 
Die  erste  Auflage  des  Werkes  bildete  im  italienischen  Original 
und  in  der  ziemlich  wortgetreuen  deutschen  Übersetzung  wesent- 
lich eine  einfache  Zusammenstellung  von  Definitionen,  Formeln, 
Lehrsätzen  und  Literaturnachweisen,  die  der  Verfasser  mit  großem 
Geschick  und  bewundernswertem  Fleiße  ausgeführt  hatte.  So  ver- 
dienstvoll und  zweckmäßig  ein  solches  Werk  an  sich  ist,  so 
sprachen  doch  gegen  eine  wenig  veränderte  und  nur  in  einigen 
Punkten  ergänzte  Neuausgabe  gewichtige  Bedenken.  Die  gleich- 
mäßige, gründliche  Beherrschung  eines  so  gewaltigen  Gebietes  ist 
von  einem  einzigen  Menschen  allein  nicht  zu  erwarten,  sie  ist 
aber  notwendig,  wenn  das  Buch  dem  Anfänger  ein  berufener  Lehr- 
meister und  dem  Weiterstrebenden  ein  verständiger  Führer  sein 
will.  Ein  einzelner  wird  auch  immer  gewisse  Teile  bevorzugen 
und  dafür  andere  vernachlässigen;  erst  durch  das  Zusammenwirken 
mehrerer  wird  eine  gleichmäßige  Durchdringung  des  ganzen,  un- 
geheuren Stoffes  ermöglicht,  um  so  mehr,  als  es  geboten  schien, 
bis  an  die  heute  erreichten  Grenzen  der  Forschung  vorzudringen 
und  gerade  auf  die  modernen  Ideen  und  Tendenzen  besonderen 
Nachdruck  zu  legen,  damit  so  der  Studierende  mitten  auf  das 
Arbeitsfeld  der  Gegenwart  geführt  wird  und  ihm  das  Buch  auch 
bei  selbständiger  wissenschaftlicher  Arbeit  ein  zuverlässiger  Helfer 
ist.  Aber  von  dem  Augenblicke  an,  wo  ein  Hinaufsteigen  auf  die 
Höhen  der  mathematischen  Spekulation  beabsichtigt  wurde,  er- 
schien eine  einfache  Aneinanderreihung  von  Sätzen  und  Formeln 
unmöglich  und  zwecklos.  Denn  nur  aus  einem  großen  Zusammen- 
hange heraus  sind  die  einzelnen  Resultate  zu  verstehen,  und  dieser 
Zusammenhang  darf  nicht  verloren  gehen,  wenn  das  Werk  mehr 
sein  will  als  ein  Exzerpt  aus  den  landläufigen  Lehrbüchern  zum 
Zweck  einer  bequemen  Repetition.  Aus  diesen  Gründen  schien  es 
geboten,  die  leitenden  Gedanken  in  einer  kurzen,  aber  flüssigen 
Darstellung  zu  entwickeln,  die  das  Werk  auch  zu  einer  ersprieß- 
lichen wissenschaftlichen  Lektüre  macht.    Dementsprechend  sind 
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die  Anforderungen  an  das  Auffassungsvermögen  des  Lesers  in  den 
einzelnen  Abschnitten  sehr  verschieden,  sie  sind  ganz  gering  in 
den  elementaren  Partien  und  größer  in  den  weitergehenden  Ent- 
wicklungen: ich  will  hier  nur  an  die  allgemeine  Theorie  der  alge- 
braischen Kurven  erinnern,  die  in  den  letzten  Jahren  eine  un- 
geahnte Bereicherung  und  eine  völlige  Umwandlung  der  Grund- 
anschauungen erfahren  hat.  So  kann  das  Werk  schon  von  dem 
Anfänger  in  die  Hand  genommen  werden  und  ihm  von  Wert 
bleiben,  wie  weit  ihn  auch  seine  Studien  führen. 

Das  sind  in  Kürze  die  Gesichtspunkte,  welche  die  Herausgeber 
leiteten.  Die  Möglichkeit  der  Ausführung  wurde  aber  erst  gewähr- 
leistet durch  das  selbstlose  Interesse  der  Herren,  die  sich  der 
mühevollen  und  in  ihrem  ganzen  Werte  selten  gewürdigten  Arbeit 
unterzogen,  ein  größeres  oder  kleineres  Wissensgebiet  mit  der 
geforderten  Kürze  und  doch  klar  und  lesbar  darzustellen.  Den 
Mitarbeitern  dieses  Bandes  gebührt  daher  mein  innigster  Dank, 
ganz  besonders  auch  für  die  Opferwilligkeit,  mit  der  sie  sich  zu 
den  aus  Rücksicht  auf  die  angrenzenden  Kapitel  unvermeidlichen 
Kürzungen  und  Änderungen  in  ihren  Arbeiten  verstanden  haben. 
Die  Bearbeiter  dieser  ersten  Hälfte  verteilen  sich  auf  Deutschland, 
Italien  und  Dänemark.  Das  Schwinden  des  geometrischen  Interesses 
in  Deutschland  ließ  es  nicht  anders  möglich  erscheinen.  Aber  ich 
kann  es,  abgesehen  von  der  Übersetzerarbeit,  die  es  mir  auferlegte, 
nicht  bedauern,  im  Gegenteil,  ich  freue  mich,  wenn  hierdurch  ein 
weniges  dazu  beigetragen  wird,  das  Band  gemeinsamer  wissen- 
schaftlicher Arbeit  zwischen  den  einzelnen  Nationen  noch  enger 
zu  schlingen. 

Man  wird  zweifellos  an  dem  Buche,  auch  was  Anlage  und 
Form  betrifft,  manches  vermissen  und  manches  zu  tadeln  finden. 
Für  die  Mitteilung  tatsächlicher  Unrichtigkeiten  werde  ich  immer 
dankbar  sein.  Daß  sie  unvermeidlich  sind  und  mit  dem  Umfange 
des  behandelten  Gebietes  zunehmen,  wird  der  Einsichtige  wohl 
begreifen. 

Den  zweiten  Halbband  hoflfe  ich  in  Jahresfrist  folgen  lassen 
zu  können.  Er  wird  am  Schlüsse  auch  das  Register  enthalten. 
Die  Verlagshandlung  hat  den  Druck  des  Buches  mit  der  ge- 
wohnten Sorgfalt  behandelt  und  allen  meinen  Wünschen  ein  hilf- 
reiches Entgegenkommen  gezeigt,  wofür  ich  ihr  von  Herzen  danke. 

Braunschweig,  Weihnachten  1909. 

H.  E.  TIMERDING. 
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GRUNDLAGEN 


Kapitel  I. 
Grundlagen  der  Elementargeometrie. 

Von  Johannes  Mollerup  in  Kopenhagen. 

Das  Wesen  einer  axiomatiscben  Darstellung  bestellt  darin, 
daß  sie  nicht  damit  anfängt,  die  zu  behandelnden  Begriffe  zu  defi- 
nieren. Die  Definition  eines  Begriffes  ist  seine  Zurückführung  auf 
schon  bekannte  Begi'iffe;  halten  wir  z.  B.  die  Begriffe  des  Punktes, 
der  Geraden  und  der  Strecke  für  bekannt,  dann  können  wir  den 
Begrift  des  Dreiecks  so  definieren:  „ein  Dreieck  ist  die  Gesamtheit 
von  drei  nicht  in  einer  Linie  liegenden  Punkten  samt  den  ver- 
bindenden Strecken."  Von  Hause  aus  gibt  es  aber  keine  geome- 
trischen Begriffe,  und  „Punkt"  und  „Gerade"  bleiben  deshalb  Un- 
definiert. Sagt  man,  ein  Punkt  sei  die  Grenze  einer  Strecke,  dann 
setzt  man  die  Begriffe  der  Grenze  und  der  Strecke  voraus;  sagt 
man,  ein  Punkt  sei  die  Grenze  eines  Körpers,  der  sich  immer 
mehr  zusammenzieht,  so  setzt  man  ebenso  eine  Eeihe  von  Begriffen 
voraus,  die  viel  komplizierter  als  der  zu  definierende  Begriff  des 
Punktes  sind.  Derselbe  Einwand  gilt  für  die  Definition  der  Ge- 
raden als  die  Punktmenge,  die  immer  fest  bleibt,  wenn  zwei  ihrer 
Punkte  festgehalten  werden.  Man  läßt  daher  in  den  Axiomen  die 
elementaren  geometrischen  Begriffe  Undefiniert  auftreten.  Wenn 
Euklid  seine  ,,Eleniente"  mit  Definitionen  beginnt  wie  die  folgende: 
„Ein  Punkt  ist,  was  nicht  geteilt  werden  kann,"  „Eine  Linie  ist 
eine  Länge  ohne  Breite"  usw.,  dann  sind  diese  nicht  als  Defini- 
tionen im  eigentlichen  Sinne  aufzufassen;  vielmehr  will  er  nur 
die  Aufmerksamkeit  auf  die  bequemste  A^eranschaulichung  richten. 

Unser  Wissen  von  den  grundlegenden  geometrischen  Begriffen 
beschränkt  sich  auf  das,  was  in  den  Axiomen  enthalten  ist  und 
was  wir  aus  den  Axiomen  deduzieren  können. 

Die  Axiome  beschreiben  die  gegenseitigen  Beziehungen  der 
Undefinierten  geometrischen  Grundbegriffe;  an  sie  können  wir  die 
folgenden  Forderungen  stellen: 

1* 
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1.  Die  Axiome  Guussen  widerspruchslos  sein,  d.  b.  es  soll 
unmöglicli  sein,  dui'ch  logische  Schlüsse  von  ihnen  ausgehend  zu 
irgendeinem  Widerspruch  zu  gelangen. 

2.  Die  Axiome  sollen  Ausdrücke  unserer  einfachsten  geome- 
trischen Empfindungen  sein,  wie  wir  sie  aus  den  Kenntnissen  von 
den  Dingen,  die  wir  im  täglichen  Leben  mit  den  Worten  „Punkt" 
und  „Gerade"  in  Verbindung  bringen,  erworben  haben. 

3.  Sämtliche  Axiome  müssen  ein  vollständiges  System  bilden, 
d.  h.  jedes  Ding,  welches  ihnen  genügt,  soll  selbst  als  Punkt  oder 
Gerade  konstruierbar  sein. 

4.  Die  Axiome  müssen  voneinander  unabhängig  sein,  d.  h.  es 
darf  nicht  möglich  sein,  ein  Axiom  oder  einen  Teil  eines  solchen 
als  Lehrsatz  mittelst  der  anderen  Axiome  zu  beweisen. 

M. Pasch  hat  in  seinen  „Vorlesungen  über  neuere  Geometrie", 
Leipzig  1882,  besonders  auf  die  zweite  Forderung  das  Gewicht 
gelegt;  er  hat  sich  damit  begnügt,  solche  Tatsachen  als  Axiome 
aufzustellen,  die  innerhalb  eines  endlichen  Eaumstückes  der  Er- 
fahrung zugänglich  sind,  und  die  erste  Forderung  nicht  beachtet. 
Es  sind  aber  die  geometrischen  Empfindungen  nicht  als  hin- 
reichend scharf  anzusehen,  damit  die  erste  Forderung  überflüssig 
sein  könne.  D.  Hubert  hat  deshalb  in  seinen  „Grundlagen  der 
Geometrie",  1899,  2.  Aufl.  1903,  das  Hauptgewicht  auf  die  erste 
Forderung  gelegt.  Ohne  die  zweite  Forderung  hätte  indessen  die 
Aufgabe,  die  Geometrie  axiomatisch  zu  begründen,  allzu  viele 
Lösungen. 

Der  Behauptung,  daß  die  Axiome  das  ganze  Beweismaterial 
der  abzuleitenden  Geometrie  enthalten,  indem  jede  Benutzung  der 
Anschauung  auf  logische  Anwendung  der  Axiome  zurückgeführt 
werden  kann,  ist  noch  hinzuzufügen,  daß  Avir  die  Idee  der  be- 
liebigen ganzen  Zahl  als  ausgebildet  und  die  Arithmetik  sowie  die 
Analysis  als  dadurch  begründet  ansehen. 

Wir  benutzen  bei  der  Formulierung  unserer  Sätze  die  klai-e 
und  unmißverständliche  Terminologie  der  Mengenlehre.  Wir  unter- 
scheiden drei  Arten  von  Axiomen:  die  gx-aphischen  Axiome,  die 
Kongruenzaxiome  und  das  Parallelenaxiom.  Hierzu  kommt  noch 
ein  ergänzendes  Axiom. 

§  1.    Die  graphischen  Axiome. 

Diese  Axiome  werden  auch  Axiome  der  Verknüpfung  und 
Anordnung  oder  auch  noch  die  pi'ojektiven  Axiome  genannt;  sie 
lauten  nach  Peano,  „Sm  fondamcnti  della  Geometria"  luv.  di 
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mat  4,  51   (1894),  und  F.  Schur,    Über  die  Grundlagen  der 
Geometrie,  Math.  Ann.  55,  265  (1901): 

1.  Es  gibt  mindestens  zivei  verschiedene  PunJate. 

2.  Zwei  voneinander  verschiedene  Punkte  Ä,  B  bestimmen  stets 
eine  Gerade  AB. 

3.  Irgend  zwei  voneinander  verschiedene  PunAie  einer  Geraden 
bestimmen  diese  Gerade. 

4.  Wenn  A,  B,  C  Punkte  einer  Geraden  sind,  und  B  zwischen 
A  und  C  liegt,  so  liegt  auch  B  zwischen  C  und  A. 

5.  Wenn  A  und  B  zicei  verschiedene  Punkte  sind,  dann  enthält 
die  Gerade  AB  einen  Punkt  C,  der  nicht  zivischcn  A  und  B  liegt. 

6.  Unter  irgend  drei  Punkten  einer  Geraden  gibt  es  stets  einen 
und  nur  einen,  der  ztoischen  den  beiden  andern  liegt. 

7.  Wenn  A  und  B  verschiedene  Punkte  sind,  gibt  es  einen 
Punkt  C  außer  der  Geraden  AB. 

8.  Wenn  A,  B,  C  drei  nicht  in  derselben  Geraden  liegende 
Punkte  sind,  D  ein  Punld  zwischen  B  und  C,  E  ein  Punkt  zwischen 
A  und  D,  dann  enthält  die  Gerade  BE  einen  Punkt  F  ztvischen 
A  imd  C. 

9.  Wenn  A,  B,  C  drei  Punlie  sind,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  D  ein  Punkt  zwischen  A  und  B,  E  ein  Punkt  zwischen  B 
imd  C,  dann  haben  die  beiden  Geraden  CD  und  AE  einen  Punkt 
gemein,  der  zwischen  C  und  D  und  zwischen  A  und  E  liegt. 

10.  Wenn  A,  B,  C  drei  Punkte  sind,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  dann  gibt  es  stets  einen  Punkt  D,  so  daß,  wenn  E  ein  Punkt 
zwischen  B  und  C  ist,  die  Gerade  DE  keinen  Punkt  mit  AG  oder 
mit  AB  gemein  hat. 

Die  Axiome  1  —  6  heißen  die  linearen ,  7  —  9  die  ebenen 
Axiome,  10  das  räumliche  Axiom. 

Mittelst  dieser  Axiome  werden  nun  (Schur,  Ann.  55,  269) 
die  graphischen  Tatsachen  hergeleitet,  die  in  den  nachfolgenden 
Definitionen  und  Lehrsätzen  enthalten  sind. 

Definition  1.  Eine  Strecke  {AB)  ist  die  Menge  zweier  Punkte 
A  und  B;  nach  Axiom  5,  7,  8  liegen  zwischen  A,  B  immer 
Punkte  der  Geraden  AB,  diese  Punkte  liegen  innerhalb  oder  auf 
der  Strecke,  oder  sie  gehören  der  Strecke  an-,  A  und  B  sind  die 
Endpunkte  der  Strecke  und  gehören  auch  derselben  an.  Ein 
Punkt  der  Geraden,  der  nicht  der  Strecke  angehört,  liegt  außerhalb 
der  Strecke.  Die  Strecke  {AB)  und  ein  Punkt  C  der  Geraden  AB, 
wo  B  zwischen  A  und  C  liegt,  definieren  eine  Menge,  die  Verlänge- 
rung der  Strecke  {A  B) ;  ein  Punkt  D  gehört  zu  der  Verlängerung 
der  Strecke  {AB),  wenn  B  zwischen  A  und  D  liegt. 
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Def.  2.  Eine  Ebene  ist  eine  Menge  von  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegenden  Punkten  A,  B,  0;  ein  Punkt  D  liegt  in  der 
Ebene  ABC,  wenn  entweder  die  Gerade  AD  einen  Punkt  der 
Strecke  BC,  oder  die  Gerade  BD  einen  Punkt  der  Strecke  CA, 
oder  die  Gerade  CD  einen  Punkt  der  Strecke  AB  enthält. 

Eine  Ebene  ABC  enthält  also  jeden  Punkt  jeder  der  Strecken 
{ABl{BC\{CA). 

Eine  Gerade  gehört  einer  Ebene  an,  wenn  jeder  Punkt  der 
Geraden  in  der  Ebene  liegt. 

Zwei  Ebenen  heißen  identisch,  wenn  jeder  Punkt  der  einen 
Ebene  der  anderen  angehört. 

Def.  8.  Ein  Dreieck  ist  die  Menge  von  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegenden  Punkten  Jl,  B,  C  und  den  Strecken  AB,  BC,  CA. 
Ein  Punkt  D  liegt  innerhalb  des  Dreiecl^s,  wenn  es  einen  Punkt  E 
der  Strecke  AB  bzw.  BC  bzw.  CA  gibt,  so  daß  D  ein  Punkt  der 
Strecke  CE  bzw.  AE  bzw.  BE  ist.  Nach  Ax.  8  sind  diese  drei 
Fälle  identisch. 

Saf0  1.  l&i  ABC  ein  Dreieck  und  sind  D,  E^F  drei  Punkte 
der  Ebene  ABC,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  dann  sind  die 
Ebenen  ABC  und  DEF  identisch. 

Def.  4.  Ein  Dreieck  ABC  und  eiu  Punkt  P  innerhalb  des 
Dreiecks  bestimmen  eine  Menge  (ABC),  das  Innere  des  Dreiecks; 
jeder  Punkt  innerhalb  des  Dreiecks  gehört  zu  (ABC). 

Sind  AD  und  BC  Strecken,  die  sich  im  Punkte  E  schneiden, 
dann  sagen  wir:  D  wird  von  A  aus  auf  J5C  in  E  projiziert.  Ein 
Dreieck  ABC  und  ein  Punkt  P  der  Ebene  ABC,  der  von  A  auf 
die  Strecke  BC  in  J\  projiziert  wird,  wo  A  zwischen  P  und  P^ 
liegt,  bestimmen  eine  Menge  (A);  ein  Punkt  Q  gehört  oder  liegt 
in  (J.),  wenn  Q  dieselbe  Bedingung  wie  P  erfüllt. 

Ein  Dreieck  ^P 6^  und  ein  Punkt  P  der  Ebene,  der  aus  C 
auf  die  Strecke  AB  in  P^  projiziert  wird,  wo  P^  zwischen  P  und 
C  liegt,  bestimmen  eine  Menge  (AB);  ein  Punkt  Q  gehört  zu  (AB) 
oder  liegt  in  (AB),  wenn  Q  dieselbe  Bedingung  wie  P  erfüllt. 

Satz  2.  Jeder  Punkt  einer  Ebene  ABC,  der  nicht  auf  einer 
der  Geraden  J.P,  BC.  CA  liegt,  gehört  zu  einer  und  nur  einer 
der  7  Mengen: 

(ABC),  (Ä),  (B),  (C),  (AB),  (BC),  (CA). 

Def.  5.  Eine  Gerade  a  und  ein  Punkt  A  außerhalb  der 
Geraden  definieren  eine  Seite  oder  eine  Halbebene  { aA  ]  der 
Geraden;  ein  Punkt  B  der  Ebene  (aA)  liegt  auf  der  Seite  {^-4}, 
wenn  die  Strecke  AB  die  Gerade  a  nicht  schneidet.    Zwei  Seiten 
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I  einer  Geraden  sind  identisch,  wenn  jeder  Punkt  der  einen  Seite 

j  der  anderen  Seite  angehört  und  umgekehrt. 

Satz  3.  Sei  ABC  ein  gegebenes  Dreieck;  es  wird  dann  jede 
Gerade  der  Ebene,  welche  die  Strecke  BC  schneidet,  entweder 

:  den  Punkt  A  oder  einen  anderen  Punkt  der  Strecken  AB  oder 

s  AG  enthalten. 

Satz  4.  In  einer  gegebenen  Ebene  hat  eine  Gerade  zwei  und 
nur  zwei  nicht  identische  Seiten;  eine  Strecke,  die  zwei  Punkte 
derselben  Seite  verbindet,  schneidet  die  Gerade  nicht,  während 
eine  Strecke,  die  zwei  Punkte  verschiedener  Seiten  verbindet,  die 
Gerade  immer  schneidet. 

Saiz  5.  Jede  Menge  von  n  verschiedenen  Punkten  einer 
Geraden  kann  in  der  Weise  wohlgeordnet  werden,  daß,  wenn 
A^  A^  . . .  A„  die  Wohlordnung  angibt  und  J.^,  A^,  A^  irgend  drei 
Punkte  der  Menge  sind,  A  immer  dann  zwischen  A  und  A^  Hegt, 
wenn  p  <iq  <^r.  Außer  dieser  Wohlordnung  gibt  es  noch  eine 
und  nur  eine,  die  umgekehrte,  mit  derselben  Eigenschaft  (vgl. 
E.  H.  Moore,  Trans,  of  the  Amcr.  Math.  Society  3,  150  (1902)). 

§  2.   Die  Teilung  der  Ebene  durch.  Polygone. 

J)cf.  ß.  Ein  Polygon  ist  eine  wohlgeordnete  Menge  von 
n  Punkten  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei  aufeinander  fol- 
gende in  einer  Geraden  liegen ;  ist  das  Polygon  ABC  .  .  .  K,  so 
setzen  wir 

ABC--K==BC'"KA  =  C-     KAB^--=K--  CBA. 

Die  Strecken  AB,  BC  .  .  .  KA  sind  die  Seiten  des  Polygons;  die 
wohlgeordnete  Menge  dieser  Strecken  heißt  der  Umfang  des  Poly- 
gons. Die  Punkte  ABC  .  .  .  K  heißen  die  Ecken  des  Polygons; 
eine  Strecke  zwischen  zwei  Ecken,  die  keine  Seite  ist,  heißt  eine 
Diagonale.  Ein  Polygon  heißt  konvex,  wenn  alle  Ecken,  mit  Aus- 
nahme von  irgend  zwei  aufeinanderfolgenden  Ecken,  auf  derselben 
Seite  von  der  Verbindungslinie  dieser  zwei  Ecken  liegen.  Ein 
Dreieck  ist  immer  konvex. 

Es  läßt  sich  sehr  einfach  zeigen,  daß  es  immer  ein  kon- 
vexes w-Eck  gibt. 

Def.  7.  Das  Innere  des  konvexen  Polygons  ABC  .  .  .  JK 
ist  die  Menge,  die  aus  dem  Innern  der  Dreiecke  ABC,  ACB^  . .., 
AJK  und  den  Diagonalen  AC,  AD,  .  .  .,  AJ  besteht;  ein  Punkt 
gehört  dem  Innern  des  Polygons  an.,  wenn  derselbe  einer  der  ge- 
nannten Teilmengen  angehört.    Ein  Punkt,  der  weder  dem  Innern 
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noch  dem  Umfang   des  Polygons   angehört,   liegt  außerhalb  des 
Polygons. 

Es  zeigt  sich  leicht,  daß  man  ehensogut  das  Innere  durch 
die  Dreiecke  bestimmen  kann,  die  eine  gemeinsame  Ecke  in 
B,  C,  .  .  .  oder  K  haben.  Auch  kann  man  nun  ohne  Schwierigkeit 
die  der  Anschauung  sofort  zugänglichen  Tatsachen  des  Schneidens 
eines  konvexen  Polygons  mit  einer  Geraden  herleiten, 

Bef.  8.  Wenn  die  Ecken  eines  Polygons  sämtlich  verschieden 
sind,  keine  drei  dieser  Ecken  in  eine  gerade  Linie  fallen  und  end- 
lich irgend  zwei  nicht  zusammenstoßende  Seiten  des  Polygons 
keinen  Punkt  miteinander  gemein  haben,  so  heißt  das  Polygon  ein- 
fach. Es  sei  FG  eine  beliebige  Seite  eines  einfachen  Polygons  und 
Jfi  Äg  .  .  .  K^  die  wohlgeordnete  Menge  (Satz  5)  der  Schnittpunkte 
der  Geraden  JFG  mit  den  Seiten  des  Polygons;  fällt  K  in  eine  Ecke 
des  Polygons,  so  setzen  wir  K^_^^=K^.  Wir  markieren:  1.  die  un- 
geteilten Seiten  des  Polygons,  2.  die  Strecken,  in  welche  die  anderen 
Seiten  zerlegt  werden,  3.  die  Strecken  K^  K^.,  K^K^,  ...,I{^  ^_^K2  , 
wenn  n  =-  2  jü,  oder  GK^,  K^  K^,  • . .,  /fg^Zg^^^i,  wenn  »  =  2j[t  -f- 1. 
Es  werden  nun  auch  die  Verlängerungen  aller  anderen  Seiten 
jedesmal  mit  den  übrigen  Seiten  des  Polygons  zum  Schnitt  ge- 
bracht und  die  zu  markierenden  Strecken  bestimmt.  Die  letzteren 
bestimmen  eine  Anzahl  konvexer  Polygone,  deren  Ecken  sind: 
1.  die  gegebenen  Ecken,  2.  Schnittpunkte  der  Verlängerung  einer 
Seite  mit  einer  anderen  Seite,  3.  Schnittpunkte  zweier  Verlänge- 
rungen der  Seiten.  Diese  konvexen  Polygone,  die  eindeutig  durch 
das  gegebene  Polygon  bestimmt  Averden,  heißen  die  Teilpolygone 
des  gegebenen  Polygons. 

Das  Innere  eines  einfachen  Polygons  besteht  aus  dem  Innern 
und  dem  Umfang  der  konvexen  Teilpolygone,  ausgenommen  den 
Umfang  des  gegebenen  Polygons. 

Ein  äußerer  Punkt  ist  ein  Punkt  der  Ebene  des  Polygons, 
der  weder  dem  Umfange  noch  dem  Innern  angehört. 

Der  Umfang  und  ein  äußerer  Punkt  bestimmen  eine  Menge, 
die  das  Äußere  des  Polygons  heißt;  ein  äußerer  Punkt  gehört  dem 
Äußern  des  Polygons  an. 

Ein  Streclcenzug  ist  eine  wohlgeordnete  Menge  von  Strecken 
AB,BC,...,KL. 

Satz  6  (Hilbert,  Grundlagen  S.  7).  Ist  ein  einfaches  Poly- 
gon, dessen  Ecken  sämtlich  in  einer  Ebene  liegen,  gegeben,  so 
hat  jeder  Streckenzug  der  Ebene,  der  einen  Punkt  A  des  Innern 
mit  einem  Punkte  i?  des  Äußern  verbindet,  mindestens  einen  Punkt 
mit  dem  Umfang  gemein;  sind  dagegen  A,A'  zwei  Punkte   des 
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Innern  und  B^  B'  zwei  Punkte  des  Äußern,  so  gibt  es  stets  Sti-ecken- 
ziJge  der  Ebene,  die  A  mit  Ä  und  B  mit  B'  verbinden  und  keinen 
Punkt  mit  dem  Umfang  gemein  haben.  Es  gibt  Gerade  der  Ebene, 
die  ganz  im  Äußern  des  Polygons  verlaufen,  dagegen  keine  solche 
Gerade,  die  ganz  im  Innern  des  Polygons  verläuft. 

Dieser  Satz  bildet  die  Grundlagen  des  JordatiscJten  Kurven- 
satzes (C.  Jordan,  Coiirs  d'Analysel,  92  (1893)). 

§  3.  Die  Teilung  des  Raumes  durch  ein  Tetraeder. 

Bef.  9.  Nach  Axiom  10  liegen  nicht  alle  Punkte  in  derselben 
Ebene  ABC.  Ein  Tetraeder  ist  die  Menge  von  vier  nicht  in  einer 
Ebene  liegenden  Punkten  ^4. i?  (7 Z)  und  den  Strecken,  die  je  zwei 
der  Punkte  verbinden.  Die  Punkte  AB  CD  sind  die  Ecken,  die 
Strecken  zwischen  je  zwei  der  Ecken  sind  die  Kanten,  die  Drei- 
ecke, die  von  irgend  drei  Ecken  bestimmt  werden,  heißen  die 
Flächen  des  Tetraeders.  AB  und  CD  z.  B.  sind  gegenüberliegende 
Kanten,  ebenso  liegen  die  Ecke  A  und  die  Fläche  BGD  gegenüber. 

Ein  Punkt  jEJ  liegt  innerhalb  des  Tetraeders  AB  CD,  wenn 
E  entweder  einer  Strecke  zwischen  A  und  einem  Innern  Punkte 
des  Dreiecks  BCD  oder  einer  Strecke  zwischen  B  und  einem 
imiern  Punkt  des  Dreiecks  A  CD  usw.  angehört.  Die  vier  Fälle 
sind  nach  Axiom  8  identisch. 

Das  Tetraeder  und  ein  innerer  Punkt  bestimmen  eine  Menge, 
das  Innere  des  Tetraeders,  welche  jeden  Innern  Punkt  enthält. 
Aus  Axiom  8  folgt  nunmehr,  daß  ein  Punkt  der  Verbindungsstrecke 
von  Punkten  zweier  gegenüberliegender  Kanten  dem  Innern  an- 
gehört. Umgekehrt  schneidet  die  Ebene,  die  durch  eine  Kante  und 
einen  innern  Punkt  bestimmt  wird,  die  gegenüberliegende  Kante. 

Def.  10.  liaum  heißt  die  Menge  von  vier  nicht  in  einer 
Ebene  liegenden  Punkten  A,  B,  C,  D\  ein  Punkt  E  gehört  dem 
Raum  an  oder  liegt  innerhalb  des  Eaumes,  wenn  die  Ebene  durch 
den  Punkt  und  eine  Kante  die  gegenüberliegende  Kante  schneidet 
(wir  sagen  auch:  wenn  der  Punkt  aus  einer  Kante  auf  die 
gegenüberliegende  Kante  projiziert  wird).  Eine  Gerade  oder  eine 
Ebene  gehören  dem  Räume  an,  wenn  jeder  Punkt  der  Geraden 
öder  der  Ebene  dem  Räume  angehört. 

P  gehört  der  Menge  {BGD^  an,  wenn  P  von  A  auf  das 
[nnere  des  Dreiecks  BCD  in  Q  projiziert  wird  und  Q  zwischen 
A  und  P  liegt;  liegt  dagegen  A  zwischen  P  und  Q,  dann  gehört 
P  einer  Menge  {Ä)  an.  P  gehört  einer  Menge  {AB)  an,  wenn  die 
Ebene  (PAB)   die  Kante   CD   in  Q   schneidet  und   wenn  P  im 
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Dreieck  (^QÄB)  der  Menge  {AB)  angehört.  In  dieser  Weise  ent- 
stehen im  ganzen  4-)-4-r6  +  l  =  15  Mengen;  kein  Punkt  ist 
zwei  dieser  Mengen  gemeinsam,  und  jeder  Punkt  des  Raumes,  der 
keiner  Kante  angehört,  gehört  einer  dieser  Mengen  an.  —  Eine 
Ebene  a  und  ein  Punkt  A  bestimmen  einen  Raum  (ctÄ). 

Satz  7.  Ist  AB  CD  ein  Raum  und  sind  E,  F,  G,  H  vier 
Punkte  dieses  Raumes,  die  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  dann  sind  die  Räume  AB  CD  und  EFGH  identisch. 

Drf.  11.  Eine  Ebene  or  und  ein  Punkt  A  außerhalb  der 
Ebene  definieren  eine  Menge  { ß-A } ,  die  wir  eine  Seite  der  Ebene  cc 
oder  einen  Halbraum  nennen;  ein  Punkt  B  des  Raumes  {aÄ)  liegt 
auf  der  Seite  {«-4},  wenn  die  Strecke  AB  die  Ebene  a  nicht 
sehneidet.  Zwei  Seiten  einer  Ebene  sind  identisch,  wenn  jeder 
Punkt  der  einen  Seite  der  andern  Seite  angehört  und  umgekehrt. 

Satz  8.  In  einem  gegebenen  Raum  hat  eine  Ebene  zwei 
Seiten;  eine  Strecke,  die  zwei  Punkte  derselben  Seite  verbindet, 
schneidet  die  Ebene  nicht,  während  eine  Strecke,  die  zwei  Punkte 
verschiedener  Seiten  verbindet,  die  Ebene  immer  schneidet. 

Aus  diesem  Satze  folgt  nunmehr  der  Hauptsatz: 

Satz  9.  Zwei  Ebenen  eines  Raumes,  die  einen  Punkt  gemein 
haben,  haben  auch  eine  Gerade  gemein. 

Die  Beweise  der  vorstehenden  Sätze  finden  sich  bei  F.  Schur, 
Math.  Arm.  55,  S.  264—270. 

§  4.   Die  Anordnungssätze  der  Ebene. 

Nach  Satz  5  (§  1)  ist  jede  endliche  Menge  von  Punkten  einer 
Geraden  einer  solchen  Wohlordnung  A^A^. . .  A,^  fähig,  daß  immer 
A  zwischen  A  und  A^  fällt,  wenn  p  <iq  'Cr.  Diese  Wohl- 
ordnung wird  eine  natürliche  genannt.  Jede  Gerade  hat  zwei 
natürliche  Wohlordnungen. 

Dcf.  12.  Unter  einem  Umlaufssinn  auf  einer  Geraden  ver- 
stehen wir  eine  wohlgeordnete  Menge  von  drei  Punkten  der 
Geraden.  Die  üml auf ssinne  J.i?C  und  DEF  derselben  Geraden 
sind  identisch  oder  verschieden,  je  nachdem  diese  Wohlordnungen 
mit  derselben  natürlichen  Wohlordnung  der  sämtlichen  Punkte 
ABC  BEB'  übereinstimmen  oder  nicht.  Sind  die  Punkte  D,E,F 
nicht  alle  von  A,  B,  C  verschieden,  so  können  wir  doch  dieselbe 
Erklärung  beibehalten. 

u)  Drei  Punkte  einer  Geraden,  A,  B,  C,  bestimmen  zwei 
verschiedene  Umlaufssinne: 

ABC^BGA==CAB     und     AGB  =  CBA  ==  BAC . 
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ß)  Sind  AB  CD  vier  Punkte  einer  Geraden,  dann  ist  der 
ümlaufs&inn  ABB  entweder  mit  ABC  oder  ACB  identisch. 

y)  Wenn  zwei  Umlaufssinne  mit  demselben  dritten  identisch 
sind,  dann  sind  sie  auch  miteinander  identisch. 

d)  Sind  A,  B,  C,  D  vier  Punkte  einer  Geraden  und  sind  die 
Umläufe  ABB  und  ABC  identisch,  so  ist  auch 

ABC  =  BBC^  ABB  =  ABC. 

e)  Sind  A,  B,  C,  B  vier  Punkte  einer  Geraden  a,  Uml. 
ABB  =  Uml.  ABC,  und  werden  A,  B,  C,  B  aus  einem  Punkte  S 
auf  eine  Gerade  b  in  A,  B^,  C^,  B^  projiziert,  dann  ist  auch 
Uml.  AB^B^  =  Uml.  AB^C^. 

Der  letzte  Satz  wird  unter  besonderer  Heranziehung  der 
Axiome  8  und  9  bewiesen.  Eine  einfache  Folge  dieses  Satzes  ist 
der  nachstehende: 

Satz  10.  ^'ind  A,  B,C,  B  vier  Punkte  einer  Geraden  a,  ist 
Uml.  ABB  =  Uml.  ABC,  und  werden  A,  B,  C,  B  aus  einem 
Punkte  S  in  die  vier  Punkte  A^B^C^B^  einer  Geraden?)  proji- 
ziert, dann  ist  auch  Uml.  A^  B^  B^  =  Uml.  A^^  B^  C^ . 

Bef.  ]3.  Sind  A  und  B  zwei  Punkte,  so  nennen  wir  die 
Menge,  die  aus  der  Strecke  AB  und  deren  Verlängerung  über  B 
hinaus  besteht,  einen  HalhstraM  mit  dem  Endpunkt  A-  es  gilt 
dann  der  einleuchtende  Satz: 

Jeder  Punkt  einer  Geraden  teilt  dieselbe  in  zwei  Halbstrahlen 
mit  diesem  Punkt  als  gemeinsamem  Endpunkt. 

Ein  Eineck  (ab)  besteht  aus  zwei  Halbstrahlen  a  und  b 
mit  gemeinsamem  Endpunkt  0,  die  Ecke  des  Einecks;  ist  A  ein 
Punkt  von  a,  B  ein  Punkt  von  b,  dann  bilden  die  Mengen 
{GAB),  (AB)  und  die  Strecke  AB  selbst  das  Innere  des  Ein- 
ecks (ab).  Sind  a,  b,  c  drei  Halbstrahlen  mit  gemeinsamem  End- 
punkt und  gehören  b  und  c  derselben  Seite  der  Geraden  a  an, 
dann  gehört  entweder  b  dem  Innern  des  Einecks  (ac)  oder  c 
dem  Innern  des  Einecks  (ab)  an. 

Bef.  14.  Ein  Umlaufssinn  in  einer  Ebene  um  einen  Punkt 
ist  eine  wohlgeordnete  Menge  von  drei  Halbstrahlen  der  Ebene, 
die  von  dem  Punkte  ausgehen.  Zur  Vergleichung  zweier  Um- 
laufssinne um  denselben  Punkt  dienen  die  folgenden  beiden  Regeln: 
Ein  Umlaufssinn  ändert  sich,  wenn  ein  Halbstrahl  durch  den  ent- 
gegengesetzten ersetzt  wird,  dann  und  nur  dann,  wenn  einer  der 
letzteren  beiden  Halbstrahlen  dem  Eineck  der  zwei  andern  an- 
gehört. Sind  nun  a^ ,  b^,  c^,  di,  e^,  f^  sechs  Halbstrahlen  mit  dem- 
selben Ausgangspunkt,  «g»  ^2>  ^2>  ^i>  ^2'  fji  ^^^  entgegengesetzten 
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Halbstrahl en,  welche  die  ersteren  zu  den  Geraden  a,  h,  c,  d,  e,  f 
ergänzen,  dann  bestimmen  wir  unschwierig  eine  Gerade  Z,  welche 
die  Geraden  in  Punkten  A,  B ,  C,  D,  Ji,  F  schneidet.  Gehören 
diese  Punkte  bzw.  den  Halbstrahlen  a^'^S'  '^y  ^Si  ^f>fai  ip^i  ßi  7» 
^,  £,  95  ==  1  od.  2)  an,  dann  sollen  die  ümlaufssinne  (ifj)^c  und 
ä^ej  identisch  oder  verschieden  genannt  werden,  je  nachdem  die 
ümlaufssinne  ABC  und  DEF  der  Geraden  l  identisch  oder  ver- 
schieden sind. 

Auf  Grund  des  Satzes  10  ist  diese  Bestimmung  der  zwei 
Umlaufssinne  in  der  Ebene  um  einen  Punkt  herum  von  der  Wahl 
der  benutzten  Geraden  unabhängig. 

Von  dem  Begriffe  des  Umlaufssinnes  um  einen  Punkt  gelten 
nun  die  den  Sätzen  a,  j3,  y,  ö  und  dem  Satze  10  dualistisch  ent- 
sprechenden Sätze: 

«')  Drei  Halbstrahlen  «j,  6j,  c^  eines  Punktes  bestimmen 
zwei  verschiedene  Umlaufssinne: 

«1  \  q  =  \  Cj  «1  =  c^  a^  &i     und     a^  q  t^  =  c\  b^  a^  =  &j  «^  c^ . 

/3')  Sind  aj,&i,q,(?^  vier  Halbstrahlen  eines  Punktes,  dann 
ist  der  Umlaufssinn  a^d^b^  entweder  mit  alb-^^c^  oder  mit  a^c^&i 
identisch. 

y')  Wenn  zwei  Umlaufssinne  mit  demselben  dritten  identisch 
sind,  dann  sind  sie  auch  untereinander  identisch. 

ö')  Sind  flj ,  ?^j ,  Cj ,  (Z^  vier  Halbstrahlen  eines  Punktes  und 
Uml.  a^d^bj^  =  Uml.  a^byC^^  dann  ist  auch 

Uml.  ttj  dy  c^  =  Uml.  d^  &j  c^  =  Uml.  «j  d.^  &j  =  Uml.  a^  öj  Cj . 

e ')  Sind  ttj ,  fc^ ,  c^ ,  d^  vier  Halbstrahlen  eines  Punktes  0  und 
Uml.  a^  d^  &j  =  Uml.  a^  b■^^  c^ ,  %',  b^',  c^',  d^'  vier  Halbstrahlen  eines 
Punktes  0'  und  (ai«i')?  (^1^1)5  (^1^1)5  (^1^1)  Pu^i^te  derselben 
Geraden,  dann  ist  auch  \Jm\.  a^'d^'b-^'^  V ml.  a^'b^' c^'. 

Um  die  Umlaufssinne  der  Ebene  um  zwei  Punkte  0  und  P 
zu  vergleichen,  nennen  wir  b^  den  Halbstrahl  der  Geraden  PO,  der 
von  P  aus  über  0  geht;  sind  dann  a^  und  a^  je  ein  Halbstrahl 
durch  0  und  P  auf  derselben  Seite  der  Geraden  PO,  ebenso  q  und 
Cj'  zwei  Halbstrahlen  durch  0  und  P,  die  beide  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  von  PO  liegen,  dann  sind  die  Umlaufssinne 
(«löiCi)  und  («i'^iCj')  nach  Verabredung  identisch.  Wenn  nun 
ein  Umlaufssinn  um  0  sowohl  mit  einem  Umlaufssinn  um  P  als 
mit  einem  solchen  um  Q  übereinstimmt,  dann  sind  auch  die  beiden 
letzten  Umlaufssinne  identisch.  So  wird  aus  dem  Umlaufssinn  um 
einen  Punkt  herum  der  Umlaufssinn  in  einer  Ebene. 
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;  Wenn  man  nun   den  graphischen  Axiomen   ein  Axiom  der 

\Steiigkeit  zur  Seite  stellt,  dann  läßt  sich  die  ganze  Geometrie,  ins- 
;besondere  die  Kongruenzlehre,  definitionsmäßig  aufbauen;  um  aber 
inieht  aus  den  elementaren  Bahnen  hinauszutreten,  soll  hier  nur 
:die  axiomatische  Behandlung  der  Kongruenzlehi-e  gegeben  werden. 

§  5.    Die  Axiome  der  Kongruenz. 

Diese  Axiome  sind  nach  D.  Hilbert  (Grundlagen  S.  7): 

1.  Sind  A,  B  zwei  Punkte  auf  einer  Geraden  a,  ist  ferner 
Ä  ein  Punkt  auf  derselben  oder  einer  anderen  Geraden  a\  so 
kann  man  auf  a  nach  jeder  Seite  von  A  hin  stets  einen  und  nur 
einen  Punkt  B'  finden ,  so  daß  die  Strecke  A  B  der  Strecke  A'  B' 
kongruent  oder  gleich  ist,  in  Zeichen: 

AB^A'B'. 

Jede  Strecke  ist  sich  selbst  kongruent,  d.  h.  es  ist  stets 
AB^AB     und     AB  =  BA. 

2.  Wenn  eine  Strecke  AB  sowohl  der  Strecke  ^'jB'  als  auch 
der  Strecke  A"B"  kongruent  ist,  so  ist  auch  A'B'  kongruent  A"B". 

3.  Es  seien  AB  und  BC  zwei  Strecken  ohne  gemeinsame 
Punkte  auf  der  Geraden  a  und  ferner  A'B'  und  B'C'  zwei 
Strecken  auf  derselben  oder  auf  einer  andern  Geraden  a'  eben- 
falls ohne  gemeinsame  Punkte;  wenn  dann 

AB  =  A'B'     und     BC^B'C, 
so  ist  auch  stets 

AC^A'C 

Unter  einem  Winkel  <^  (///.;)  verstehen  wir  im  folgenden  das 
System  zweier  Halbstrahlen  ]i,  Je  mit  demselben  Ausgangspunkt. 

4.  Es  sei  gegeben  ein  Winkel  <^  (Jik)  in  einer  Ebene  cc  imd 
ein  Halbstrahl  a  in  einer  Ebene  cc',  so  wie  in  dieser  Ebene  eine 
bestimmte  Seite  der  Geraden,  zu  der  der  Halbstrahl  gehört,  dann 
gibt  es  in  der  Ebene  a  einen  und  nur  einen  Halbstrahl  Ic',  so  daß 
der  Winkel  (hJc)  kongruent  oder  gleich  dem  Winkel  (Ji'Jc)  ist  und 
zugleich  alle  Innern  Punkte  des  Winkels  (Ji'k')  auf  der  gegebenen 
Seite  von  a   liegen,  in  Zeichen: 

^(hh)  =  ^(h'Jc'). 
Jeder  Winkel  ist  sich  selbst  kongruent,  d.  h.  es  ist  stets 
^  (Ji  Je)  ~  <^  (//  Je)     und     «^  Qi  k)  =  ^{kh). 
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5.  Wenn  ein  Winkel  {h,Jc)  sowohl  dem  Winkel  {h'k')  als 
auch  dem  Winkel  Qi"k"^  kongruent  ist,  so  ist  auch  (h'k')  kon- 
gruent (fi'k"),  d.  h.  aus 

^  (hk)  =  ^  (h'k')     und     <^  Qik)  =  <^  {h"k") 
folgt 

^  {h'k')  =  ^  {h"k"). 

6.  Wenn  für  zwei  Dreiecke  ABC  und  Ä'B'C'  die  Kon- 
gruenzen JL  5  =  ^'i?',  ÄC^Ä'C,  ^BAC^^B'ÄC  gel- 
ten, so  sind  auch  stets  die  Kongruenzen  -^  ABC  ^  ^  Ä' B' C' 
und  -^  AGB  ^  <^  A' C' B'  erfüllt.  In  engerer  Fassung  hat  Hu- 
bert dieses  Axiom  Grundlagen  Anh.  11  benutzt.  Anstatt  den 
Axiomen  diese  Form  zu  geben,  kann  man  die  Axiome  der  Be- 
wegung aufstellen,  wie  Peano  (Biv.  di  mat.  4  (1894))  und  nach 
ihm  F.  Schur  (Math.Ann.hh,  274)  getan  hat.  Die  drei  letzten 
Axiome  Huberts  können  nach  J.  Mollerup  {Math.  Ann.  58, 
479  (1904))  durch  zwei  andere  ersetzt  werden;  es  gelingt  so,  die 
Geometrie  ohne  den  Begriff  der  Winkelkongruenz  aufzubauen. 

Es  wird  dann  definiert:  Zwei  Dreiecke  ABG  und  A'B'C 
sind  kongi-uent,  wenn  AB  ^  A'B',  AG  ^^  A' G',  BG^B'G' 
und  es  werden  die  Axiome  aufgestellt: 

a)  Es  sei  ein  Dreieck  ABG  und  eine  Strecke  A^G^^  AG 
gegeben;  dann  gibt  es  zwei  und  nur  zwei  Punkte  i?i  und  B^., 
so  daß 

AA^B^G^—AABC     imd     AA^B^' C^=  AABG. 

b)  (Axiom  V  in  Veroneses  „Grundzüge  der  Geometrie"^ 
Es  aei  AABC  ^  AA^B^C^-^  man  trägt  die  paarweise  kongru- 
enten Strecken  AD  und  A^^D^  auf  AB  und  A^B^^  (oder  A^^G^ 
und  AE  und  A^E^  auf  AG  und  A^G^  (oder  A^B.^  ab;  dann  ist 
immer  DE^^  D^E^. 

Hilbert  beweist  {Grundl.  §  11)  die  Unabhängigkeit  seines 
Axioms  6,  indem  er  eine  Geometrie  angibt,  in  der  die  übrigen 
Axiome  erfüllt  sind,  das  Axiom  6  aber  nicht  (vgl.  Eugen  Meyer, 
über  die  Kongruenzaxiome,  Math.  Ann.  64,  197  (1907)). 

Aus  den  Hilbertschen  Kongruenzaxiomen  leitet  man  nun 
ohne  Schwierigkeit  die  gewöhnlichen  Kongruenzsätze  von  Drei- 
ecken her;  ebenso  leicht  läßt  sich  der  Begriff  des  rechten  Winkels 
bestimmen;  insbesondere  beweist  man  mit  Hilfe  jener  Axiome  den 
Satz,  den  Euklid  als  Axiom  hinstellt:  „Alle  rechten  Winkel  sind 
einander  kongruent."  Auch  die  Erweiterung  der  Kongruenz  auf 
den  Raum  ist  ohne  ein  weiteres  Axiom  möglich. 
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§  6.  Parallelenaxiom. 

Sind  in  einer  Ebene  a  eine  Gerade  a  und  ein  Punkt  Ä  außer 
a  gegeben,  dann  wird  in  der  Ebene  a  eine  durch  A  gehende  Gerade, 
'die  a  nicht  schneidet,  dadurch  bestimmt,  daß  man  zuerst  A  mit 
.einem  Punkte  von  a  dui'ch  eine  Gerade  c  verbindet  und  dann  die 
gesuchte  Gerade  1)  durch  A  so  annimmt,  daß  c  die  Geraden  a,  b 
unter  gleichen  Gegenwinkeln  schneidet.  Weil  c  beliebig  bleibt, 
werden  in  dieser  Weise  zunächst  unendlich  viele  nicht  schneidende 
Geraden  bestimmt.  Daß  dieselben  sämtlich  identisch  sind,  wird 
durch  das  Parallelenaxiom  postuliert.    Dieses  lautet: 

(EuJdidisdies  Axiom)  Es  sei  a  eine  beliebige  Gerade  und  A 
ein  Funkt  außerhalb  a,  dann  gilt  es  in  der  durch  a  und  A  be- 
stimmten Ebene  a  nur  eine  Gerade  b,  die  durch  A  geht  und  a 
nicht  schneidet;  diese  heißt  die  Parallele  su  a  durch  A. 

Nachdem  man  Jahrhunderte  lang  versucht  hatte,  das  Paral- 
lelenaxiom als  Lehrsatz  zu  beweisen,  gelang  es  im  Anfang  des 
19.  Jahrhunderts  Gauß,  Lobatschefskij  und  Bolyai  zu  zeigen, 
daß  es  möglich  ist,  eine  Geometrie  ohne  das  euklidische  Axiom 
aufzubauen,  bei  der  in  einer  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt 
unendlich  viele  Geraden  gehen,  die  eine  gegebene  Gerade  nicht 
schneiden  (die  hyperbolische  oder  Lobatschefskij -Bolyaische 
Geometrie).  Für  die  Vorgeschichte  dieser  Geometrie  vgl.  Stäckel- 
E)igel,  Bie  Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauß, 
Leipzig  1895. 

Aus  dem  Euklidischen  Axiom  folgen  die  Sätze: 

1.  Wenn  zwei  Parallelen  von  einer  dritten  Geraden  ge- 
schnitten werden,  so  sind  die  Gegenwinkel  und  Weehselwinkel 
gleich,  und  umgekehrt. 

2.  Die  Winkel  eines  Dreiecks  macJien  zusammen  zwei  Hechte  aus. 
In  den  Lehrbüchern  der  Elementargeometrie  stellt  man  oft 

den  letzten  Satz  als  Grundsatz  (Axiom)  avif;  in  diesem  Falle  gelingt 
es,  das  Parallelenaxiom  als  Lehrsatz  zu  beweisen,  aber  nur  unter 
Hinzunahme  des  sogenannten  Archimedischen  Axioms  (s.  u.). 

Definition:  Wenn  M  ein  beliebiger  Punkt  in  einer  Ebene  « 
ist,  so  heißt  die  Gesamtheit  aller  Punkte  A,  für  welche  die 
Strecken  MA  einander  gleich  sind,  ein  Kreis;  M  heißt  der  3Iittcl- 
punkt  des  Kreises. 

Auf  Grund  dieser  Definition  folgen  nun  leicht  die  bekannten 
Sätze  über  den  Kreis,  insbesondere  die  Konstruktion  eines  Kreises 
durch  irgend  drei  nicht  in  einer  Geraden  gelegene  Punkte,  sowie 
der  Satz  über  die  Kongruenz  aller  Peripheriewinkel  über  der  näm- 
lichen Sehne  und  der  Satz  von  den  Winkeln  im  Kreisviereck. 
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§  7.   Die  Lehre  von  den  geometrischen  Proportionen  und 
das  Rechnen  mit  Strecken. 

Die  arithmetische  Behandlung  geradliniger  Strecken  hat 
Euklid  auf  den  Satz  gegründet: 

Größen  haben  zueinander  ein  Verhältnis,  wenn  sie  sich  durch 
Vervielfältigung  übertreffen  können.  Daß  die  Strecken  solche 
Größen  sind,  wird  dann  als  selbstverständlich  angesehen  und 
darauf  die  Proportionenlehre  begründet. 

Heute  wird  dieses  Prinzip  allgemein  das  Archimedische  Axiom 
genannt  und  nach  Hilbert  {Grundlagen  S.  16)  folgendermaßen 
formuliert: 

Es  sei  A^  irgendein  Punict  auf  einer  Geraden  sivischen  den 
beliebig  gegebenen  Punkten  A  tmd  B;  man  konstruiere  dann  die 
Punkte  A^,  A^,  A^,  ...  so,  daß  A^  zwischen  A  und  A^,  ferner 
A^  zwischen  A^  und  A^,  ferner  A^  zwischen  A^  tmd  A^  usw.  liegt 
und  überdies  die  Strecken 

AA-^,  A-^^A^,  A^A^,  A^A^,  .  .  . 

einander  gleich  sind,  dann  gibt  es  in  der  Reihe  der  Punkte  A^, 
Aq,  A^,  .  .  .  stets  einen  solchen  Punkt  A^,  daß  B  zwischen  A  und 
A^  liegt. 

Den  Aufbau  der  Streckenrechnung  auf  der  Grundlage  dieses 
Axioms  findet  man  im  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  von 
F.  Schur  (1898).  Aber  schon  die  Euklidischen  Elemente  ent- 
halten im  fünften  Buch  eine  Proportionenlehre,  deren  Gedanken- 
gang mit  den  modernen  Gesichtspunkten  durchaus  übereinstimmt. 
Bie  Bcßnition  der  Proportionengleichhcit  ist  diese:  Es  wird 

a         c 
wenn  für  irgend  zwei  positive  ganze  Zahlen  m,  n  mit 


auch 
wird. 


ma  ^  nb 
mc  =  nd 


Im  Gegensatz  zu  dieser  sogenannten  Archimedischen  Propor- 
tionenlehre hat  es  sich  seit  zehn  Jahren  herausgestellt,  daß  man  die 
Sätze  der  elementar-geometrischen  Proportionenlehre  so  wie  auch 
die  daraus  fließenden  Formeln  der  Trigonometrie  und  analytischen 
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Geometrie  ebenso  einfach  ohne  Gebrauch  des  Archimedischen 
Axioms  begründen  kann.  Es  ist  dies  zuerst  von  Veronese  (Grund- 
zvge  der  Gemnetrie,  deutsche  Ausgabe,  Leipzig  1894)  und  in 
strenger  Weise  von  Hubert  (Gnmdl.  §  12)  geschehen.  Wir 
bringen  hier  die  nicht-archimedische  ProporUonenlehre  in  der  Form, 
die  ihr  von  Kneser  {Sitmngshcr.  der  Berl.  Math.  Ges.  1,  4(1902)) 
und  Mollerup  (Math.  Ann.  56,  277  (1903),  58,  479  (1904))  ge- 
geben worden  ist. 

Auf  dem  einen  Schenkel  eines  rechten  Winkels  0  werden 
<lie  Punkte  A  und  B,  auf  dem  andern  C  imd  D  abgetragen;  AC 
ist  parallel  zu  BI).  Diese  Lage  der  vier  Strecken  OA,  OB, 
OCj  OT)  drücken  wir  in  der  Gleichung 

OA  ^  PC 
OB~'OB 

aus;  die  einzelnen  Verhältnisse  haben  voi'läufig  keine  Bedeutung.. 
Wir  können  auch  schreiben: 

OB_OD  n       ^  ^  OA 

0A~  OC  OB       ob' 

Die  drei  Glieder  der  Proportion  bestimmen  das  vierte  ein- 
deutig. Aus  dieser  Definition  folgt  sofort  der  Satz:  In  ähnlichen 
rechtwinkligen  Dreiecken  sind  die  entsprechenden  Katheten  pro- 
portional. 

(1)  Bas  hommutative  Gesetz,  daß,  wenn  -r  =  -y  auch,  —  =  "t 

ist,  zeigt  sich  entweder  als  eine  Folge  des  Satzes  über  die  Kon- 
gruenz aller  Peripheriewinkel  über  der  nämlichen  Sehne  oder  des 
8atzes  vom  gemeinsamen  Schnittpunkt  der  Höhen  eines  Dreiecks. 

(2)  Bas  distributive  Gesetz,  wonach  aus  j  =  -v  — T-  =  ~^^ 

folgt,  ergibt  sich  einfach  aus  der  Definition  der  Proportionen- 
gleichung. 

(3)  Bas  assoziative  Gesetz,  daß  aus  -^  =  -,    und  —  =  -^  , 
^  ^  '  b         d  e         d  ^ 

--  =         folgt,  stellt  sich  nach  Kneser  als  eine  formale  Folge 

der  andern  Gesetze,  insbesondere  des  kommutativen  Gesetzes, 
heraus. 

Aus   (1)   folgt  unmittelbar:   Wenn  -.-  =  -j-  und   "T"  =  "7^  r 

c         e 
dann  ist  auch  ^-  =  -7-  • 
d        f 

Pascal,  Kei>ertoriuin.  II.    2.  Aufl.  2 
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Aus  (1)  und  (2):  Wenn  'jr  =  ~3  ■>  dann  ist  jr  =^  ~3'  ^=  ,  7^  ,  • 

Aus  diesen  Sätzen  (ohne  das  assoziative  Gesetz)  folgt  nach 
Hubert  {Grundl.  S.  36)  der  Hauptsatz  von  den  ähnlichen  Drei- 
ecken: In  zwei  ähnlicJien  Dreiecken  sind  die  entsprechenden  Seiten 
proportional. 

Hieraus  folgt  wieder  der  spezialisierte  Desarguessche  Satz: 
Wenn  zwei  DreiecJce  in  einer  Ebene  so  gelegen  sind,  daß  je  ztvei 
entsprechende  Seiten  einander  parallel  sind,  so  laufen  die  Verhin- 
dimgslinien  der  entsprechenden  Ecken  durch  denselben  Punkt  oder 
sind  einander  parallel,  und  umgekehrt. 

Aus  dem  assoziativen  Gesetze  folgt  unmittelbar  der  Pascal- 
sche  Satz  in  der  speziellen  Formulierung:  Es  seien  A,  B,  C  bzw. 
Ä',  B' ,  C  je  drei  Punkte  auf  zwei  sich  schneidenden  Geraden, 
die  vom  SchnittpunJäe  der  Geraden  verschieden  sind;  ist  dann  CB' 
parallel  BC'  und  CA  parallel  AC',  so  ist  auch  BA'  parallel 
AB'.  Für  diesen  Satz  findet  man  in  den  Hilbertschen  Grundlagen 
zwei  Beweise  mittels  der  hier  angeführten  Axiome;  die  Strecken- 
rechnung wird  dann  auf  diesem  Satze  aufgebaut  (vgl.  Kap.  V). 

Nunmehr  zeigt  es  sich,  daß  die  Proportionen  --^-  den  Sätzen 

der  reellen  Arithmetik  mit  Ausnahme  der  Stetigkeitssätze  genügen. 
Die  Proportionen  lassen  sich  somit  selbst  als  Zahlen  auffassen. 

Um  nun  zu  untersuchen,  welche  der  gewöhnlichen  reellen 
Zahlen  sich  unter  den  Proportionen  der  nicht -archimedischen 
Geometrie  finden,  kann  man  mit  Hilbert  (Grundl.  Kap.  VH)  die 
innerhalb  dieser  Geometrie  ausführbaren  fundamentalen  Kon- 
struktionen bestimmen.     Diese  sind: 

1.  Zwei  Punkte  durch  eine  Gerade  zu  verbinden  und  den 
Schnittpunkt  zweier  nicht  parallelen  Geraden  zu  finden. 

2.  Eine  gegebene  Strecke  auf  einer  gegebenen  Geraden  von 
einem  gegebenen  Punkte  aus  abzutragen. 

3.  Einen  gegebenen  Winkel  an  eine  gegebene  Gerade  an- 
zutragen. 

4.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  zu  einer  Geraden  eine 
Parallele  zu  ziehen. 

5.  Zu  einer  gegebenen  Geraden  eine  Senkrechte  zu  ziehen. 
Zur  Ausführung  dieser  Aufgaben  bedürfen  wir  des  Lineals 

und  des  Aichmaßes,  eines  Instrumentes,  welches  das  Abtragen  einer 
einzigen  bestimmten  Strecke  ermöglicht  (J.  Kürschak,  Math.  Ann. 
66,  f)97  (1902)). 

Es  zeigt  sich  dann,  daß  man  auf  diese  Weise  lediglich  soldic 
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Ausdrüdie  konstruieren  kann,  die  sich  aus  gegebenen  Parametern  in 
der  Weise  durch  Quadratwurzelsiehung  bestimmen  lassen,  daß  eine 
n-fache  Quadratwurzel  für  beliebige  Werte  der  Parameter  immer 
J2"  reelle  Werte  hat. 

Der  Satz  ist  von  Hubert  in  dem  Falle  bewiesen  {Grumdl. 
S.  79),  wo  der  Ausdruck  nur  von  einem  gegebenen  Parameter  ab- 
hängt. Auf  diese  Weise  ist  die  mittlere  Proportionale  nicht  kon- 
struierbar, weil  yab  für  negative  Werte  des  einen  Parameters 
imaginär  wird.  Dagegen  ist  ya^-\-b'^  konstruierbar  und  ebenso 
die  gewöhnlichen  regulären  Polygone.  —  So  ergibt  sich:  die 
Zahlen,  die  sich  unter  den  nicht-archimedischen  Proportionen 
finden,  sind  die  reellen  rationalen  Zahlen  und  die  irrationalen 
Zahlen,  die  nur  von  solchen  Quadratwurzeln  abhängen,  welche 
lauter  reelle  Werte  liefern. 

Die  Schnittpunkte  eines  Kreises  mit  einer  Geraden  und  die 
Schnittpunkte  zweier  Kreise  können,  auch  wenn  sie  reell  sind,  in 
unserer  nicht-archimedischen  Geometrie  nicht  nachgewiesen  werden 
und  müssen  durch  ein  neues  Axiom  postuliert  werden.  Wird  ein 
solches  ergänzendes  Axiom  hinzugefügt  —  was  auch  dann  not- 
wendig ist,  wenn  das  Archimedische  Axiom  vorausgesetzt  wird  — , 
so  gelangt  man  zu  allen  Konstruktionen  mit  Lineal  und  Zirkel,  und 
das  zugehörige  Zahlensystem  enthält  alle  Quadratwurzeln.  Da- 
gegen ist  das  genannte  Axiom  überflüssig,  wenn  man  von  vorn- 
herein das  Dedekindsche  Axiom  der  Stetigkeit  (s.  u.)  aufstellt. 

Hilbert  (Grundl.  S.  22)  hat  bewiesen,  daß  das  Archime- 
dische Axiom  von  den  übrigen  angenommenen  Axiomen  unabhängig 
ist.  Er  konstruiert  den  Bereich  ü(^)  aller  derjenigen  algebraischen 
Funktionen  von  ^,  welche  aus  t  durch  die  fünf  Rechnungsopera- 
tionen der  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation,  Division  und 
durch  die  fünfte  Operation  |  ]/l  -f  »^  |  hervorgehen,  wobei  a  selbst 
eine  durch  diese  fünf  Operationen  entstandene  Zahl  ist.  Ist  c  eine 
beliebige  Funktion  des  Bereiches  ^{t)^  so  kann  sie  nur  für  eine 
endliche  Anzahl  von  Werten  verschwinden;  deshalb  muß  c  für 
genügend  große  Werte  von  t  entweder  stets  positiv  oder  negativ 
ausfallen.  Je  nachdem  nun  der  erste  oder  letztere  Fall  eintritt, 
soll  c  positiv  oder  negativ  heißen;  sind  a  und  b  zwei  Gi'ößen 
unseres  Gebietes,  dann  heiße  a  größer  oder  kleiner  als  &,  je  nach- 
dem a  —  b  nach  der  genannten  Regel  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

Für  die  Zahlen  unseres  Gebietes  gelten  dann  dieselben  Regeln 
der  Verknüpfung,  Rechnung  und  Anordnung  wie  für  die  reellen 
Zahlen;  dagegen  gilt  das  Archimedische  Axiom  nicht.    Z.  B.  ist 

2* 
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1  +  1  +  lH <t- 

Brauchen  wir  nunmehr  diese  nicht-archimedischen  Zahlen  in  ge- 
wöhnlicher Weise  zum  Aufbau  einer  analytischen  Geometrie,  so 
sind  in  dieser  Geometi'ie  die  graphischen  Axiome,  die  Axiome  der 
Kongruenz  und  das  Parallelenaxiom  erfüllt,  das  Archimedische 
Axiom  ist  es  aber  nicht,  womit  die  Unabhängigkeit  dieses  letzteren 
Axioms  von  den  übrigen  bewiesen  ist. 

§  8.    Der  Flächeninhalt  eines  ebenen  Polygons. 

Man  stellt  sich  hier  die  Aufgabe,  jedem  einfachen  Polygon 
eine  Zahl  zuzuordnen,  die  das  Inlialtsmuß  genannt  wird  imd  die 
folgenden  zwei  Eigenschaften  besitzt: 

1.  Kongruente  Fölygone  haben  dasselbe  Inhaltsmaß. 

2.  Ist  das  Polygon  P"  aus  den  beiden  Polygonen  P  und  P' 
zusammengesetzt,  dann  ist  das  Inhaltsmaß  von  P"  der  Summe  der 
Inhaltsmaße  von  P  und  P'  gleich. 

In  der  gewöhnlichen  Darstellung  der  Lehrbücher  geht  man 
axiomatisch  von  der  Existenz  einer  solchen  Zahl  aus  [vgl.  z.  13. 
J.  Hadamard,  Legons  de  geomc'trie  clementaire  I,  238  (1906)]. 

Es  ist  indessen  weder  ein  neues  Axiom  über  Flächeninhalte 
noch  das  Archimedische  Axiom  notwendig,  um  eine  Zahl  mit  den 
Eigenschaften  1.  und  2.  su  finden. 

Wir  brauchen  vielmehr  dazu  nur  die  im  vorigen  Paragraphen 
skizzierte,  nicht-archimedische  Proportionenlehre. 

Dieselbe  gestattet  eine  Streckenrechnung,  die  den  Gesetzen 
der  Arithmetik  gehorcht,  wenn  wir  die  Addition  durch  das  An- 
einanderfügen der  Strecken  definieren  und  die  Multiplikation, 
indem  wir  die  Gleichung  OC  =  OA  •  OB  durch  die  Proportion 
OC:OB  =  OA  :  OE,  wo  OE  die  Längeneinheit  bedeutet,  ersetzen. 
Mittels  dieser  Streckenrechnung  bilden  wir  eine  analytische  Geo- 
metrie, indem  wir  jedem  Punkte  seine  Abstände  von  zwei  zueinander 
senkrechten  Geraden,  den  Koordinatenachsen,  als  seine  Koordinaten 
a',  y  zuweisen.  Hat  dann  ein  einfaches  Polygon  der  Reihe  nach 
die  Ecken  (a'j?/i)  {x^y^  .  .  .  {x^y^).,  so  hat  der  Ausdruck 

i  (xj ?/2  -  x^y^)  + 1  {x^yr~  —  x^y^)  -] \- \  (x^y^  -  x^ y„) 

die  Eigenschaften  1.  und  2.  Zuerst  ist  nämlich  dieser  Ausdruck 
von  der  Wahl  der  Koordinatenachsen  unabhängig,  woraus  1.  hex-- 
vorgeht;  zweitens  sieht  man,  daß,  wenn  ein  Polygon  durch  eine 
Transversale  zerlegt  wird,  die  Summe  der  zwei  Ausdrücke,  die 
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den  Teilpolygonen  entsprechen,  dem  ursprünglichen  Ausdruck 
gleich  wird.  Der  aufgestellte  Ausdruck  ist  dann  das  gesuchte 
Inhaltsmaß.  Die  gewöhnlichen  Sätze  von  dem  Inhaltsraaß  eines 
Dreiecks,  eines  Parallelogramms  usw.,  ebenso  der  pythagoreische 
I^ehrsatz  sind  sofoi't  abzuleiten. 

Aus  der  Eigenschaft  2.  folgt  speziell,  daß  eine  ganze  Fläche 
numerisch  größer  ist  als  jeder  Teil  derselben,  ein  Satz,  den 
Euklid  (Erstes  Buch  der  Elemente,  Satz  39)  ohne  Beweis  benutzt. 

Setzt  man  nun  auch  das  Archimedische  Axiom  voraus,  dan» 
läßt  sich  der  Satz  beweisen:  Haben  zwei  Polygone  dasselbe  In- 
haltsmaß, so  sind  sie  zerlegungsgleich,  d.  h.  sie  zerfallen  durch 
geeignete  Einteilung  in  paarweise  kongniente  Teilpolygone. 

Dagegen  hat  es  sich  herausgestellt  (M.  Dehn,  über  raum- 
gleiche Polyeder,  Göii.  Nachr.  1900,  345,  sowie  Über  den  Baum- 
inhalt, Math.  Ami.  55,  465  (1902);  vgl.  auch  Kagan,  Math.  Ann. 
5,7,  421  (1903)),  daß  die  Lehre  von  den  räumlichen  Inhalten  sich 
nicht  in  derselben  Weise  aufbauen  läßt;  es  gelingt,  zwei  Tetraeder 
mit  gleicher  Grundfläche  und  von  gleicher  Höhe  anzugeben,  die 
sich  auf  keine  Weise  in  kongruente  Tetraeder  zerlegen  lassen, 
und  die  sich  auch  durch  Hinzufügung  kongruenter  Tetraeder  nicht 
zu  solchen  Polyedern  ergänzen  lassen,  für  die  ihrerseits  eine  Zer- 
legung in  kongruente  Tetraeder  möglich  ist. 

§  9.    Rektifikation  und  Quadratur  des  Kreises. 

Um  die  Länge  der  Kreisperipherie  zu  bestimmen,  müssen  wir 
die  folgende  Definition  zugrunde  legen:  Ist  ein  Kreis  gegeben, 
dann  heißt  der  Umfang  eines  konvexen  Polygons  ein  äußerer  Um- 
fang, wenn  sämtliche  Punkte  desselben  auf  oder  außerhalb  der 
Kreisperipherie  liegen;  wenn  aber  sämtliche  Punkte  des  ümfangä 
auf  oder  innerhalb  der  Kreisperipherie  liegen,  dann  heißt  der  Um- 
fang ein  innerer. 

Definition.  Bie  Länge  der  Kreisperipherie  ist  eine  Sireche, 
die  größer  als  jeder  innere  Umfang  und  kleiner  als  jeder  äußere 
Umfang  ist. 

Um  zu  beweisen,  daß  eine  solche  Strecke  existiert,  tragen 
wir  die  inneren  und  äußeren  Umtänge  auf  einem  Halbstrahl  von 
dessen  Endpunkte  0  aus  auf.  Wird  die  Richtung  des  Halbstrahls 
„rechts"  genannt,  „links"  die  entgegengesetzte  Richtung,  dann 
gelten  die  Sätze  (vgl.  Weber  und  Wellstein,  Enzyklopädie  der 
Elementar -Mathematik  II,  262  —  265  (1905)): 

1.  Jeder  Endpunkt  A  eines  äußeren  Umfangs  liegt  i'echts 
von  jedem  Endpunkt  J  eines  inneren  Umfangs. 
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2.  Ist  e  eine  beliebige  Strecke,  dann  können  die  Punkte  A 
und  J  so  bestimmt  werden,  daß  JA  <  e . 

3.  BedeJdndsdies  Axiom  (Dedekind,  StetigJceit  und  irratio- 
nale Zahlen  1892,  S.  11):  Zerfallen  alle  Punkte  einer  Geraden  in 
zwei  Mengen  A.^  und  A^,  so  daß  jeder  Punkt  von  A.^  links  von 
jedem  Punkte  der  Menge  A^  liegt,  dann  gibt  es  immer  einen  be- 
stimmten Punkt,  der  entweder  zu  A^  gehört  und  dann  rechts  von 
allen  andern  Punkten  der  Menge  A^  liegt  oder  zu  A^  gehört  und 

•links  von  allen  anderen  Punkten  der  Menge  A.2  liegt. 

Die  Menge  A^  wird  jetzt  durch  die  Punkte  -4,  die  Menge 
A^  durch  die  übrigen  Punkte  der  Geraden  des  Halbstrahls  ge- 
liefert. Dann  gibt  es  nach  dem  letzten  Axiom  hier  einen 
Punkt  C,  der  rechts  für  alle  Punkte  J  und  links  für  alle  Punkte  A 
liegt.    OC  ist  sodann  die  gesuchte  Länge  der  Kreisperipherie. 

Das  Verhältnis  zwischen  der  Kreisperipherie  und  dem  Durch- 
messer 2r  ist  eine  Konstante,  die  mit  jr  bezeichnet  wird,  n  läßt 
sich  dadurch  bis  auf  n  Dezimalen  bestimmen,  daß  man  zwei  regu- 
läre Umfange  findet,  einen  äußern  und  einen  Innern,  deren  Unter- 
schied kleiner  als  y^Q.»  Ki-eisdurchmesser  ist. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  das  Inhaltsmaß  der  Kreis- 
fläche durch  Vergleichung  mit  den  inneren  und  äußeren  Polygonen 
bestimmen;  dasselbe  muß  |-r  •  27rr  =  jrr^  sein. 

Wegen  dieser  Paragraphen  vergleiche  man:  Enriques 
e  Amaldi,  Elementi  di  geometria,  Bologna  1903,  360 — 373. 


§  10.    Konstruktiv  unausführbare  Aufgaben. 

Schon  im  Altertum  beschäftigte  man  sich  viel  mit  der  Auf- 
gabe von  der  Quadratur  des  Kreises-,  im  engern  Sinne  versteht 
man  hierunter  die  Aufgabe,  ein  Quadrat  von  demselben  Inhalt 
wie  die  Eäreisfläche  oder  eine  Strecke  von  derselben  Länge  wie 
die  Kreisperipherie  zu  zeichnen.  Ein  algebraischer  Ausdruck  ist 
mittelst  Zirkels  und  Lineals  dann  und  nur  dann  konstruierbar, 
wenn  er  aus  gewissen  gegebenen  Strecken  durch  ausschließliche  i 
Benutzung  der  vier  Spezies  und  Quadratwurzelziehung  entstehen  a 
kann ;  solcher  Art  müßte  n  sein,  wenn  die  Quadratur  des  Kreises 
möglich  wäre.  Im  Jahre  1882  bewies  aber  F.  Linde  mann  (Ühcr 
die  LudolphscJie  Zahl,  lierl.  Sitzungsber.  Jahrg.  1882,  I.  Halbband, 
679),  daß  TT  transzendent,  nicht  Wurzel  einer  algebraischen  Glei- 
chung mit  rationalen  Koeffizienten  ist. 

Ein  viel  behandeltes  Problem  ist  auch  die  Dreiteilung  des 
Winkels.     Um   die   Unmöglichkeit    der  Lösung    dieser  Aufgabe 
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0iittelst  Lineals  und  Zirkels  zu  erkennen,  brauchen  wir  einen 
Satz  von  der  kubischen  Gleichung  x^  -\-  ax  -{-  b  =  0,  in  der  a 
und  b  rational  sind.  Derselbe  lautet:  Ist  die  Gleichung  in-eduzibel, 
d.  h.  hat  sie  keine  rationale  Wurzel,  so  ist  sie  auch  nie  durch  eine 
Kette  von  Quadratwui-zeln  lösbar  (Weber  und  Wellstein,  En- 
zyMopädie  der  Elementar-Mathematih  I,  319  (1903)). 
Aus  der  Formel 

cos3ö  =  4cos3ö  —  3  cos  Ö 

erhalten  wir,  wenn  cos  3  ö  =  a ,  cos  6  =  x  gesetzt  werden, 

Ax^  —  3a;  ==  a; 

diese  Gleichung  gibt  also  dann  und  nur  dann  einen  konstruier- 
baren Wert  von  a?,  wenn  sie  eine  Wurzel  hat,  die  rational  durch 
a  ausdrückbar  ist.  Dieses  ist  aber  für  unendlich  viele  Werte 
von  a  nicht  der  Fall,  z.  B.  nicht  für  a  =  cos  60*^  =  |- . 

Derselbe  Satz  zeigt  auch  die  Unmöglichkeit  der  Würfelver- 
doppelung, die  von  der  Gleichung  a;^  =  2  abhängig  ist. 

Über  die  hier  berührten  Aufgaben  vgl.  man  insbesondere  das 
Sammelwerk :  Enriques,  Fragen  der  El( mentargcometrie,  Deutsche 
Ausgabe  von  Fleischer,  Teil  II,  Leipzig  1907. 

§  11.    Kongruenz  und  Symmetrie. 

In  der  Hilbertschen  Kongruenzlehre  (Grundl.  §  5  und  6) 
wird  zwischen  kongruenten  Figuren  mit  demselben  und  mit  ver- 
schiedenem Umlaufssinn  nicht  unterschieden ;  diese  Unterscheidung 
findet  man  aber  im  Anhang  II  der  Grundlagen:  „Über  den  Satz 
von  der  Gleichheit  der  Basiswinkel  im  gleichschenkligen  Dreieck". 
Wird  der  Unterschied  festgelegt,  so  läßt  sich  sofort  beweisen: 

Wenn  zwei  ebene  Figuren  A  und  B  mit  demselben  Umlaufs- 
sinn kongruent  sind,  so  werden  sie  entweder  durch  eine  Drehtmg 
um  einen  bestimmten  Punkt,  das  Drehsentrum,  oder  durch  eine 
Paralleloerschicbung  zur  Deckung  gebracht;  sind  sie  aber  vom  ent- 
gegengesetzten Umlaufssinn,  dann  muß  die  eine  Figur  an  einer 
Geraden  gespiegelt  werden. 

Nach  Hjelmslev  (Nyt  Tidsslmft  for  Matematik  .B  18,  1 
(1907)  und  Math.  Ann.  64,  449  (1907))  ist  es  aber  möglich,  eine 
Lehre  von  Kongruenz  und  Symmetrie  in  ganz  anderer  Weise  zu 
begründen.  Wenn  man  auf  die  graphischen  Tatsachen  der  Geo- 
metrie verzichten  will,  braucht  man  auch  nicht  die  Feststellung  der- 
selben mittelst  der  Anordnimgsaxiome  (jedenfalls  nicht  in  der  eukli- 
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dischen  Geometrie).     Das  Axiomen  System   der  (nicM- archimedi- 
schen) Geometrie  ist  dann  das  folgende: 

1.  Durch  irgend  zwei  Punkte  geht  eine  und  nur  eine  Gerade. 
Definition:   Das  System  von  zwei  Punkten  Ä  und  B  wird 

eine  Strecke  genannt. 

2.  Zwei  Strecken,  die  einer  dritten  Strecke  kongruent  sind,  sind 
u/nter einander  kongruent. 

b.  Ist  A  ein  gegebener  Punkt  einer  gegebenen  Geraden,  so 
kann  man  auf  dieser  Geraden  zwei  und  nur  zwei  Punkte  B  so 
bestimmen,  daß  die  Strecke  AB  einer  gegebenen  Strecke  kongruent 
lüird. 

Definition:  Jede  Beziehung,  durch  welche  jeder  Geraden  eine 
Gerade  und  jedem  Punkte  auf  der  ersteren  ein  Punkt  auf  der 
letzteren  eindeutig  so  zugeordnet  wird ,  daß  die  in  dieser  Weise 
einander  entsprechenden  Strecken  kongruent  sind,  soll  eine  Be- 
wegung heißen. 

4.  Es  gibt  außer  der  Identität  eine  und  nur  eine  Bewegung, 
bei  welcher  alle  Punkte  einer  gegebenen  Geraden  a  fest  bleiben.  Bei 
dieser  Bewegung  bleibt  kein  außerhalb  a  gelegener  Punkt  fest. 

Definition:  Jede  solche  Bewegung  heißt  eine  Spiegelung. 

5.  Es  gibt  eine  Betvegung,  bei  welcher  ein  beliebiges  gleich- 
schenkliges Dreieck  in  sich  selbst  übergeht,  so  daß  die  Spitze  fest 
bleibt  und  die  beiden  Schenkel  vertauscht  werden. 

6.  Jede  Strecke  hat  einen  und  nur  einen  Mittelpunkt. 

7 .  Das  Parallelenaxiom. 

Nach  dem  Axiom  4  wird,  wenn  A  durch  Spiegelung  in  B 
übergeht,  auch  B  in  A  übergehen.  Der  Mittelpunkt  M  von  AB 
gehört  zu  a;  AB  heißt  senkrecht  auf  a  in  M.  Es  läßt  sich  nun 
der  folgende  Satz  beweisen: 

In  jedem  Punkte  einer  Geraden  gibt  es  eine  und  nur  eine 
Senkrechte. 

Die  Hauptsätze  über  Spiegelungen  sind  die  folgenden: 

Zwei  Spiegelungen  S^  und  Ä^  können  durch  zwei  andere 
Spiegelungen  dergestalt  ersetzt  werden,  daß  die  Achse  der  ersten 
oder  der  zweiten  dieser  Spiegelungen  in  irgendeine  gegebene 
Gerade  c  durch  den  Schnittpunkt  von  a  und  b  fällt. 

Irgend  vier  beliebige  Spiegelungen  können  immer  durch  zwei 
ersetzt  werden. 

Drei  Spiegelungen,  deren  Achsen  nicht  durch  denselben  Punkt 
gehen,  können  nicht  durch  eine  einzige  Spiegelung  ersetzt  werden. 

Hieraus  folgt:  Eine  ungerade  Anzahl  von  Spiegelungen  läßt 
sich  durch  drei  oder  eine  Spiegelung  ersetzen.    Eine  gerade  An- 
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zahl  von  Spiegelungen  läßt  sich  durch  zwei  Spiegelungen  (oder 
die  Identität)  ersetzen.  Eine  ungerade  Anzahl  von  Spiegelungen 
kann  nicht  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Spiegelungen  ersetzt 
werden. 

Drei  Spiegelungen  können  einander  nicht  aufheben. 

Definition:  Zwei  Figuren,  welche  durch  die  Aufeinandeifolge 

euier  \    °         "      }   Anzahl    von    Spiegelungen    ineinander   über- 
[iingeradenj  ^    '='        '^ 

^  .      i   kongruent  ] 

gehen,  nennen  wir  ^  •    i  r 

°         '  { symmetrisch  j 

Zwei  kongruente  Figuren  werden  also  durch  zwei  Spiege- 
lungen zur  Deckung  gebracht.  Schneiden  sich  die  Achsen,  dann 
ist  der  Schnittpunkt  fest  und  wird  der  Drehpunkt  genannt;  die 
Bewegung  heißt  eine  Drehung.  Sind  die  Achsen  parallel,  so  hat 
die  Strecke  zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  eine  kon- 
stante Größe  und  Richtung,  und  die  Bewegung  heißt  eine 
JParallelverschiebung. 

Definition.  Ein  vollständiger  Winkel  (a&)  ist  ein  geordnetes 
System  von  zwei  Geraden  a  und  &,  die  einen  eigentlichen  Punkt 
gemein  haben. 

Hjelmslev  beweist  nun  den  Satz:  Wenn  zwei  kongruente 
Büschel  mit  verschiedenen  Mittelpunkten  nicht  auseinander  durch 
Parallelverschiebung  hervorgehen,  dann  schneiden  sich  ent- 
sprechende Strahlen  in  den  Punkten  eines  Kreises  durch  die 
beiden  Mittelpunkte. 

Hiermit  ist  aber  der  zweite  Beweis  für  den  Pascalschen 
Satz  gültig,  der  in  den  Hilbertschen  Grundlagen  (S.  30)  ge- 
geben ist;  die  Proportionenlehre  läßt  sich  genau  wie  früher  auf- 
bauen. 

Es  ist  also  hier  gelungen,  den  Pascalschen  Satz  lediglich 
auf  Grund  der  Kongruensaxiome  zu  beweisen;  dagegen  hat  Hu- 
bert (Grundl.  §  33,  24,  19)  den  fundamentalen  Satz  bewiesen: 
Der  Pascalsche  Satz  ist  keine  Folge  der  graphischen  Axiome, 
selbst  dann  nicht,  wenn  man  das  Parallelenaxiom  su  Hilfe  nimmt. 


Kapitel  IL 
Ebene  Kreisgeometrie. 

Von  H.  Liebmann  in  Leipzig. 


§  1.     Polgerungen   aus   dem  Satz  vom  Peripheriewinkel. 

Die  Kreisgeometrie  ist  geeignet,  in  gewissem  Sinne  den  Über- 
gang von  der  elementaren  zur  höheren  Geometrie  zu  vermitteln, 
indem  sie  aus  Sätzen  der  Elementargeometrie  Folgerungen  zieht, 
die  in  der  Art  ihrer  Formulierung  auf  die  Ideengänge  der  neueren 
Geometrie  vorbereiten.  So  ergeben  sich  aus  dem  Satze,  daß  im 
Kreis  der  Peripheriewinkel  über  einem  gegebenen  Bogen  konstant 
ist,  nämlich  gleich  dem  halben  Zentriwinkel  über  demselben  Bogen, 
verschiedene  Folgerungen,  die  hier  als  Grundlagen  und  Vorläufer 
für  weitere  Untersuchungen  kurz  zusammengestellt  werden  sollen. 

1.  Lehrsatz  des  Ptolcmaeus:  Im  Seimenviereck  ist  die  Stemme 
der  Produlde  der  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten  gleich  dem 
Produlcte  der  Diagonalen. 

Beweis:  Sei  AB  CD  das  Kreisviereck,  so  wii'd  ÄC  durch 
einen  Punkt  E  derart  geteilt,  daß  «^  ^J5J5  =  -^  J>J5C  und  folg- 
lich ^EBC=^  ABB  wird.  Dann  ist  A  ABE  '^  ABBC, 
AEBC-^  AABD  und  somit 

AB. CD  BCDA 

AE=—^^~,        EC=—j^j^~, 

woraus,  da  AE  -{-  EC  =  AC  ist,  sich  ergibt: 

AC  .  BD  =  AB  '  CD  +  BC    DA. 

2.  Erzeugung  des  Kreises  durch  Zuordnung  von  Strahl- 
büscheln. Sind  A  und  B  zwei  gegebene  Punkte,  und  ordnet  mau 
den  Strahlen  g  durch  A  die  Strahlen  h  durch  B  in  der  Weise  zu, 
daß  zunächst  einem  Anfangsstrahl  gQ  ein  bestimmter  Anfangs- 
strahl  Iiq   entspricht,   daß   ferner  -^g^g  =  ^hQh   ist,   und   die 
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Drohung  von  g^  nach  g  in  demselben  Sinne  erfolgt  wie  die  von 
'/q  nach  /i,  so  ergibt  die  ümkehrung  des  Satzes  vom  Peripherie- 
winkel, daß  der  Ort  der  Schnittpunkte  P  entsprechender  Geraden 
7  und  h  ein  Kreis  durch  A  und  B  ist;  dem  Strahl  g  ==  AB  ent- 
spricht dabei  die  Tangente  in  B^  dem  Strahl  h  =  BA  die  Tan- 
;,^ente  in  A.  Der  Kreis  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  siveier  gleichsinnig-kongruenter  Strahlbüschel. 

3.  Die  Potenz.  Legt  man  durch  einen  nicht  auf  der  Peripherie 
ies  Kreises  K  gelegenen  Punkt  P  zwei  Sekanten,  welche  K  in 
4j  und  J5j,  bezw.  in  A^  und  B^  treffen,  —  man  bezeichne  so, 
iaß,  wenn  P  außerhalb  liegt,  die  Reihenfolge  PA^  B^  und  PA^  B^ 
ist  —  so  sind  auf  Grund  des  Satzes  vom  Peripheriewinkel  die 
Dreiecke  PA^B^  und  PB^^A^  einander  ähnlich,  daher 

PA^    PB^  =  PA^  ■  PB^. 

Dieses  für  alle  Sekanten  durch  P  konstante  Produkt  heißt  die 
Potenz  des  Kreises  K  im  Punkte  P;  man  versieht  es  mit  negativem 
)der  positivem  Vorzeichen,  je  nachdem  P  innerhalb  oder  außer- 
ha'b  liegt. 

Für  einen  Punkt  außerhalb  ist  die  Potenz  auch  gleich  dem 
Quadrat  Pl\^  oder  PT^^  der  von  P  an  den  Kreis  gelegten  Tan- 
genten (Fig.  1,  Seite  29). 

4.  Die  Ahnlichkeitspunkte  und  Ähnlichkeitsachsen.  Zieht  man 
von  den  Mittelpunkten  M^  und  Jfg  zweier  Kreise  K^  und  K^ 
parallele  gleichgerichtete  Radien 

M,PJM,P,, 

so  treffen  sich  die  Verbindungslinien  P^P^  alle  in  einem  Punkte 
ilj2  auf  der  verlängerten  Zentrale,  wie  aus  der  Betrachtung  ähn- 
licher Dreiecke  folgt.  Ist  r^^  der  Zentralabstand  M^M.^  und  ist 
etwa  r^  <  rg,  so  liegt  M^  zwischen  M^  und  -Ä^g,  und  es  ist 

i  Liegt  nicht  ein  Kreis  völlig  innerhalb  des  andern,  so  gehen 
durch  .4j2  auch  die  gemeinsamen  (äußeren)  Tangenten,  was  wieder 
aus  ähnlichen  Dreiecken  folgt.  A^^  heißt  der  äußere  ÄJmlichkeits- 
punkt  der  beiden  Kreise  K^  und  K^ . 

Zieht  man  durch  M^  und  M^  die  Paare  entgegengesetzt  gerich- 
teter Radien 

M^P,IP,M,, 
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so  erhält  man  als  Schnittpunkt  aller  C4eraden  P1P2  den  innere, 
Ähnlidikeitspunkt  J^^  auf  der  Zentrale  und  es  wird 


Liegt  Jfj  außerhalb  JTg  (wie  in  Fig.  4,  Seite  36,  angenommen 
so  gehen  durch  J.^^  auch  die  gemeinsamen  inneren  Tangenten. 

Später  (§3,3)  werden  wir  uns  nochmals  mit  den  Ähnlich 
keitspunkten  beschäftigen,  hier  wollen  wir  nur  noch  den  Satz  an 
führen:  Bie  sechs  Ähnlichheüspunkte  von  drei  Kreisen  liegen  vier 
mal  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden,  einer  sogenannten  Ähnlich 
Iceitsachse. 

Betrachten  wir  nämlich  das  Dreieck  M^M^M^  der  Mittel 
punkte,  so  liegt  A^^  auf  M^M^^  Ä^^  auf  M^M^^  A^^  auf  M^M 
und  es  ist 

A,^M._        r, '  A^^M^        r«'  A^^M^        r^ ' 

daher 

-^12-^1  '  ^23-^2  *  -^31-^^3  "^  ^12-^2  ■  -^23-^3  *  -^31 -^IJ 

nach  der  ümkehrung  des  Satzes  des  Menelaos  liegen  also 

■^12»       -^23»       -^31 

auf  einer  Geraden ;  diese  ist  die  äußere  Ähnlichheitsachse.  (Vgl.  z.  E 
Steiners  Vorl.  üb.  synth.  Geoni.,  Teil  1,  S.  9  ff.) 
Ebenso  zeigt  man,  daß 


A2> 

^^23' 

'^Sli 

«^12» 

^23  5 

«^31? 

»^12? 

«^23? 

^31 

auf  je  einer  Geraden  liegen.    Für  diesen  Satz  bringen  wir  späte 

aus  der  Theorie  der  Kreisbündel  einen  anderen  Beweis  (§  3,  s] 

Die  Sätze  dieses  Paragraphen  gehören  samt  und  sonders  de 

Geometrie  der  Alten  an,  nur  das  Wort  Potenz  stammt  von  Steinei 

§  2,     Die  Lehre  von  den  Polaren.     Steiners  Lineal- 
konstruktionen mit  festem  Kreis. 

1.  Die  harmonische  Eigenschaft  der  Berührungssehne.  (Fig.  1. 
Durch  den  Punkt  P  außerhalb  des  Kreises  K  (Radius  r)  im  Ab 
stand  MP  =  c^  r  legen  wir  die  beiden  Tangenten,  welche  K  h 
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Tj  und  1\  berühren  mögen;  die  Zentrale  MP  bringen  wir  zum 
chnitt  mit  dem  Kreis  {A,  B)  und  mit  der  Berührimgsselme  T^  T^ . 
}  ist  die  Mitte  der  letzteren. 
Das  rechtwinklige  Drei- 
!ck  MT^P,  auf  dessen  Hypo- 
enuse  3IP  die  Gerade  T^QT^ 
enkrecht  steht,  ergibt 

r' 

P  und  Q  heißen  inverse  Punkte 
m  bezug  auf  Ä",  vgl.  §  5,  2.) 
s  wird  weiter 


r(c  —  r) 

r{c-{-r) 


dso 


Fig.  1- 


ÄQ  :  QB  ^^  c  —  r  :  c  +  r  ^'^  PA  :  PB. 

Unterscheidet  man  Strecken  entgegengesetzter  Richtung  durch 
las  Vorzeichen^  setzt  man  also 

QA^-AQ, 

o  folgt: 

QB  '  PB 


1 ,       oder 


-. 1. 


QBPA 

Vier  Punkte  auf  einer  Geraden  <7,  welche  diese  Bedingung 
rfüllen,  heißen  harmonisch •,  man  sagt  auch:  P  und  Q  sind  durch 
4.  und  J5,  oder  A  und  B  durch  P  und  Q  harmonisch  getrennt. 
lälftet  A  die  Strecke  PQ,  dann  liegt  B  unendlich  fem;  fallen  A 
,md  B  zusammen,  dann  fällt  einer  der  beiden  Punkte  P  und  Q 
ibcnfalls  damit  zusammen ,  die  Lage  des  andern  auf  g  ist  völlig 
mhcstimtnt.  — 

Legt  man  durch  P  eine  beliebige  zweite  Sekante,  die  mit  der 
jrsten  den  Winkel  q)  (in  Fig.  1  ist  9)  =  ^tt  —  a  —  ß)  einschließt, 
K  in  A^  und  J>j ,  Tj  T^  in  Q^  trifft,  so  wird 

FT  * 

Fällt  man  yon  M  auf  die  zweite  Sekante  das  Lot,  so  folgt 

PA^  +  PJ5, 

L_i 1.  =  c  •  cos  qp  ; 


c*  —  r- 
c  •  cos  tp 
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§  1,  3  endlich  ergibt 

PÄ^  •  PB^  =  PÄ  •  PB  =  c^  -  rK 
Daraus  folgt 

9iAliI?1  =  PBriQ^P-AP)  _  PB,iPÄ,-PQ,) 
Q,  B,  ■  PA,        PA,  -{Q.P-  B,  P)       PA,  {PB,  -  PQ,) 

=  (c2  -  r")  (l  -  -^O :  (c2-  r2)  (l —"-) 

^  ■  \  ccoscpj    ^  ''\         c-cosqp/ 

-  KPA  -  P^i)  ■'  i  (^A  -  PA,)  =  - 1 . 

Es  ist  also  bewiesen: 

Schneidet  man  eine  heliehige  SeJcante  durch  einen  äußere 
Punkt  P  mit  dem  Kreis  in  A,,  B,  und  mit  der  Berührungssehf 
in  ^j,  so  ergeben  sich  vier  harmonische  Punkte  PA^Q^B.,. 

2.  Pol  und  Polare.  Liegt  P  innerhalb  K  {PM  =  c  <C  r),  un 
man  errichtet  im  Punkte  Q,  der  zu  P  invers  ist  (^iHf  =  r^  :  c 
das  Lot  p  auf  QM,  so  ergibt  die  entsprechende  Betrachtung,  da 
eine  beliebige  Gerade  durch  P  den  Kreis  (in  A-,  und  B^  und 
(in  Q^  so  trifft,  daß  PA-^Q^B,  wieder  vier  harmonische  Punkt 
sind.    Anders  gefaßt" 

Legt  man  durch  P  alle  möglichen  Sekanten,  die  den  Kreis  i 
A',  B'  schneiden  mögen,  so  ist  der  Ort  der  vierten  harmonische 
Punkte  Q',  d.  h.  derjenigen  Punkte  Q'  auf  den  Sekanten,  für  die 

Q'A^  ,P^__. 
Q'B'  '  PB'  ' 

eine  Gerade  p. 

Diese  Gerade  heißt  die  Polare  von  P  in  bezug  auf  K,  P  ih 
Pol.  Ihre  Definition  findet  man  in  Pappus'  Collectionis  liber  VE 
prop.  154.  Die  heutige  Bezeichnungsweise  stammt  von  Servoi 
und  Gergonne,  Gergonncs  Annalen  1  (1811),  337,  3  (1813' 
293.  Die  Polare  steht  auf  der  Zentrale  MP  senkrecht  und  geh 
durch  den  zu  P  inversen  Punkt  Q  auf  MP.    Es  folgt  unmittelbar 

Alle  Geraden,  welche  durch  einen  Punlt  P  gehen,  haben  ihr 
Pole  auf  der  Polaren  p  von  P;  alle  Punkte  auf  einer  Geraden  j 
senden  ihre  Polaren  durch  den  Pol  P  von  p. 

Wendet  man  dies  auf  die  Punkte  P  innerhalb  K  an  und  be 
rücksichtigt  die  Bedeutung  der  Polaren  von  äußeren  Punkten  al 
Berührungssehne,  so  erkennt  man,  daß  die  Polare  eines  innere 
Punktes  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  beiden  Tangenten  isi 
welche  den  Kreis  K  in  seinen  Schnittpunkten  T^',  T^'  mit  irgend 
einer  durch  P  gelegten  Geraden  berühren. 
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3.  Konstruktion  der  Polare.  Um  die  Polare  von  P  zu  kon- 
struieren (Fig.  l),  zieht  man  zuerst  die  Zentrale,  dann  eine  zweite 
Sekante  durch  P  beliebig,  bringt  sodann  BA^  mit  AB^  zum 
Schnitt  in  E  und  AA^  mit  BB^mF.  -^BB^A  und  ^BA^B 
5ind  dann  als  Peripheriewinkel  über  dem  Durchmesser  ^  5  Rechte, 
[m  Dreieck  EBF  sind  EB^  und  FA^  zwei  Höhen,  also  ist  A, 
las  auf  diesen  beiden  Linien  liegt,  der  Höhenschnittpunkt,  folglich 
st  jB^  oder  AP  die  dritte  Höhe,  und 

;i)  QF  _L  MP. 

Führt  man  die  Winkel  <^ABA^  =  <^  AB^  A  =  -^  Q^^  =  ß 
md  -^  ABBi  =  a  ein  und  berücksichtigt,  daß 

<^P^A  =  |  +  ^,         ^AA,P=a, 

50  ergibt  der  Sinussatz 

PA  ^  PA,  PB^  ^  PA, 

sin  a        cos  ß '  cos  a        sin  ß ' 

llso 

PA  :  PB  =  tang  a  •  tang |3; 
anderseits  ist 


llso 


AQ=^  FQt&ngß,         QB  =  FQcoia, 
PAiPB^  AQ:  QB  (=  tanga  •  tang|3). 


^us  (1)  und  (2)  zusammen  folgt  nach  Nr.  2  dieses  §,  daß  EF 
ilie  Polare  von  P  ist.    Bei  dieser  Konstruktion  ist  außer  dem  ge- 
gebenen Kreise  K  nur  das  Lineal  benutzt   worden   (vgl.  Nr.  5 
iilieses  §).     Wendet    man    die    harmonischen   Eigenschaften    des 

rollständigen  Vierecks  an,  wie  sie  im  folgenden  Kapitel  gegeben 
hi.verden,  so  zeigt  sich,  daß  auch  die  erste  Sekante  PAB  ganz  will- 
tcürlich  gewählt  werden  darf;  sie  braucht  nicht  Zentrale  zu  sein; 
ffmmer  wird  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  E  (von  AB^ 
jind  BA^)  und  F  (von  AA^  und  BB^)  die  Polare  von  P  sein. 

7g\.  Steiners  Vorl.  üher.  synth.  Geom.^  1.  Teil,  S.  24ff'. 

4.  Involutionen  auf  dem  Kreis.    Zwischen  den  Punkten  A,  B; 

^iB^  usw.,  die  aus  dem  Kreis  von  den  Sekanten  durch  einen 
ei'esten  Punkt  P  ausgeschnitten  werden,  besteht  eine  Beziehung,  die 
^Involution  oder  involuforische  Zuordnung  heißt.    Liegt  P  aaßer- 

lalb,  so  entsprechen  2\  und  J\  sich  selbst  (sie  bilden  die  Doppcl- 

mnkte  der  Involutio)i).  — 
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Vier  hannonische  Punkte  auf  einer  Geraden  werden  von 
einem  Punkte  S  außerhalb  durch  harmonische  Sfrahlen  projiziert. 
Die  letzteren  haben  die  Eigenschaft,  jede  Gerade,  die  nicht  durch 
ihren  gemeinsamen  Punkt  geht,  in  vier  harmonischen  Punkten 
zu  treffen.  Verbindet  man  (Fig.  l)  etwa  1\  oder  T^  mit  P,  Q^ 
-4j  und  jBj,  so  erhält  man,  weil  ja  P,  Ä^,  Q,  B^  vier  harmonische 
Punkte  sind,  demnach  vier  harmonische  Strahlen;  nimmt  man  noch 
eine  beliebige  Sekante  durch  P,  die  K  in  Ä  und  jB',  T^  1\  in  Q' 
trifft,  so  sind  auch  jf\P,  1\A.\  ^iT^,  1\B'  immer  vier  harmo- 
nische Strahlen. 

Projiziert  man  jetzt  T^A' T^B'  von  einem  andern  Punkte  S 
der  Peripherie  aus,  so  lassen  sich  die  Strahlen  T^P  (Tangente  in 
Ti),  T^A',  T^T^,  T^B'  durch  Bewegung  (vgl.  §  1,  2)  mit  »ST^, 
8A\  (S'Tg,  SB'  zur  Deckung  bringen:  diese  letzteren  sind  also 
ebenfalls  harmonisch. 

Allgemein  heißt  die  Zuordnung  der  Strahlen,  welche  entsteht, 
wenn  man  die  Punktepaare  einer  Involution  auf  dem  Kreise  (^A' B') 
mit  einem  Punkte  S  der  Peripherie  verbindet,  die  der  Involution 
der  Punkte  auf  dem  Kreis  zugeordnete  Sirahleninvolution. 

Liegt  P,  der  Schnittpunkt  aller  die  Involution  bestimmenden 
Sekanten,  außerhalb,  so  heißt  die  Involution  hyperbolisch,  und  es 
gibt  dann,  wie  wir  sahen,  immer  zwei  reelle  Boppclelcmente,  d.  h. 
bei  der  Zuordnung  sich  selbst  entsprechende  Punkte  bzw.  Stralilen. 
Jedes  Paar  zugeordneter  Elemente  tvird  durch  die  Doppelelementi 
harmonisch  getrennt,  wie  aus  den  vorausgeschickten  Auseinander- 
setzungen hervorgeht. 

Liegt  P  innerhalb,  so  heißt  die  Involution  elliptiscJi,  es  gib 
dann  keine  reellen  Doppelelemente.  — 

Involutionen  der  Punkte  einer  Geraden  werden  durch  Involu 
tionen  eines  Strahlbüschels  ausgeschnitten.  Die  weitere  Theorit 
der  Involutionen  gehört  in  die  projeJctive  Geometrie  (Kap.  III),  w< 
von  anderen  Definitionen  ausgegangen  wird. 

5.  Die  Steinerschen  Konstruktionen  mit  dem  Lineal  bei  ge 
gebenem  festem  Kreis.  Auf  die  Polarentheorie  stützen  sich  die  voj 
J.  Steiner  angegebenen  „Constructionen  ausgeführt  mittelst  de 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises".  (Berlin  1833,  Werke  ] 
461,  Ostwalds  Klassiker  Nr.  60.) 

Um  z.  B.  von  Jf ,  dem  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreise.' 
ein  Lot  auf  eine  beliebige  Gerade  g  zu  fällen,  wird  man  zunJichs 
den  Pol  P  von  g  als  Schnittpunkt  der  nach  Nr.  3  dieses  { 
konstruierenden  Polaren  Py  und  p^  zweier  Punkte  Pj  und  Pg  au 
g  finden;  PM  steht  auf  g  senkrecht. 


AJf 
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Zu  einem  Durchmesser  A3IB  konstruiert  man  die  Parallele, 

die  den  gegebenen  Punkt  P  enthält,  mit  Hilfe  der  ümkehrung  des 

bekannten  Satzes:  Die  Mitten  der  Abschnitte  paralleler  Geraden 

zwischen  zwei  gegebenen  Geraden  ^r  und  h  ^B 

liegen  auf  einer  Geraden,  die  durch  den 

Schnittpunkt  von  g  und  h  geht;  auf  dieser 

Geraden  liegen  auch  die  Schnittpunkte  der 

Sekanten  (z.  B.  S^A  und  PB  in  Fig.  2),  S^. 

w^elche  die  Endpunkte  der  parallelen  Ab-  •'      ■•/-' 

schnitte  verbinden.  Es  ergibt  sich  die  Kon-  .  • '    ^'' .'^'^ 

struktion-  Man  verbindet  P  mit  J.  und  B.        -'  ^''' 

<^ '         —ö —  -- 

nimmt  S  auf  PA  beliebig  an,  zieht  noch   '^' '  '    P 

SM,  SB,  PB]  darauf  ASj^ ,  welche  Gerade  Fig.  2. 

iS'J5  inS^  trifft,  dann  ist  PS^  zn  AB  parallel. 

Hiemach  kann  man  auch  von  einem  heliehicjen  Punkte  P  aus 
das  Lot  auf  eine  beluhige  Gerade  g  fällen,  nämlich  zunächst  fällt 
man  das  Lot  von  M  aus,  und  dann  zieht  man  durch  P  die  Pa- 
rallele. —  Mit  diesen  Aufgaben  sind  auch  alle  anderen  Aufgaben 
der  metrischen  Geometrie,  soweit  sie  nur  gerade  Linien  betreffen, 
lösbar,  wie  man  aus  der  Steinerschen  Abhandlung  ersehen  kann. 


§  3.     Kreisbüschel,  Kreisbündel  und  die  Aufgabe  des 
Apollonius. 

An  das  Problem  des  Apollonius  hat  die  Entwicklung  der 
modernen  Kreisgeometrie  angeknüpft,  zu  der  Gaultier  in  einer 
Arbeit  über  jenes  Problem  (Journ.  ecolt  poJyt.,  Cah.  16  (1813), 
124)  den  Grund  gelegt  hat.  Hieran  schließt  sich  Steiner  (Einige 
gcometriscJie  Betrachtungen,  Werke  1,  17).  Das  Nähere  hierüber 
lindet  man  in  dem  Bericht  von  Kötter  über  die  Enttvicklung  der 
synth.  Geometrie,  Math.  Ver.  5,  1901. 

1.  Elliptische  tmd  hyperholische  Krcishüschel.  Unter  einem 
elliptischen  Kreisbüschel  versteht  man  die  Gesamtheit  der  Kreise, 
die  durch  zwei  feste  Punkte  A  und  B  gehen.  Durch  jeden  anderen 
Punkt  P  geht  ein  Kreis  des  Büschels.  Das  Mittellot  der  Strecke 
AB  ist  die  Zentrale  des  Büschels,  auf  der  die  Mittelpunkte  aller 
Büschelkreise  liegen.  Die  Linie  AB,  die  Chordale  des  Büschels, 
hat  die  Eigenschaft,  daß  in  einem  beliebigen  Punkte  S  von  ihr 
die  Potenz  für  alle  Kreise  des  Büschels  dieselbe,  nämlich  =  SA  •  SB, 
ist    Sie  heißt  deswegen  auch  die  Potenslinie  des  Büschels. 

Legen  wii'  an  einen  beliebigen  Kreis  K  des  Büschels  (Mttel- 
punkt  M)  in  einem  Punkte  P  die  Tangente,  die  AB  in  ilf '  trifft, 

Fikscal,  Bcpertorium.  n.  2.  Aufl.  3 
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und  schlagen  um  M'  mit  M'P  als  Radius  den  Kreis  Ä^,  der  AB 

in  S^  und  S^  trifft,  so  wird  (Fig.  3) 

also  werden  A,  B  harmonisch  getrennt  durch  S^^S^-   Ferner  wird 
^  BSiP=^^S^PM'  =  ^SiPB  +  BPM' ^-^S^PB  +  S^ÄP; 

anderseits  ist  dieser  Winkel  als  Außenwinkel  des  Dreiecks  J-Ä^  P 
=  ^S,PÄ-^^S,ÄP, 

also  wird  ^S^PB^^S^^  PA,  d.  h.  S^  Uegt  auf  der  Halbierungs- 
linie des  Winkels 
APB  =  y  und  ana- 
log Sg  auf  der  Hal- 
bierungslinie des 
Nebenwinkels. 

Da  fem  er  die 
Tangente  PM'  des 
Kreises  K  der  Ra- 
dius des  Kreises  K' 
ist,    schneidea    die 
beiden  Kreise   ein- 
ander rechtwinklig. 
Durch     jeden 
Punkt  P   geht   ein  j 
Kreis  K  und  ein  Kreis  K',  und  jeder  Kreis  K  trifft  jeden  Kreis  K' 
senkrecht. 

Die  Gesamtheit  der  Kreise  K\  zu  denen  als  Ausartungen 
(Nullhreise ,  d.  h.  Kreise  vom  Radius  Null)  auch  die  Punkte  A 
und  B  gehören,  heißt  ein  hyperbolisches  Kreishüschel. 

Für  einen  Punkt  M  auf  der  Zentrale  des  Büschels  (K)  ist 
die  Potenz  aller  Kreise  K'  demnach  konstant,  gleich  dem  Quadrat 
des  Radius  desjenigen  Kreises  Jf,  dessen  Mittelpunkt  M  ist;  d.  h 

Die  Zentrale  des  Büschds  K  ist  die  Potemlime  des  Büschels 
K'  (und  umgekehrt:  die  Potmzlinie  des  Büschels  K  Zentrale  des 
Büschels  K'). 

Zwei  Kreise  Ky  und  K^  haben  stets  eine  geraeinsame  Potenz- 
linie, sie  bestimmen  ein  elliptisches  Büschel,  wenn  sie  sich  schnei 
den,  ein  hypcrhoHsches,  wenn  sie  sich  nicht  schneiden.  Berühren 
iTj  und  jS'2  einander  in  ^,  so  bestimmen  sie  ein  prirabolischci 
Büschel;  dies  besteht  aus  der  Gesamtheit  aller  Kreise,  die  Äj  in  J 
berühren,  I 


Fig.  3. 
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Die  Potenzlinie  von  K^  und  iTg  kann  man,  wenn  iT^  und  K^ 
einander  nicht  schneiden,  dadurch  finden,  daß  man  K■^^  und  K^  mit 
einem  beliebigen  dritten  Kreis  K^  zum  Schnitt  bringt;  die  beiden 
Ghordalen  von  jfiT^  und  A3  und  von  K^  und  K^  treffen  sich  in  einem 
Punkt,  in  dem  K^,  K^  und  K^  gleiche  Potenz  haben  (PotcmpunM 
von  714,  K^  und  ifg).  Die  Potenzlinie  von  K^  und  K^  ist  dann 
das  Lot  von  diesem  Potenzpunkt  auf  die  Zentrale  M^M^,  und  ein 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Potenzlinie  liegt,  und  der  K^^ 
senkrecht  schneidet,  trifft  iHj  ilfg  in  den  Nullkreisen  des  durch  K^ 
und  Äg  bestimmten  hyperbolischen  Büschels. 

2.  Kreisbündel.  Die  Gesamtheit  aller  Kreise,  welche  in  einem 
Punkte  0  dieselbe  Potenz  haben,  heißt  ein  Kreishündel.  Ist  die 
Potenz  positiv  (c^),  so  schneiden  die  Kreise  einen  festen  Kreis  mit 
dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Radius  c,  den  OrihoganalJcreis,  senkrecht 
{OrtliogonalbündeV).  Der  Orthogonalkreis  kann  in  eine  Gerade  aus- 
arten, das  Bündel  besteht  dann  aus  allen  Kreisen,  deren  Mittel- 
punkte auf  dieser  Geraden  liegen ,  oder  in  einen  Punkt  (c  =  0), 
das  Bündel  besteht  dann  aus  allen  Kreisen  durch  diesen  Punkt 
{NuUbündet). 

Ist  die  Potenz  in  0  negativ  (—  c^),  so  besteht  das  Bündel 
aus  allen  Kreisen,  welche  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  0  und 
dem  Radius  c  {piameiralhreis)  in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers treffen  [Uiametralhündd). 

Da  die  Potenzlinie  zweier  Bündelkreise  K^K^  stets  durch  0 
gehen  muß,  so  haben  umgekehrt  alle  Kreise  des  Büschels  (^K^^K^) 
in  0  dieselbe  Potenz:  Je  zwei  Bündelkreise  tesiimmen  ein  Büschel, 
welches  dem  Bündel  vollständig  angehört. 

Ferner:  Haben  K^  und  K^  gleiche  Potenz  sowohl  in  Oj  wie 
in  O2 ,  so  müssen  alle  Kreise,  welche  sowohl  in  0^  wie  0^  dieselben 
Potenzwerte  haben  wie  K^  und  JBTg,  dem  Büschel  K^  und  K^  an- 
gehören : 

Alle  Kreise,  die  zwei  Bündeln  gleich m(ig  angehören,  bilden 
(in  Büschel. 

3.  Der  Winkel  zweier  Kreise.  Ziehen  wir  von  den  Mittel- 
punkten il/j,  M^  zweier  Kreise  die  Radien  nach  einem  ihrer  Schnitt- 
punkte MyS{j=  /-j), M^Si^ ^2),  so  ist  der  Schnittwinkel q>  definiert 
als  Supplement  des  Winkels  M^SM^,  daher: 

'1*         '1  '2 

cos  W  =  _ ~  ' 

Nach  dieser  Definition  bilden  zwei  Kreise,  die  einander  be- 
rühren, entweder  den  Winkel  Null,  wenn  nämlich  der  Berührungs- 

8* 


36 


Kapitel  II.    Ebene  Kreisgeometrie. 


punkt  zwischen  den  Mittelpunkten  liegt  (r^g  =  »"i  +  r^),  oder  den 

Winkel  tt,  wenn  der  Beinihrungspunkt  außerhalb  liegt  (»"12  =  ^2 — *"i)- 

Die  Gesamtheit   aller  Kreise  K',   welche  K^  und  K^  unter 

<^^^ -^^  gleichem    Win- 

p  kel  treffen,  oder 

unter    Winkeln, 
,.Pi  die  einander  zu 

^fji  zwei  Rechten  er- 
gänzen ,     hängt 
''^JT,  aufs  engste   zu- 

/  sammen  mit  den 

Ahnlichkeits- 
Fig.  (.  punkten  J-jg ,  «7^2 

(§  1,  4 
Legen  wir  durch  A^^  eine  Sekante  (Fig.  4),  welche  ivj  in 

Pj^i  trifft  und  K^  in  Pg^,  so  daß  (§  1,  4) 


so  ist 


aber  auch 


^  P,  Q^M,  =  ^  Q,P,M,  =  «  +  7, 


Hieraus  folgt,  daß  <^  M^P.^31'  =-  ^ M^Q^M\  wenn M'P^  =  ilf'(?i 
ist,  daß  also  jeder  Kreis  K'  durch  Pg  wwd  ^^  (oder  auch  durch  Q^ 
und  Pj)  K^  und  K^  unter  gleichen  Wi7il-eln  trifft. 

Die  leicht  zu  beweisende  ümkehrung  lautet:  Trifft  K'  die 
Kreise  K^  und  itg  unter  gleichen  Winkeln,  so  gehen  zwei  dei-  Ver- 
bindungslinien der  vier  SchfiittpiinJcte  von  K',  K^  und  K\  K^  durch 
den  äußeren  Ähnlichkeitspunld  A^^. 

An  Stelle  von  A^^  tritt  Jjg,  wenn  die  Winkel  {K' K^  und 
{K' K,^  supplementär  sind. 

Legt  man  durch  Pg  und  Q^  im  besondern  den  Kreis,  welcher 
iC^,  daher  auch  K^  auf  der  Zentrale  M^M^  trifft,  so  erkennt  man, 
daß  die  Potenz  aller  Kreise  K'  für  A^^  konstant  ist,  nämlich 

'»12  >"=  -1,2  C,  -  A,,l\  •  ASÖ2  -  (^-'?^  ±  '■.)  (^—^   +  '-!) 

(die  gleichstehenden  Vorzeichen  gehören  zusammen). 

Alle  Kreise  K\  welche  K^  und  K^  unter  demselben  Winkel  treffen 
gehören  einem  Bündel  mit  dem  Potenzpunkt  A^^  und  der  Potenz 
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'■l'*2 


r- 


—  1 


■i^2  — ^l)' 

an.    Hiervon  gilt  auch  die  Umkehrung.    Der  Orthogonalkreis  des 
Bündels  heißt  der  (äußere)  Steinersche  Fotenzl^reis. 

Dem  Bündel  gehören  im  besondem  auch  die  K^  und  K^  senk- 
recht schneidenden  und  die  gleichsinnig  berührenden  Kreise  an. 

Alle  Kreise,  welche 
iTj ,  /fg  1  ^z  1  ^^^^  beliebig 
gegebene  Kreise,  unter 
gleichen  Winkeln  treffen, 
bilden ,  weil  sie  zwei 
Bündeln  angehören,  ein 
Büschel  (Nr. 2  dieses  Para- 
graphen), und  nach  dem 
letzten  Satz  liegen  sowohl 
^12  wie  ^23  ^»d  ^31 
auf  der  Potenzlinie  des 
Büschels,  icomit  der  Satz 
in  §  1,  4  neu  bewiesen  ist. 

Von  den  andern 
drei     Ähnlichkeitsachsen 

ist     Z.    B.    ^12  «^23  »^31     ^^® 

Potenzlinie     des      Kreis- 
büschels, welches  Kj.  und  rig.  5. 
K^  unter  gleichen,  K^  und 

Äg,  daher  auchiTg  und  Äg  unter  supplementären  Winkeln  trifft,  usw. 
4.  Die  Apolloniscfie  Aufgabe.  Wir  können  jetzt  leicht  die 
ApolJonische  Aufgabe  lösen,  die  Kreise  K  zu  heitimmen,  welclin 
drei  Kreise  K^,  ifg,  K^  berühren.  Weil  Berührung  in  doppelter 
Weise  möglich  ist,  gibt  es  acht  solcher  Kreise,  entsprechend  den 

^^^°^^'^  '"'"^         (K'K,)         {K'K,) 

0  0 

% 
0 
n 
n 
0 
0 


{K'K,) 

1. 

0 

2. 

TT 

3. 

7C 

4. 

0 

5. 

0 

6. 

% 

7. 

0 

8. 

n 

Wir  konstruieren  hier  (Fig.  5)  das  erste  Kreispaar  (0,  0,  0) 
und  (tc,  TT,  7c),  diese  beiden  gehören  einem  Büschel  an,  von  dem 
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wir  bereits  in  drei  Punkten  Ä^^Ä^^^A-^i  die  Potenz  kennen.  Hier- 
nach kann  die  Konstruktion  schon  ausgeführt  werden.  Da  im  be- 
sondern der  Orthogonalkreis  K^  von  Ä^,  K^  und  K^  dem  Büschel 
angehört,  so  ist  das  von  dem  Fotenzpunki  S  der  drei  geff ebenen 
Kreise  auf  die  Potemlinie  des  Büschels,  d.  h.  die  äußere  Ähnlich- 
Iceitsachse  gefällte  Lot  die  Zentrale  der  gesuchten  Kreise. 

Wird  ferner  K^  von  K  (0,  0,  O)  in  TJ  berührt,  und  trifft  die 
gemeinsame  Tangente  die  äußere  Ähnlichkeitsachse  a  in  §,  so 
haben  in  Q  einerseits  Äj  und  K.,  andrerseits  K  und  K^  dieselbe 
Potenz;  durch  Q  geht  also  auch  die  Chordale  von  K^  und  Z"^, 
da  S  der  Pol  dieser  Chordalen  in  bezug  auf  K^  ist  und  andrerseits 
U  der  Pol  von  ZJ^,  so  ist  S  U  die  Polare  von  Q  in  bezug  auf  K^ 
(§  2,  2),  enthält  also  den  Pol  A^  von  «.  Man  hat  also,  um  U  zu 
finden,  nur  den  Pol  A^  von  a  in  hezug  auf  K^  zu  lionstruieren 
und  mit  S  Z'ii  verbinden.  Der  eine  Schnittpunkt  U  dieser  Geraden 
mit  K^  ist  der  Berührungspunkt  mit  K  (0,  0,  OV,  der  andere  V 
der  Berührungspunkt  mit  K'  (n,  n,  rc).  Weil  aber  die  Zentrale 
der  Kreise  K  und  K'  bereits  konstruiert  ist,  hat  man  unmittel- 
bar die  Mittelpunkte  und  die  Kreise  selbst. 

Die  sechs  weiteren  Ki-eise  sind  paarweise  entsprechend  zu 
finden;  an  Stelle  von  a  treten  hier  die  drei  weiteren  Ähulichkeits- 
achsen  (siehe  §  1  am  Ende). 

Für  die  weitere  Entwicklung  dieser  Probleme  sind  charak- 
teristisch die  folgenden  Arbeiten:  Gergonne,  Ann.  de  math.  7 
(1817),  289,  Durrande,  ibid.  11  (1821),  1,  Poncelet,  ibid.  11 
(1821),  317,  Fr.  Neumann,  Ohens  Isis  1826,  p.  349,  466, 
Plücker,  Analytisch  geometrische  Knt Wicklungen  1828,  1831, 
Journ.  f  Math.  10  (1833),  293  {Abhdlgn.  I,  251),  Darboux, 
Ann.  ec.  norm.  (2)  1  (1872),  323,  Frobenius,  Journ.  f.  Math. 
79  (1875),  185,  Study,  Math.  Ann.  49  (1897),  497. 

§  4.     Das  Malfattische  Problem. 

Ein  anderes  Berührungsproblem,  das  Malfattische,  besteht 
in  der  Aufgabe  (vgl.  Mem.  ddla  Soc.  Ital.  Modena  lOi  (1803),  235): 
Es  sollen  in  einem  Dreieck  drei  Kreise  gezeichnet  werden,  von  denen 
jeder  die  beiden  andern  und  zwei  Dreiecksseiten  berührt. 

Steiner  gab  eine  äußerst  elegante  Lösung  dieser  Aiifgabe 
{WerkeX.,  35),  für  die  Schröter  die  Begründung  nachtrug  (JöMrw. 
f.  Math.  77  (1874),  230).  Die  folgende  trigonometrische  Lösung 
rührt  von  Schellbach  (Journ.  f.  Math.  45  (1853),  91)  her: 

Die  Seiten  des  Dreiecks  seien  a,  &,  c  (a  +  &  +  c  >==  2  5) ,  die 
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gegenüberliegenden  Winkel  a,  ß,  y.   Gesucht  sind  (Fig.  6)  die  Ab- 
stände 

der  Berührungspunkte  der  gesuchten  Kreise  (Radien  t\ ,  r^ ,  ^g)  von 
den  Ecken.    Es  ergibt  sich: 


r^=x  tang  ^ ,     r^  =  ?/  tang  |- ,     7-3  =  5;  tang  |- , 


außerdem 


AJ52  =y('-2  +  ^3y-(^2-^3f=  2yr,r3, 
-^1^2  =  21/,^,      JP;F2  =  2]/,^. 

Da  a  =  BB^  +  X>i  J>2  +  -^a^^.  wird 


(1) 


a  =  2/  +  Ä  +  ^yyzytdLUg  -|  tang  |- 


Die  weitere  Rechnung  vereinfacht  sich,  wenn  man  als  gegebene 
Größen  Hilfswinkel  A,  fi,  v  einführt  durch 

o  ==  s  sin^J,, 
&  =  s  sin^  jti, 
c  =  s  sin^  V, 

und  als  «^esucA^e  Größen 
Hilfswinkel  9?,  %,  i|^ 
durch 

a;  =  s  sin^  9, 

2/  =  s  sin^  ;(, 

z  =  s  sin^  1/;. 

Benutzt  man  jetzt  die  trigonometrischen  Formeln 


Fig.  6. 


tang 


^«=]/' 


(s-h)[s-c) 
s{s  —  ä) 


usw. 


80  folgt  aus  (1) 

(2)  sin^  l  =  sin*  ^  -\-  sin^  1/;  +  2  sin  %  sin  1^  cos  A, 

wozu  zwei  entsprechende  Gleichungen  treten. 

Nach  (2)  liegt  im  Dreieck  mit  den  Seiten  sin  X,  sin  x,  sin  1/; 
der  ersten  Seite  der  Winkel  n  —  k  gegenüber,  die  beiden  andern 
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Winkel  sind,  wie  der  umbeschriebene  Kreis  zeigt,  l  und  rp.  Also  wird 

n  —  l  -\-  X  -{-  "^  =  ^i  oder 

und  ebenso 

oder,  wenn  gesetzt  wird 

2a  =  k  -\-  fi  -}-  V, 
so  kommt 

(p  =  a  —  l,     x  =  6  —  fi,     i/;==<j  — r. 

Hieraus  folgt  z.  B.  für  D^  folgende  Konstruktion:  Über 
BS  ==  s  als  Durchmesser  wird  der  Halbkreis  konstruiert,  femer 
BU=h,  BV=c  abgetragen,  in  U,  V,  G  die  Lote  auf  der  Grund- 
linie errichtet  und.  mit  dem  Halbkreis  zum  Schnitt  gebracht 
{V,  y,  C).  Die  zu  den  Bogen  BC\  B  U\  B  V  gehörigen  Zentri- 
winkel sind  dann  2A,  2ft,  2v.  M'  sei  der  Punkt,  zu  dem  der 
Zentriwinkel  26  gehört,  M' D^  gleich  BU'\  dann  gehört  zu  BU' 
der  Zentriwinkel  2{a  —  jti)  (=  2;^),  und  es  trifft  das  von  D^  auf 
BC  gefällte  Lot  BC  vm  gesuchten  Punkt  D^\  denn 

^BD^D,=^BSD,'  =  x, 
also 

BB^  =  s  sm^x- 

Hiennit  ist  der  in  D^  und  F^  berührende  Malf attische  Kreis  ge- 
funden, die  andern  ergeben  sich  entsprechend. 

Auf  die  Kugel  ist  das  Malf  attische  Problem  erweitert  von 
F.  Hertens,  Joum.  f.  Math.  76  (1873),  92. 

Literatur  zu  diesen  Problemen  findet  man  bei  Simon,  Be- 
richt über  die  EntuicMung  der  Elimentargeometrie  {Math.  Ver., 
Erg.-Bd.  1,  1906,  S.  97),  Wölffing,  Math.  Bücherscfiats,  Leipzig 
1903,  S.  222  ff.  Man  vgl.  ferner,  auch  zu  dem  folgenden,  den 
Bericht  von  E.  K Otter  {Math.  Ver.  5  (1901),  107). 

§  5.     Die  stereograpliische  Projektion  und  die  £reis- 
verwandtscliaften. 

1.  Die  stereographische  Projektion  der  Kugel.  So  heißt  die 
Abbildung  der  Kugel,  welche  entsteht,  wenn  man  die  Punkte  Q 
der  letzteren  mit  einem  festen  Punkt  JV"  (Nordpol)  verbindet,  und 
den  Strahl  NQ  in  P  zum  Schnitt  bringt  mit  einer  Ebene,  welche 
auf  der  durch  N  gehenden  KugelacJise  senJcrecht  stefit.  Als  Pro- 
jektionsebene wählt  man  am  besten  die  Äquatorebene.    Ist  0  der 
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Mittelpunkt,  a  der  Radius  der  Kugel,  S  der  Südpol,  so  sind  die 
rechtwinkligen  Dreiecke  NQS  nnd  NO P  einander  ähnlich,  daher 

NP  •  NQ=  2a^  =  constans. 

Was  wird  das  Bild  eines  Kreises  auf  der  Kugel?  Q  sei  ein 
bestimmter  Punkt,  Q^  ein  beliebiger  Punkt  dieses  Kreises.  Legt 
man  durch  den  Kreis  und  das  Bild  P  von  Q  eine  Hilfskugel,  so 
treffen  die  Strahlen  NQ^  die  Hilfskugel  zum  zweiten  Mal  in  den 
Punkten  P/,  für  die  (§  1,  3) 

NQi  ■  NP^  =^NQ-NP^2  a^, 

d.  h.  P/  fällt  mit  dem  Bild  P.  von  Q^  zusammen;  das  Bild  des 
Kreises  auf  der  gegebenen  Kugel  ist  also  der  Schnitt  der  Hilfs- 
kugel mit  der  Äquatorebene:  Durch  die  stereographisdie  Projektion 
bilden  sich  die  Kreise  der  Kugel  auf  Kreise  in  der  Ebene  ab.  (Die 
Bilder  der  Kreise  durch  N  werden  Gerade.) 

Legt  man  durch  Q  und  N  die  beiden  Kreise  h^Jc^  auf  der 
Kugel,  welche  in  Q  vorgeschriebene  Tangenten  haben  und  den 
Winkel  (p  einschließen,  so  entspricht  diesem  Winkel  in  der  Pro- 
jektionsebene der  Winkel,  welchen  die  Schnittgeraden  der  Jc^  und  k^ 
projizierenden  Ebenen  und  der  Projektionsebene  bilden,  er  ist  gleich 
dem  Winkel  der  Geraden,  welche  von  den  projizierenden  Ebenen 
aus  der  Tangentialebene  N  ausgeschnitten  werden,  oder  gleich  dem 
Schnittwinkel  von  Äi^ÄJg  in  N,  d.  h.  auch  ihrem  Schnittwinkel  in  Q. 
Die  stcreograpJiische  ProjeTition  ist  mithin  winkcltreu.  Den  Kreis- 
büscheln der  Ebene  entsprechen  auf  der  Kugel  Kreise;  deren 
Ebenen  gehen  durch  eine  Gerade,  die  die  Kugel  trifft  oder  nicht 
trifft,  je  nachdem  das  Büschel  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  die 
Kreise  eines  Bündels  in  der  Ebene  sind  Bilder  von  Kreisen  auf 
der  Kugel,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  der  außerhalb 
(Orthogonalbündei),  innerhalb  {piametralbündel\  auf  der  Kugel 
{NuUbündit)  liegen  kann. 

Die  Sätze  über  Bündel  und  Büschel  §  3,  2  entsprechen  den 
einfachen  Beziehungen  von  Ebenen  und  Geraden. 

Der  Strahl,  der  N  mit  dem  Mittelpunkt  eines  Kreises  (iTj  in 
der  Ebene  verbindet,  geht  durch  die  Spitze  des  Kegels,  welcher 
die  Kugel  längs  des  {K^  entsprechenden  Kreises  berührt 

2.  Die  Inversion.  Projiziert  man  den  Punkt  Q  auf  der  Kugel 
vom  Nordpol  stereographisch  in  P  und  ebenso  Q  vom  Südpol  aus 
in  P, ,  so  wird 

OPy  :  OS  =  ON  :  OP, 
oder 

OP  '  OP^  =  a« 
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P  und  Pj  sind  invcrse  Punkte  (§  2,  l),  die  entstehende  Be- 
ziehung zwischen  P  und  P^  ist  in  der  Ebene  so  definiert: 

Gegeben  ist  ein  Kreis  vom  Radius  a  mit  dem  MittdpunH  0. 
P  und  sein  Bild  P^  liegen  auf  demselben  Strahl  durch  0,  und  die 
Entfernungen  OP  =  r  und  0P^  =  r^  s'ehen  in  der  Beziehung 

r  •  r^  =  a^. 

Diese  Abbildung  heißt  Inversion,  auch  Transformation  durch 
resiproke  Radien  oder  Spiegelung  am  Inversionskreis  {0,  a). 

Die  Art,  wie  wir  die  Inversion  durch  doppelte  stereogra- 
phische Projektion  gefunden  haben,  gibt  den  Satz: 

Die  Inversion  ist  eine  eindeutige  Abbildung,  die  Kreise  als 
Kreise  darstellt  und  winkeltrcu  (konform)  ist. 

Elliptische  Kreisbüschel  (Kreise  durch  A,  B)  gehen  über  in 
elliptische  Kreisbüschel  (lü-eise  durch  die  Bilder  A^,  B^  von  A,  B\ 
hyperbolische  Kreisbüschel,  die  aus  den  Orthogonalkreisen  ellip- 
tischer Büschel  bestehen,  gehen  bei  der  winkeltreuen  Abbildung 
wieder  in  hyperbolische  Kreisbüschel  über;  Kreisbündel  gehen  in 
Kreisbündel  über. 

Die  Eigenschaften  der  Inversion  hätten  auch  leicht  ohne 
Anwendung  der  stereographischen  Projektion  begründet  werden 
können,  man  würde  zunächst  aus 

rr^  =  a^ 

ableiten,  daß  Kreise,  welche  den  Inversionskreis  senkrecht  schnei- 
den, also  in  0  die  Potenz  a^  haben,  in  sich  übergehen,  weiter, 
daß  Gerade  in  Kreise  durch  0  übergehen  und  umgekehrt. 

Aus  §  3,  3  erkennt  man  sofort,  daß  0  der  äußere  Ähnlich- 
keitspunkt des  Kreises  K  und  seines  Bildkreises  ist,  und  der  In- 
versionskreis der  äußere  Steinersche  Potenzkreis. 

3.  Der  Steinersche  Schließungssatz.  Schneiden  zwei  Kreise 
K-^  und  K^  einander  nicht,  und  sind  A  und  B  die  im  hyperbo- 
lischen Büschel  K^K^  enthaltenen  Nullkreise  (§  3,  l),  so  wird 
nach  Nr.  2  eine  Inversion  mit  dem  Zentrum  A  (oder  B)  das 
orthogonale  hyperbolische  Büschel  in  gerade  Linien  durch  den 
Bildpunkt  von  B  (oder  JL)  verwandeln,  K^  und  K.^  daher  in  kon 
zentrische  Kreise  JiT,',  K^. 

Gibt  es  nun  eine  Reihe  von  Kreisen  k^k^  .  .  .  /■'„,  welche  sämt- 
lich Kl  und  K^  berühren,  und  von  denen  jeder  den  folgenden,  det 
letzte,  k„,  aber  wieder  den  ersten,  fcj,  berührt,  so  werden  bei  der  In- 
version daraus  kongruente  Kreise  k^'k^'  .  .  .  />;„',  welche  wieder  K 
und  K^'  berühren,  und  von  denen  jeder  den  folgenden  berührt 
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Dreht  man  die  Kette  der  Kreise  h'  um  den  Mittelpunkt  von 
j'  und  Ä'g',  wobei  der  Drehwinkel  völlig  beliebig  ist,  so  erhält  man 
irch  die  Inversion  wieder  eine  Kreiskette  x^Xg  .  .  .  x„  von  der- 
Iben  Beschaifenheit  wie  hy\  .  .  .  h^,  di.  h..:  Konstruiert  man 
%ter  der  oben  ausgesprochenen  Voraussetzv/ng  irgendeinen  Kreis  v,^ 
r  K^  und  K^  berührt  und  mit  Keinem  der  Kreise  k^  zusammen- 
llt,  dann  anschließend  Xg,  der  K^  K^  und  k^  berührt,  usw.,  so  he- 
ihrt  K,^  wieder  x^;  die  Figur  schlirßt  sich  imyner,  bei  beliebig  ge- 
ähltem  ÄnfangsJcreis  x^.  Dieser  Schließungssatz  rührt  von  Steiner 
jr  (^WcrJce  1,  43). 

Statt  7u  fordern,  daß  die  Kette  /Cj  •  •  •  fc„  zwei  bestimmte 
reise  K-^K^  berührt,  kann  man  auch  allgemeiner  voraussetzen, 
iß  jeder  Kreis  \  .  .  .  Jc^  je  zwei  bestimmte  (für  jedes  k-  ver- 
hiedene)  Kreise  eines  hyperbolischen  Büschels  berührt;  die 
shlußweise  ändert  sich  dadurch  nicht. 

4.  Die  allgemeine  Kreisverwandtschaft.  Die  Lehre  der  äll- 
meinen  Kreisvertvandtschaftcn  ist  von  F.  Möbius  aufgestellt 
uerst  Leipz.  Ber.  5  (1853),  14,  176,  dann  ausführlich  Leipz. 
bh.  2  (1855),  529,  Gesammelte  Werke  2,  Leipzig  1886,  S.  205, 
.9,  243),  und  gezeigt  worden,  daß  die  allgemeinste  Kreisverwandt- 
daft,  d.  h.  eindeutige  Punkttransformation  der  Ebene,  bei  der 
reise  wieder  in  Kreise  (oder  teilweise  in  gerade  Linien)  über- 
hen,  sich  aus  Inversion,  Bewegung,  Spiegelung  und  ähnlicher 
jrgrößerung  (Ahnlichkeitstransformation)  aufbauen  läßt.  —  Wir 
hen  hierauf  nicht  ein,  ebensowenig  auf  die  imaginären  Kreise, 
3  Moebius  in  einer  klassischen  Arbeit  (Leipz.  Ber.  9  (1857), 
5,  Werke  2,  315)  behandelt  hat. 

Bei  der  Inversion  kehrt  sich  der  Umlaufssinn  eines  Kreises 
i;  durchläuft  P  die  Kreisperipherie  K positiv,  d  h.  so  daß  das 
nere  zur  Linken  bleibt,  so  durchläuft  P^  die  Peripherie  Äj  ne- 
tiv,  so  daß  das  Kreisinnere  zur  Rechten  liegt. 

Man  fübrt  daher,  und  das  ist  für  die  höhere  Kreisgeometrie 
chtig,  orientierte  Kreise  ein;  ein  und  derselbe  Kreis  ist  zu  zer- 
alten in  zwei  Kreise  K_^  und  K_  von  entgegensetztem  üm- 
afssinn. 

Beim  positiven  Umlauf  ist  das  Kreisinnere  zur  Linken,  beim 
gativen  zur  Rechten.  K^  und  K_  kann  man  durch  das  Vor- 
leben des  Radius  unterscheiden.  Laguerre  {Nouv.  Ann.  1882, 
•83,  (Kuircs  2,  p.  608,  651)  hat  die  orientierten  Kreise  Zykeln 
nannt.  Er  stellt  ihnen  die  orientierten  Geraden  als  Halbstrahlen 
r  Seite  und  gelangt  dann  zu  einer  bemerkenswerten,  der  In- 
rt,rsion  analogen  Beziehung,  die  durch  einen  Zykel  zwischen  den 
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Halbstrahlen  einer  Ebene  vermittelt  wird,  und  die  er  als  Tram 
formation  durch  reziproke  Halbstrafilen  bezeichnet:  Entsprechend 
Halbstrahlen  schneiden  sich  hierbei  auf  einer  festen  Achse,  d€ 
Transfonnationsachse,  und  sind  gleichgerichtet  mit  zwei  Tangente 
des  Zykels,  d.  h.  zwei  mit  dem  Umlaufssinne  des  Zykels  übereil 
stimmenden  und  den  Zykel  berührenden  Halbstrahlen,  deren  B( 
rührungspunkte  mit  einem  festen  Pole  in  gerader  Linie  liegei 
Parallelen  Halbstrahlen  entsprechen  wieder  parallele  Halbstrahlei 
und  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Halbstrahlen  sind  Tai 
genten  eines  Zykels.  Gleitet  ein  Halbstrahl  an  einem  beliebige 
Zykel  entlang,  so  umhüllt  der  entsprechende  Halbstrahl  eine 
anderen  Zykel.  Die  Transformationsachse  ist  immer  die  Poten: 
linie  der  beiden  Zykeln,  und  ihre  gemeinsamen  Tangenten  sin 
den  aus  dem  Pol  an  den  Grundzykel  gelegten  Tangenten,  de 
„Haupttangenten",  parallel.  Insbesondere  folgt:  Den  Halbstrahlei 
die  durch  einen  Punkt  P  gehen,  entspricht  ein  (so  dem  Punkte  . 
zugeordneter)  Zykel  tc.  Die  Tangenten,  die  von  P  an  7t  gehei 
sind  den  Haupttangenten  parallel  und  werden  durch  die  Tram 
formationsachse  halbiert.  Die  Eadien  der  Zykeln,  die  man  so  e\ 
hält,  sind  den  Abständen  ihrer  Mittelpunkte  von  der  Tran: 
foimationsachse  proportional.  Irgend  zwei  einander  entsprechenc 
Paare  von  Zykeln  haben  gemeinsame  Tangenten  von  gleich« 
Länge. 

Sind  «,  /3  die  Winkel,  welche  ein  Halbstrahl  mit  den  vc 
einem  seiner  Punkte  an  einen  Zykel  gehenden  Tangenten  ei: 
schließt,  so  ist: 

a  p        r—p  I 

tang  —  tang  -f-  =  — j — , 

wenn  r  der  Radius  des  Zykels  und  p  der  Abstand  seines  Mitt( 
punktes  von  dem  Halbstrahl  ist,  positiv  gerechnet,  wenn 
Halbstrahl  eine  positive  Umkreisung  des  Mittelpunktes  festle< 
negativ  im  entgegengesetzten  Falle.  Dieses  Produkt,  das  sona 
für  alle  Punkte  eines  Halbstrahls  dasselbe  ist,  heißt  nach  Epste 
{Ztschr.  f.  math.  Unt.  37,  1906,  499)  die  Potenz  des  Halbstral 
bez.  des  Zykels.  Der  gewöhnlichen  Potenzlinie  ist  hier  ein  Potei 
punkt  analog,  durch  den  alle  Halbstrahlen  von  gleicher  Pote 
bez.  zweier  Zykeln  hindurchgehen.  Dies  ist  der  Schnittpunkt 
beiden  gemeinsamen  Tangenten  der  Zykel,  d.  h.  ihr  Ahnlichkei 
punkt. 

Die  Apollonische  Berührungsaufgabe  verändert  sich  bei  E 
führung  der  Zykeln  derart,  daß  zu  drei  Zykeln  nur  zwei  sie  a 
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)erührende  Zykeln  existieren  können,  da  die  Berührung  auch 
maier  gleichen  Richtungssinn  an  der  Berührungsstelle  (als  ob  es 
ich  um  rotierende  Friktionsräder  handelte)  einschließt.  So  haben 
,wei  Zykeln  auch  höchstens  zwei  gemeinsame  Tangenten  und 
inen  Ähnlichkeitspunkt,  drei  Zykeln  also  eine  einzige  Ähnlichkeits- 
tchse.  Die  Lösung  des  Apollonischen  Problems,  die  sich  aus  der 
jaguerr eschen  Theorie  ergibt,  findet  man  in  dessen  CEuvres  2, 
>.  618,  und  bei  Epstein,  l.  c. 

Alle  Zykeln,  die  zwei  gemeinsame  Tangenten  besitzen,  bilden 
ine  Zylidreihe.  Die  Zykeln,  deren  Radien  zu  den  Abständen  der 
flittelpunkte  von  einer  festen  Achse  a  in  einem  konstanten  Ver- 
lältnisse  stehen,  bilden  ein  ZyJcelnets.  Für  irgend  drei  Zykel  des 
Netzes  ist  die  Achse  a  die  Ähnlichkeitsachse.  In  dem  Zykelnetz 
ind  doppelt  unendlich  viele  Zykelreihen  enthalten. 

Die  Laguerresche  Linieninversion  kann  dadurch  gekenn- 
eichnet  werden,  daß  sie  die  Punkte  der  Ebene  in  die  Zykeln 
Ines  Netzes  transfox-miert.  Sie  ist  im  Lieschen  Sinne  eine  Be- 
ührungstransformation  und  als  solche  von  Scheffers,  Letps.Ber. 
►  1  (1899),  145,  elementar  behandelt  worden.  Aus  dem  BegriflF 
[er  Linienpotenz  folgt  sofort,  daß  die  Winkel  a,  |3,  die  zwei 
jon-espondierende  Halbsti'ahlen  mit  der  Transformationsachse  a 
lüden,  durch  eine  Relation 

tang  y  tang  ^  =  const. 

erknüpft  sind.  Da  die  Halbstrahlen  sich  ferner  auf  a  schneiden, 
3t  die  Linieninversion  so  völlig  bestimmt.  Statt  des  Zykels,  aus 
lern  Laguerre  sie  ableitet,  kann  ein  beliebiger  Zykel  aus  einem 
estimmten  Netz  mit  der  Achse  a  verwendet  werden.  Die  Linien- 
nversion transformiert  jede  Zykelreihe  in  eine  Zykelreihe,  jedes 
lijykelnetz  in  ein  Zykelnetz. 

Die  Zykeln  einer  Ebene  können  mit  den  Punkten  des  Raumes 
^n  eindeutige  Beziehung  gebracht  werden,  indem  man  in  ihrem 
j  dittelpunkte  auf  ihrer  Ebene  ein  Lot  gleich  ihrem  Radius  (bei 
,t»ositivem  Radius  nach  oben,  bei  negativem  nach  unten)  errichtet 
jjind  dem  Zykel  den  Endpunkt  dieses  Lotes  zuweist.    Dann  ent- 
sprechen den  Zykelreihen  die  geraden  Linien,  den  Zykelnetzen  die 
Ebenen  des  Raumes.    Dies  ist  der  Grundgedanke  der  Fiedler- 
chcn  Zylüographie  (Leipzig  1882).    Vgl.  E.  Müller,  Math.  Ver. 
14  (1905),  574. 
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§  6.     Die  Konstruktionen  von  Mascheroni. 

Mascheroni  hat  in  seiner  Geometria  del  compasso,  Pavia  179 
(Deutsche  Übers,  von  Grüson:  Gehrauch  des  Zirkels,  Berlin  182£ 
ein  Gegenstück  oder  vielmehr  ein  Vorbild  für  die  Steinersche 
Konstruktionen  mit  dem  Lineal  (§  2,5)  geschaffen.  Es  vvrerde 
die  Fundamentalkonstruktionen  an  Kreisen  und  Punkten  ein( 
Ebene  mit  Hilfe  des  Zirkels  allein  ausgeführt.  Eine  gerade  Lird 
kann  so  nur  in  Gestalt  von  einer  endlichen  Anzahl  Punkte,  di 
auf  ihr  liegen,  auftreten.  Eine  Strecke  AB  =■■  a  ist  dabei  ni; 
durch  ihre  Endpunkte  gegeben.  Zur  Charakterisierung  dieser  Ge( 
metrie  mögen  ein  paar  einfache  Beispiele  genügen. 

Um  AB  zu  verdoppeln,  hat  man  um  B  einen  Kreis  mit  dei 
Radius  a   zu   konstruieren   und   auf  ihm  von  A   aus  a   dreimf 

abzutragen;     so    erhäi 
man  bekanntlich  J?^,  da 
mit  A  und  B   in   eine 
Geraden   liegt,    und   e 
ist    ^i?i  =  2a.      Em 
sprechend     kann     ma 
Strecken  ver-w-fachei 
Die   Teilmig   eim 
Strecke  AB  =  a    in 
gleiche   Teile  wird   (fil 
w  =  3)    so     ausgefüh: 
(Fig.7):Essei^J52  = 
um  jBg  beschreibe  man  den  Kreis  K^  mit  dem  Radius  A  B^ ,  der  ra 
dem  Kreis  um -4  (Radius  a)  zum  Schnitt  gebracht  v^^ird  (  U,V).   Zu 
wird  der  diametral  gegenüberliegende  Punkt  ZJg  konstruiert,  mi 
sieht  dann  sofort,  daß  U^V  zw  AB  parallel  ist.    Denkt  man  si( 
C/g  V  bis  zum  zweiten  Schnitt  V'  mit  K^  verlängert,  desgleichen  A} 


bis  zum  zweiten  Schnitt  A'  mit  K^ ,  so  ist  -^  VA  A ' 
TJ^A  daher  parallel  zu  F'J.',  und  TJ^Y'  =  AA'  =  6a. 
von  Ag  für  ZJg  aber  ist  demnach: 


^  VAU 

Die  Potei 


U^A  •  U^U(=  2a^)  =  fJgF-  6a, 


woraus 


U,V=la. 


Die  Kreise  mit  den  Radien  a  (Mittelpunkt  V)  und  -^a  (MittJ 
punkt  A)  geben  also  den  gesuchten  Teilpunkt. 
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Bogenlialbierung.  (Fig.  8.)  Um  die  Mitte  des  Bogens  AB 
'Sehne  AB  ■=  s)  auf  dem  Kreis  (Mittelpunkt  0,  Radius  a)  zu 
5nden,  konstruiert  man  zuerst  C  und  D  {OG  =  OD  =  s,  AG  = 
BD  =  a),  GOD  liegen  dann  in  einer  Geraden.  E  ist  so  bestimmt, 
laß  GE  =  DE=  GB(==  DA)  ist,  also 


laher 


GE^  =  GB^  =  (1^)  +  (**'  -  l)  =  »■'  +  2s«; 
OE^  =  GE^  —s^  =  r^  +  s^ 


^.ndrerseits  ist  der  Abstand  GM^  wo  31  die  gesuchte  Mitte  des 

Cogens    AB    ist,    gegeben 

lurch 

'     GM^  =  r^  +  s^ 

,lso  wird 

GM=  OE, 

?oraus  sich  M  sofort  ergibt. 
Mascheroni  löst  weiter 
'  ie  Aufgaben :  den  Pußpunkt 
"'es  Lotes,  das  aus  einem  (j[ 
'  'unkte  auf  eine  durch  ihre 
*'  ]ndpunkte  gegebene  Strecke 
'"  ef ällt  wird,  zu  bestimmen, 

en  Schnittpun  kt  zweier  d  urch 
"  3  zwei  Punkte  gegebenen 
J'^iinien    zu    finden,    er   kon- 

Hruiert  alle  Strecken,  die  sich  aus  gegebenen  Strecken  durch  die 
'"  Konstruktionen  der  euklidischen  Geometrie  finden  lassen,  er  zeichnet 
'J  ie  regulären  Polygone  usw.     Das  Genauere  kann  man  in  dem 
"^  Iriginalwerke  nachlesen. 
sie 

11 
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Fig.  8. 


Kapitel  ni. 
Übergang  zur  neueren  Geometrie. 

Von  H.  Timerding  in  Straßburg  und  L.  Heffter  in  Kiel. 


A.  Metrischer  Ursprung  der  projektiven  Geometrie 

Von  H.  Timerding. 
§  1,     Ansatz  der  neueren  Geometrie. 

Aus  der  Geometrie  der  Alten  hat  sich  die  neuere  Geometri 
wesentlich  dadurch  entwickelt,  daß  gewisse  systematische  Gesichts 
punkte  in  den  Vordergrund  gestellt  wurden.   Der  Weg,  den  sie  ging 
mußte  deswegen  der  sein,  daß  sie  aus  dem  in  den  Schriften  de 
alten  Geometer,  namentlich  des  Apollonius  und  Pappus,  übei 
lieferten  Material   diejenigen   Sätze    auswählte,  welche  einer  b( 
sonderen  systematischen  Auffassung  Spielraum  gaben,  und  dan 
aus  diesem  zunächst  spezialisierten  Inhalte  heraus  zu  völlig  neue 
Betrachtungen  fortschritt,  die  den  Umfang  der  alten  Geometrie  a 
ein  eng  umgrenztes  Gebiet  in  sich  schlössen.     Dieser  Gang  d 
Entwicklung  ist  schon  an  den  Arbeiten  der  älteren  französische 
Geometer,  Desargues,  Pascal,  La  Hire  u.  a.,  zu  erkennen  ui 
tritt  an  den  grundlegenden  Werken,  der  Geometrie  de  positlon  v( 
Carnot  (1803)   und   dem  Traite  des  proprietes  projectives  d 
figures  von  Poncelet  (1822)  deutlich  zutage.     Des  nähex'en  v^ 
man  den  Bericht  von  Kötter,  Math.  Ver.  5,  1901. 

Als  den  Ausgangspunkt  kann  man  die  etwas  umgeform 
Euklidische  Streckenrechnung  ansehen.  Man  unterscheidet 
einer  geraden  Linie  den  doppelten  Sinn,  in  welchem  sie  durc 
laufen  werden  kann,  und  bezeichnet  den  einen  als  positiv,  d 
anderen  als  negativ.  Einer  Strecke  auf  der  Geraden  gibt  m 
dann  das  Vorzeichen  -\-  oder  — ,  je  nachdem  sie  im  positiven  o( 
negativen  Sinne  durchlaufen  werden  soll.  Bezeichnet  man  '  j^ 
Strecke  durch  die  begrenzenden  Punkte  Ä,  B,  so  nimmt  man  de 
gemäß  AB  =  —  BA  an. 


1^ 
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Für  irgend  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  gilt  die  Eulersche 
Formel 

BC-  ÄD-\-CA-  BD  +  AB  'CD  =  0 

and  die  Simsonsche  Formel 

AB^  ■  BG+  BD^ .  CA  +  CD^    AB  +  BCCA'  AB  =  0. 

Insbesondere  betrachtet  man  solche  Strecken,  die  von  einem 
Punkte  A  ausgehen.  Dann  ergeben  die  drei  verschiedenen  Mittel- 
werte eine  einfache  Art,  aus  zwei  Strecken  eine  dritte  abzuleiten. 
Das  arithmetische  Mittel 

AM=-^{AB  +  AC) 

liefert  die  Mitte  der  Strecke  B  C.    Das  geometrische  Mittel  ist  nur 

dann  anwendbar,  wenn  die  Strecken  AB  und  AC  gleichen  Sinn 

haben,  und  wird  . 

AE=^yAB-AC, 

liefert  also  zwei  Punkte  E,  E',  so  daß  AE  =  —  AE'  wird.  Der 
Punkt  E  liegt  hierbei  immer  zwischen  B  und  JfcT,  wenn  AB  die 
kürzere  Strecke  ist.    Das  harmonische  Mittel  ergibt: 


oder 


woraus 


AD       2\AB  ^  AG) 

1 £ 1 1^ 

AB       AD  ~  AD       ÄC  ' 

BD  _        CD         ,         AB       _DB 
BÄ~~CÄ     ^^®'"     AC^       DC 


folgt.  Man  sagt  dann,  die  Punkte  B,  C  werden  durch  A,  D  har-» 
monisch  getrennt,  oder  A,  B,  J),  C  bilden  vier  harmonische  Punkte. 
Die  verschiedenen  Mittelwerte  sind  derart  miteinander  verknüpft, 
daß,  wenn  man  wie  oben 

AM  =  l- {AB  +  AC),  AE==  YÄB'IC 

setzt, 

AM:AE==AE:AD 

wird,  und  aus  den  Gleichungen  für  harmonische  Punkte  folgt: 

MB^  =  MC^  =  MAMD. 

Sind  a,  b,  c,  d  die  Abstände  der  vier  harmonischen  Punkte 
A,  B,  C,  D  von  einem  beliebigen  Punkte  ihrer  Geraden,  so  gilt 
die  Gleichung 

ad  —  4-(a  +  d)(6  +  c)  +  6c  =  0. 

Pascal,  Bepertorinm.  II.    2.  Aufl.  4 
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§  2.     DoppelverMltnisse. 
Wie  -r-^  als  Proportion  oder  Verhältnis,  so  wird  nun  ^-^ :  yr^j 

als  DoppelverMUnis  (nach  Moebius'  Bary zentrischem  Kalkül, 
1827,  Boppelschnittverhältnis)  bezeichnet.  Ist  das  Doppel  Ver- 
hältnis =  —  1,  so  sind  die  vier  Punkte  harmonisch.  Das  Doppel- 
verhältnis kann  nur  dann  verschwinden,  wenn  zwei  der  vier  Punkte 
zusammenfallen. 
Wir  schreiben 

dann  wird 

(DÄ,CB)  =  {ÄD,BC),     {BC,AD)  =  {ÄD,BG); 
ferner  können  wir  ansetzen: 
{ÄD,B(y)  =  k,     {AB,BC)=1-X,     {ÄC,BB)  =  ^^, 

{ÄB,CB)  =  l,    {ÄB,CB)^^^,      {ÄC,BB)  =  ^- 

So  ergeben  sich  die  sämtlichen  Doppelverhältnisse,  die  sich  aus 
vier  Punkten  einer  Geraden  bilden  lassen. 

Nach  Moebius  ergibt  sich  das  Doppelverhältnis  aus  den  Ab- 
ständen eines  der  Punkte  von  den  übrigen  auf  Grund  der  Formel 

X—  1  _  _X 1_ 

AD   ~  AB        AG' 

(Vgl.  Moebius'  Werl-e,  Bd.  4,  S.  541.) 

Das  Doppelverhältnis  wird  zum  einfachen  Verhältnis,  wenn 
einer  der  vier  Punkte  in  unendliche  Entfernung  rückt. 

Der  entscheidende  Gedanke  war  nun  der,  den  Punkten,  die 
auf  einer  Geraden  liegen,  die  Geraden  der  Ebene,  die  durch  einen 
Punkt  gehen,  gegenüber  zu  stellen.    Die  Gesamtheit  der  ersterer 
bezeichnet  man  als  eine  (gerade)  PunJctreihe,  die  Gesamtheit  de 
letzteren  als  einen  Stralilenbüsclicl. 

Der  Punkt  ^S",   durch   den   alle  Strahlen   des  Büschels   hin  11 
durchgehen,  heißt   dessen  Scheitel  oder  Mittelpunkt.     Ein  Strahjc 
kann  das  Büschel  in  einem  doppelten  Sinne  durchlaufen,  der  al: 
positiver  und  negativer  Drehsinn  geschieden  wird.     Der  Winke 
(aft)  zweier  Strahlen  a,  h  wird  positiv  oder  negativ  gerechnet,  jl(/i 
nachdem  a  in  &  durch  eine  Drehung  um  den  Scheitel  in  positivenp 
oder  negativem  Sinne  übergeht.  [j«c 
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Für  irgend  vier  Strahlen  eines  Büschels  gilt  die  der  Eul er- 
sehen Formel  analoge  Gleichung 

sin  (bc)  sin  (act)  -f-  sin  (ca)  sin  [hd)  +  sin  (ab)  sin  (crf)  =  0. 

Als  das  dem  Verhältnis  AB  :  AC  bei  drei  Punkten  analoge 
Verhältnis  bei  drei  Strahlen  a,b,  c  eines  Büschels  sieht  man  den 

Bruch  -T—. — r-  an  und  entsprechend  als  das  Doppelverhältnis  von 

vier  Strahlen  a,  h,  c,  d  den  Wert 

Bin(o5)  _  sin(d&) 

sin  {ac)  '  sin  {de) 

Ans  dieser  Definition  folgt: 

X—1  X  1 


tang(ad)       tang(a&)       tang  (ac) 

Wird  — — rr-r  = : — TT  n  ?  SO  Sagen  wir:  die  Strahlen  b.  c 

siD  {he)  sm  {de)  ^  °  ' 

werden  durch  die  Strahlen  a,  d  harmonisch  getrennt. 
|tf  Dann  gilt  der  fundamentale  Satz:  Das  DoppelverJmltnis  von 
vier  Strahlen  eines  Büschels  ist  gleich  dem  entsprechenden  Doppel- 
verhältnis der  Schnittpunkte  dieser  Strahlen  mit  irgendeiner  geraden 
Linie,  die  nicht  durch  den  Scheitel  des  Büschels  geht,  und  um- 
geTcehrt,  das  Doppelverhältnis  von  vier  BimMen  einer  Bunktreihe 
ist  gleich  dem  entsprechenden  Doppclverhältnis  der  Strahlen,  welche 
die  vier  Bunkte  aus  irgendeinem  außerhalb  ihrer  Geraden  gelegenen 
Bunkte  projizieren. 

Dieser  Satz  bleibt  im  vollen  Umfange  richtig,  wenn  man  auch 
eine  Gesamtheit  von  parallelen  Geraden  als  ein  Strahlenbüschel 
bezeichnet,  und  dann  definitionsweise  als  Doppelverhältnis  von 
vier  Strahlen  eines  solchen  Büschels  das  Doppelverhältnis  ihrer 
Schnittpunkte  mit  irgendeiner  Geraden  festsetzt. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  diesem  Satze  ist  der  Satz 
vom  vollständigen  Vierseit.  Ein  solches  Vierseit  wird  gebildet 
durch  vier  Gerade,  von  denen  keine  drei  einem  Büschel  angehören. 
Die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  heißen  die  Ecken  des  Vierseits, 
die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken,  die  keine  Seiten  des  Vier- 
seits sind,  heißen  dessen  Diagonalen.  Dann  ergibt  sich:  Die  Ecken, 
die  auf  einer  Diagonale  liegen,  werden  harmonisch  getrennt  durch 
die  Schnittpunkte  dieser  Diagonale  mit  den  beiden  anderen. 

Diesem  Satze  steht  gegenüber  ein  Satz  vom  vollständigen  Vier- 
eck. Ein  solches  wird  gebildet  von  vier  Punkten,  von  denen  keine  drei 
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einer  Geraden  angehören.  Die  Verbindungslinien  dieserPunkte  heißen 
die  Seiten  des  vollständigen  Vierecks.  Die  drei  Schnittpunkte  der 
Seiten,  die  keine  Ecken  des  Vierecks  sind,  heißen  dessen  Diagorud- 
jpunlcte.  Dann  ergibt  sich:  Die  Seiten,  die  durch  einen  Biagonal- 
punU  gehen,  werden  harmonisch  getrennt  durch  die  Verbindungs- 
linien dieser  DiagonalpnnMe  mit  den  beiden  anderen. 

§  3.     Involutionen. 

Name  xmd  Begriff  der  Involutionen  stammt  von  Desargues 
{Brouillon  project  etc.  1639,  CEuvres  p.  97).  Die  Punkte  einer 
geraden  Linie  bilden  eine  Involution,  wenn  sie  einander  derart 
paarweise  zugeordnet  sind,  daß  die  Abstände  x.,  x'  der  Punkte 
P,  P'  eines  Paares  von  einem  festen  Punkt  0  einer  Gleichung 
von  folgender  Form  genügen: 

Axx' -^  B{x  +  'x')  -f  (7  =  0 

oder,  wenn  -4  =4=  0, 

xx'  —  a(a;  +  x')  +  6  ==  0. 

Legt  mau  einen  Punkt  M  durch  seine  Abszisse  OM  =  a  fest,  so 
folgt  aus  der  vorigen  Gleichung: 

MP  '  MP'  =  fc, 

wobei  k  =  a^  —  b  positiv  oder  negativ  sein  kann.  M  heißt  dann 
der  Mittelpunkt  der  Involution.  Der  ihm  in  der  Involution  zu- 
geordnete Punkt  fällt  in  unendliche  Entfernung. 

Ist  k  >  0.  so  findet  man  zwei  Punkte  B,  G,  für  die 

MB^  -  MG^  --=  K 

wird.  Dann  werden  jB,  C  durch  jedes  Punktepaar  der  Involution 
harmonisch  getrennt  imd  heißen  die  Doppelpunkte  der  Involution, 
weil  in  jedem  von  ihnen  ein  Punktepaar  der  Involution  sich  ver 
einigt.    In  diesem  Falle  heißt  die  Involution  hyperbolisch. 

Ist  k  <  0,  so  werden  die  Doppelpunkte  der  Involution  ima^ 
ginär,  und  diese  heißt  elliptisch. 

Die  Involution  ist  in  eindeutiger  Weise  bestiimnt  durch  irgent 
zwei  Punktepaare.  Werden  die  Punkte  des  einen  von  diesen  durcl 
die  Punkte  des  anderen  getrennt,  so  ist  die  Involution  elliptiscb 
im  entgegengesetzten  Falle  hyperbolisch. 

Sind  (P^P^')(l\P^){P,_^P.^)^ve\  Punktepaare  einer  Involu 

tion,  so  wird 

p  p  ' .  p  p  ' .  p  p '  ^^  p  p  ' .  p  p  ' .  p  p ' 

-^1  -'^2       ^2  ■'^S       ^S^l    —  ^i-^S       ^i^l       ^8^8- 


1^ 
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Diese  Chaslessche  Gleichung  kann  auch  durch  die  Gleichheit 
zweier  Doppelverhältnisse  ausgedrückt  v^erden;  es  ist  nämlich 

Wird  in  der  ersten  Gleichung  J.  =  0,  so  ist 
x-\-  x' G 

Die  Punktepaare  der  Involution  haben  alle  denselben  Mittelpunkt, 
und  die  Involution  heißt  gleichseitig.  In  diesem  Falle  wird  in  der 
Chasl  es  sehen  Gleichung  P^P^'  =  P^Pi   usf. 

Führt  man  in  die  Chaslessche  Gleichung  die  Abstände  aller 
Punkte  von  einem  festen  Punkte  0  ihrer  Geraden  ein,  indem  maiti 
OPf=  Xfy  OP!  =  x!  («  =  1,2,.'})   setzt,  so  wird  sie 

oder  in  Determinantenform  geschrieben 
j  ajjiCi'     x^  +  x^     1  I 

I  ^2^2      ^2  ~r  %      1  1  =  ü. 

X^X^        X^-\-  X^        1    j 

Ist  die  Involution  durch  die  zwei  Punktepaare  mit  den  Ab- 
szissen (a?!,  iCj'),  (ajg,  ^2)  gegeben,  so  sind  die  Abszissen  für  irgend- 
ein weiteres  Paar  durch  die  quadratische  Gleichung  bestimmt 

{x  —  x^{x  —  a?i  )  +  ^{x~  x^{x  —  x^)  =  0, 

wobei  X  ein  von  Paar  zu  Paar  wechselnder  Parameter  ist.  Die 
Diskriminante  der  Gleichung  lautet: 

l)  =  {x^  —  x^y-  A[x^x^i—  \{x^  +  OCa^s  +  xf)  -\-  x^x^]X 

+  {x^  —  x^yx^. 

Nur  wenn  D  ]>  0,  ergibt  sich  ein  reelles  Punktepaar.  D  =  0 
liefert  die  zu  den  Doppelpunkten  der  Involution  gehörenden  Para- 
meterwerte X. 

Der  Punktinvolution  steht  die  Strahleninvolution.,  welche  die 
Strahlen  eines  Strahlenbtischels  paarweise  einander  zuordnet, 
gegenüber.  Sind  p,p'  zwei  Strahlen  eines  Paares,  m  ein  fester 
Strahl,  so  ist  die  Involution  definiert  durch  die  Gleichung 

tang  (mj?)  •  tang  {mp')  =  Ä;     (Ä  ^  0) . 
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Ist  fc  >•  0,  so  hat  die  Involution  zwei  Doppelstrahlen  ^  d.  h.  sich 
selbst  zugeordnete  Strahlen  h,  c,  die  durch 

,tang^  (iwft)  ==  tang^  (vnc)  =  Je 

definiert  sind,  deren  Winkel  also  durch  m  und  den  dazu  senk- 
rechten Strahl  m'  halbiert  werden,  m,  m'  sind  das  einzige  Paar 
zueinander  senkrechter  Strahlen  in  der  Involution.  Die  letztere 
heißt  in  diesem  Falle  hyperbolisch  und,  wenn  insbesondere  /c  =  1, 
gleichseitig.  Dann  sind  die  Doppelstrahlen  zueinander  senkrecht, 
und  die  Involution  besteht  aus  allen  Strahlenpaaren,  deren  Winkel 
durch  diese  Doppelsti-ahlen  halbiert  werden. 

Ist  Ä;  <  0,  so  werden  die  Doppelstrahlen  imaginär,  die  In- 
volution heißt  elliptisch.  Ist  insbesondere  A;  ==  —  1,  so  sind  je  zwei 
zugeordnete  Strahlen  der  Involution  zueinander  senkrecht.  Die 
Involution  heißt  dann  orthogonal. 

Eine  Punktinvolution  wird  aus  einem  außerhalb  ihrer  Gre- 
raden  gelegenen  Punkt  immer  durch  eine  Strableninvolution  pro- 
jiziert. Danach  lassen  sich  die  für  die  Punktinvolution  gefundenen 
Sätze  auf  die  Strableninvolution  übertragen. 

Umgekehrt  wird  eine  Strahleninvolution  von  einer  Geraden, 
die  nicht  durch  den  Büschelscheitel  geht,  in  einer  Punktinvolution 
geschnitten. 

Eine  I,         •    ,•    ,     [    Punktinvolution    wii'd    aus   zwei   be- 
[  hyperbolische  j 

stimmten,   symmetrisch  bezüglich  ihrer  Geraden  über  und  unter 

ihrem  Mittelpunkt  ffelesenen  Punkten  durch  eine  |    ,  .  ,     ...      [ 
^  ö      o  ( gleichseitige  j 

Strahleninvolution  projiziert.  Nur  wenn  die  Punktinvolution  selbst 
gleichseitig  ist,  gilt  dies  für  alle  Punkte  einer  zu  dem  Träger  der 
Punktinvolution  senkrechten  Geraden. 

Weiteres  s.  z.  B.  in  Hesse,  Vorlesungen  aus  der  analytischen 
Geometrie  der  geraden  Linie  usw.,  4.  Aufl.  1906,  Sturm,  Lehre 
von  den  geometrischen  Venoandtschaften  1,  1908  und  in  der  grund- 
legenden Arbeit  von  Seydewitz,  Archiv  f.  Math.  4  (1844),  246 


§  4.     Projektive  Eigenschaften  der  Figuren. 

Eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  Satz  vom  Doppelverhältnii 
(§  2)  ist  auch  der  folgende:  Sind  A,  B,  C  und  A',  B\  C  je  dre 
Punkte  zweier  geraden  Linien,  die  sich  in  einem  Punkte  D  schneiden 
und    ist    das   Doppelverhältnis   {AB,  BC)  ^  {A' D,  B' C),   s-l 
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gehen  die  Linien  J.J.',  BB',  CC  durch  einen  Punkt  oder  sind 
alle  drei  parallel. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  kann  man  den  folgenden  sog.  Bes- 
arguesschen  Satz  beweisen:  Kann  man  den  Seiten  eines  Breiecks 
die  Seiten  eines  anderen  Breiecks  so  zuweisen,  daß  die  drei  Paare 
entsprechender  Seiten  sich  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie  durch- 
schneiden, so  schneiden  sich  die  drei  VerhindungsUnien  der  Ecken, 
die  je  zwei  entsprechenden  Seiten  in  den  beiden  Breiecken  gegen- 
überliegen, in  einem  Punkte  oder  sind  einander  parallel. 

Statt  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden  zu  schneiden,  können 
die  Seiten  auch  paarweise  parallel  sein,  oder  ein  Paar  ist  der 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  beiden  anderen  Paare 
parallel.  Diese  Fälle  sollen  in  die  Aussage  des  Satzes  mit  ein- 
geschlossen sein.  Dann  ist  der  letztere  auch  umkehrbar,  und  diese 
Umkehrung  betrachten  wir  als  die  zweite  Aussage  des  Besargues- 
schen  Satzes. 

Ebenso  ist  der  folgende  Pascal  sehe  Satz  leicht  zu  beweisen: 
Sind  Ä,  B,  C  und  Ä',  B',  C  je  drei  Punkte  zweier  geraden  Linien 
und  zieht  man  die  folgenden  Paare  von  Verbindungslinien: 

Bö'  und  CB',     CA'  und  AC',     AB'  und  BÄ, 

so  liegen  die  Schnittpunkte  dieser  Linienpaare  entweder  auf  einer 
geraden  Linie,  oder  wenn  die  Linien  eines  Paares  parallel  sind,  ist 
ihnen  auch  die  Verbindungslinie  der  Punkte  parallel,  in  denen  sich 
die  beiden  anderen  Paare  schneiden,  oder  wenn  die  Linien  zweier 
Paare  parallel  sind,  sind  auch  die  Linien  des  dritten  Paares 
parallel. 

Die  Bedeutung  dieser  Sätze  für  die  neuere  Geometrie  besteht 
weniger  in  ihrem  Gehalt  an  sich  als  in  ihrer  systematischen  Ver- 
wertung. Das  Charakteristische  an  ihnen  liegt  darin,  daß  die 
Konstruktionen,  auf  die  sie  sich  gründen,  allein  mittels  des  Lineals 
ohne  Zuhilfenahme  des  Zirkels  ausführbar  sind.  Daraus  folgt, 
daß  die  ausgesprochenen  Eigenschaften  unverändert  erhalten  bleiben 
bei  allen  Transformationen  der  Figuren,  die  die  Punkte  und  Ge- 
raden einer  Ebene  in  die  Punkte  und  Geraden  einer  anderen  Ebene 
so  überführen,  daß,  wenn  in  der  ersten  Ebene  ein  Punkt  auf  einer 
Geraden  liegt,  der  ihm  in  der  anderen  Ebene  eindeutig  zugeord- 
nete Punkt  auf  der  entsprechenden  Geraden  liegt,  und  somit,  wie 
wir  uns  ausdrücken,  alle  Inzidenzen  erhalten  bleiben.  Diese 
Eigenschaften  werden  daher  als  graphische  oder  projektive  Eigen- 
schaften der  Figuren  bezeichnet.  Solchen  projektiven  Charakter 
haben  z.  B,  die  Involutionen. 
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Was  hier  zunächst  für  die  ebene  Geometrie  ausgeführt  ist, 
läßt  sich  sofort  auf  den  Eaum  erweitern.  Der  geraden  Punktreihe 
tritt  dann  das  ebene  PunJctfeld  zur  Seite,  d.  h.  die  Gesamtheit  aller 
Punkte  einer  Ebene.  Die  Geraden,  die  im  Raum  durch  einen 
Punkt  gehen,  bilden  ein  StraJdenhüfidel,  und  die  Gesamtheit  aller 
Ebenen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  heißt  ein  Ebenenbünöd.  Der 
Punkt  selbst  heißt  wieder  der  Scheitel  oder  Mittelpunkt  des  Bündels. 
An  die  Stelle  des  Strahlenbüschels  tritt  jetzt  das  Ehenenbüschd^ 
als  die  Gesamtheit  aller  Ebenen,  die  durch  eine  bestimmte  gerade 
Linie,  die  Achse  des  Büschels,  hindurchgehen.  Der  Winkel  zweier 
Ebenen  «,  ß  des  Büschels  wird  positiv  oder  negativ  genommen, 
je  nach  dem  Sinn  der  Drehung  um  die  Achse,  die  a  in  ß  über- 
führt. Als  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  ö  des  Büschels 
wird  der  Ausdruck  bezeichnet 

sin  (aß)  ^  sin  (Sß) 
sin  (ay)  '  sin  (ßy) 

Hier  gilt  dann  wieder  der  fundamentale  Satz:  Das  Doppel- 
Verhältnis  von  vier  Ebenen  eines  Büschels  ist  gleich  dem  entsprechen 
den  Doppelverhältnis  Hirer  Schnittpunkte  mit  irgendeiner  gcraderi 
Linie,  ivelche  die  Achse  des  Büschels  nicht  schneidet  und  ihr  räch 
parallel  ist,  und  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  einer  Ge 
raden  ist  gleich  dem  entsprechenden  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen 
welche  diese  Punkte  mit  irgendeiner  (die  Gerade  der  vier  Punkt 
nicht  schneidenden)  Geraden  des  Baumes  verbinden. 

Dieser  Satz  ist  noch  der  Erweiterung  fähig,  daß  auch  eim 
Gesamtheit  paralleler  Ebenen  als  Ebenenbüschel  angesehen  wird 
und  das  Doppel  Verhältnis  von  vier  Ebenen  eines  solchen  Büschel 
definitionsweise  als  das  Doppelverhältnis  ihi-er  Schnittpunkte  mi 
irgendeiner  ihnen  nicht  parallelen  Geraden  festgelegt  wird. 

Im  Eaum  gilt  der  Satz,  der  in  der  Ebene  kein  Analogon  ha<j 
Haben  je  vier  Punkte  zweier  Geraden  eJasselbe  Doppelverhältnis,  s 
können  sie  immer  durch  vier  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  au 
geschnitten  werden.  Dies  Ebenenbüschel  kann  nur  dann  av 
parallelen  Ebenen  bestehen ,  tcenn  nicht  bloß  die  Doppelverhäl 
nisse,  sondern  auch  die  homologen  Abstandsverhältnisse  der  Pmk 
gleich  sind. 
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B.  Gruppentheoretische  Begfrüuduug  der 
Euklidischen  Geometrie. 

Von  L.  Heffter. 

§  5.    Bedeutung  der  Transformationen  für  die 
Charakterisierung  der  Geometrie. 

Die  Euklidische  Geometrie  untersuclit  alle  gesetzmäßig  ge 
ätalteten  Gebilde  des  Raumes  in  bezug  auf  diejenigen  Eigen- 
schaften, die  ihnen  bei  gewissen  Verwandlungen  treu  bleiben. 
Wenn  wir  z.  B.  die  geometrischen  Eigenschaften  eines  Kechtecks 
untersuchen,  so  ist  es  uns  gleichgültig,  wo  das  Rechteck  im 
Räume  gedacht,  auch  in  welcher  Größe  es  vorgestellt  wird.  Also 
höchstens  diejenigen  Eigenschaften  des  Rechtecks  interessieren 
URS,  die  ihm  bei  allen  ähnlichen  Abbildungen  e}-halten  bleiben. 
Man  kann  aber  sein  Interesse  auch  auf  solche  Eigenschaften  des 
Rechtecks  beschränken,  die  nicht  nur  bei  allen  ähnlichen  Abbil- 
iungen,  sondern  überhaupt  bei  allen  denen  erhalten  bleiben,  die 
Parallele  stets  icieder  in  Parallele  überführen;  d.  h.  man  berück- 
sichtigt nur  die  Eigenschaften  des  Rechtecks,  die  ihm  schon  als 
Parallelogramm  eigen  sind.  Endlich  kann  man  noch  einen  Schritt 
weiter  gehen  und  das  Interesse  auf  solche  Eigenschaften  be- 
schränken, die  bei  allen  Perspektiven  (oder  projektiven)  Abbildungen 
erhalten  bleiben,  d.  h.  die  dem  Rechteck  schon  als  Viereck  zu- 
kommen. 

Diese  elementaren  Beti'achtungen  veranlassen  den  Versuch, 
ille  geometrischen  Beziehungen  und  die  Lehre  von  ihnen  je  nach 
1er  Art  der  Abbildungen  oder  Transformationen^  die  ihr  Wesen 
angeändert  (invariant)  lassen,  in  verschiedene  Abstufungen  zu 
gliedern.  Um  dies  durchzuführen,  müssen  wir  auf  die  Definition 
ier  zu  benutzenden  Transformationen  und  dazu  wiederum  zunächst 
iuf  die  geometrischen  Elemente  und  die  elementaren  Beziehungen 
zwischen  ihnen  näher  eingehen. 

§  6.     Uneigentliche  Elemente. 

Als  die  uns  gegebenen  geometrischen  Elemente  betrachten  wir 
9mikt,  Gerade  und  Ebene,  und  wir  denken  uns  den  gesamten  Raum 
ingetan  mit  allen  möglichen  Punkten,  Geraden,  Ebenen.  Aber  die 
ron  uns  in  Betracht  gezogenen  Sätze  (S.  54)  verlangen  jedesmal  eine 
Tnterscheidung,  welche  ibre  Einheitlichkeit  zerstört.     Denn  die 
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Parallelität  bedingt  Ausuahmefälle ,  welche  besonders  zu  berück- 
sichtigen sind.  Die  vorstellbaren  Elemente  jener  drei  Artea  ge- 
nügen deshalb  noch  nicht  zur  ausnahmlosen  Formulierung  jener 
Sätze,  weil  z.  B.  die  Sätze  „Zwei  nicht  identische  Gerade  derselben 
Ebene  haben  stets  einen  und  nur  einen  gemeinsamen  Punkt",  „Zwei 
nicht  identische  Ebenen  haben  stets  eine  und  nur  eine  gemeinsame 
Gerade"  nicht  ausnahmlos  gelten,  sondei'n  ungültig  werden,  wenn 
die  beiden  Geraden  oder  Ebenen  parallel  sind.  Fügen  wir  aber 
noch  eine  gedachte  ,,uneig entliehe"  (unendlich  ferne)  Ebene  mit 
allen  ihren  Punkten  und  Geraden  jenen  „eigentlichen"  Elementen 
hinzu  mit  der  Festsetzung,  daß  jeder  ihrer  Punkte  als  der  Schnitt- 
punkt einer  Schar  paralleler  Geraden,  jede  ihrer  Geraden  als  die 
Schnittlinie  einer  Schar  paralleler  Ebenen  gelten  soll,  so  fallen 
jene  Ausnahmen  fort.  Die  in  gewissem  Sinne  offene  Mannigfaltig- 
keit aller  eigentlichen  Punkte,  Geraden,  Ebenen  des  Raumes  ist 
durch  diese  künstliche  Ergänzung  zu  einer  geselüossenen  geworden. 
Die  methodische  Durchführung  dieser  Gedanken  ist  in  aller  Strenge 
zuerst  von  Pasch  {Vorlesungen  über  neuere  Geometrie  1882)  ge- 
geben worden.    Das  Nähere  darüber  findet  man  in  Kap.  VI. 

In  der  so  gewonnenen  geschlossenen  Mannigfaltigkeit  wird 
nunmehr  zunächst  zwischen  eigentlichen  und  uneigentlichen  Ele- 
menten keinerlei  Unterschied  gemacht;  d.  h.  wir  vergessen  vorerst 
vollständig  wieder  jene  Unterscheidung  und  betrachten  eigentKche 
und  uneigentliche  Elemente  als  völlig  gleichberechtigt.  Die  Eigen- 
schaften der  räumlichen  Figuren,  die  wir  sl?,projtldive  zu  bezeichner 
haben,  lassen  unberücksichtigt,  ob  die  betrachteten  Punkte,  Geradei 
und  Ebenen  eigentliche  oder  un  eigentliche  sind. 


\ 


§  7.     Projektive  Gruppe  und  projektive  Geometrie. 

Unter  den  elementaren  Beziehungen,  die  zwischen  verschi 
denen  Elementen  bestehen  können,  betrachten  wir  als  erste  di 
Inzidens  zweier  verschiedenartiger  Elemente  (ein  Punkt  liegt  ar 
einer  Geraden,  in  einer  Ebene  =  die  Gerade,  Ebene  geht  durc  T 
den  Punkt;  eine  Gerade  liegt  in  einer  Ebene  =  die  Ebene  gel 
durch  die  Gerade). 

Schon  diese  Beziehung  genügt,  um  die  allgemeinste  Tran 
formation  des  Eaumes,  die  wir  in  Betracht  zu  ziehen  haben,  5 
charakterisieren.  Man  nennt  eine  Transformation  des  Raumes,  b 
der  jedes  Element  in  ein  gleichartiges  übergeht  und  alle  Inzidenzt 
erhalten  bleiben,  d.  h.  je  zwei  inzidierende  Elemente  wieder 
solche  übergehen,  eine  projektive  Transformation.    Geht  man  uäi 
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ich  z.  B.  von  einer  Ebene  mit  allen  ihren  Punkten  und  Geraden 
adurch  zu  einer  neuen  Ebene  über,  daß  man  sie  von  einem  Punkte 
ußerbalb  aus  projiziert,  das  entstehende  „Bündel"  durch  eine 
ndere  Ebene  schneidet  und  jedem  Element  (Punkt,  Gerade)  der 
rsten  Ebene  dasjenige  der  zweiten  Ebene  zuordnet,  das  mit  dem- 
älben  Element  des  vermittelnden  Bündels  (Strahl,  Ebene)  inzidiert, 
3  werden  in  der  Tat  inzidierende  Elemente  der  ersten  Ebene  stets 
äeder  in  solche  der  zweiten  Ebene  übergeführt.  Man  kann  auch 
mgekehrt  zeigen,  daß  wenn  zwei  Ebenen  in  dem  angegebenen 
inn  (durch  Erhaltung  aller  Inzidenzen)  projektiv  einander  zu- 
eordnet  sind,  diese  Zuordnung  durch  eine  Reihenfolge  von  Pro- 
jktionen  und  Schnitten  hergestellt  werden  kann.  Hierdurch  wird 
er  Name  „projektive  Transfoi*mation"  gerechtfertigt. 

Führt  man  nacheinander  zwei  projektive  Transformationen 
US,  so  kommt  dies  einer  einzigen  solchen  gleich.  Die  Gesamtheit 
Her  projektiven  Transformationen  besitzt  daher  die  Eigenschaft 
iner  (rrujfype]  sie  heißt  die  Gruppe  der  projektiven  Transforma- 
onen  des  Raumes  oder  kurz  die  projeMive  Gruppe. 

Diese  projektive  Gruppe  benutzen  wir  nun  als  Reagens,  um 
Ue  geometrischen  Beziehungen  zwischen  den  Elementen  und  alle 
US  diesen  —  auch  unter  Zuhilfenahme  des  Zahlbegriffs  —  ab- 
eleiteten  geometrischen  Begriffe  daraufhin  zu  prüfen,  ob  sie  bei 
llen  Transformationen  der  projektiven  Gruppe  ungeändert  bleiben, 
ile  Beziehungen  und  Begriffe,  die  dieser  Prüfung  standhalten, 
nd  nur  diese  bezeichnen  wir  als  projeMive  Beziehungen  und  Be- 
riffe.  Jeden  Lehrsatz,  in  dem  nur  projektive  Beziehungen  und 
»egriffe  der  Voraussetzung  zu  Schlußfolgerungen  benutzt  werden, 
ennen  wir  einen  projektiven  Lehrsatz.  Die  Gesamtheit  aller  dieser 
•eziehungen,  Begriffe,  Lehrsätze  nennen  wir  projektive  Geometrie. 

So  ist  die  harmonische  Lage  von  zwei  Punktepaaren  einer 
reraden  eine  projektive  Beziehung  zwischen  den  vier  Punkten;  das 
►oppelverhältnis  von  irgend  vier  Punkten  einer  Geraden  ein  pro- 
)ktiver  Begriff;  der  Satz,  daß  im  vollständigen  Viereck  je  zwei 
regenseiten  durch  die  beiden  von  ihrem  Schnittpunkt  verschie- 
eiien  Diagonalpunkte  harmonisch  getrennt  werden,  ein  projek- 
iver  Satz. 


§  8.     Affine  Gruppe  und  affine  Geometrie. 

Jetzt  führen  wir  als  zweite  elementare  Beziehung  die  Fa- 
altelität  (zweier  Ebenen,  zweier  Geraden,  einer  Ebene  und  einer 
reraden)  ein  und  bezeichnen  eine  projektive  Transformation  des 
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Raumes,  bei  der  alle  Parallelitäten  erhalten  bleiben,  als  affine 
Transformation.  Auch  die  Gesamtheit  der  affinen  Transformationen 
bildet  eine  Gruppe,  die  affine  Gruppe,  die  nur  einen  Teil  der  Trans- 
formationen der  projektiven  Gruppe  enthält  und  deshalb  Unter- 
gruppe von  dieser  heißt. 

Benutzen  wir  diese  engere  affine  Gruppe  als  Reagens,  so  er- 
halten wir  den  mehr  umfassenden  Bereich  der  affinen  Beziehungen, 
Begrifi'e,  Lehrsätze,  kurz  die  affine  Geometrie.  Sie  enthält  in  der 
Tat  die  gesamte  projektive  Geometrie  in  sich;  denn  was  bei 
der  ganzen  Gruppe  der  projektiven  Transformationen  ungeändert 
bleibt,  bleibt  natürlich  auch  bei  der  Untergruppe  der  affinen 
ungeändert.  Aber  die  affine  Geometrie  enthält  mehr  als  die 
projektive;  denn  z.  B.  die  Parallelität  ist  eine  der  affinen  Geo- 
metrie angehörige  Beziehung,  die  in  der  projektiven  Geometrie 
nicht  auftreten  kann,  da  sie  nicht  bei  allen  projektiven  Trans- 
formationen erhalten  bleibt.  Wir  nennen  deshalb  den  über  die 
projektive  Geometrie  hinausreichenden  Teil  der  affinen  Geometrie 
ParaUelmetrik. 

Wenn  z.  B.  ein  Punkt  die  Entfernung  zweier  andern  halbiert, 
so  ist  dies  eine  affine  und  zwar  parallelmetrische  Beziehung  zwi- 
schen den  drei  Punkten;  das  Abstandsverhältnis  eines  Punktes  in 
bezug  auf  zwei  andere  ist  ein  affiner  und  zwar  parallelmetrischei 
Begriff;  der  Satz,  daß  sich  in  jedem  Parallelogramm  die  Diago- 
nalen halbieren,  ist  ein  affiner  und  zwar  parallelmetrischer.  j 

§  9.     Äquiforme  Gruppe  und  äquiforme  Geometrie. 

Wir  führen  endlich  als  dritte  elementare  Beziehung  die  OrÜio 
gonalüät  (einer  Geraden  und  einer  Ebene,  zweier  Ebenen,  zweie 
Geraden)  ein  und  bezeichnen  eine  affine  Transformation  des  Rauraej 
bei   der   auch   noch   alle   Orthogonalitäten   erhalten   bleiben,   al 
äquiforme  oder  ÄhnMcMk&ii?,- Transformation.     Denn  es  läßt  sici 
leicht  zeigen,  daß  mit  der  Erhaltung  der  rechten  Winkel  auc' 
alle  Winkel   erhalten  bleiben,   also   alle   Figuren   in   solche   de 
gleichen  Form,  d.  h.  ähnliche  übergehen.    Denken  wir  uns  nän: 
Uch  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ABC,  so  geht  dies  wieder  in  eir 
rechtwinkliges  Dreieck  A' B' C'  über.    Konstruieren  wir  über  dr 
größeren  Kathete  AB  des  ersteren  das  Quadrat  AB  DE.,  so  en| 
spricht  diesem  wieder  ein  Quadrat  A'B'D'E',  denn  es  muß  ihi 
ein  Rechteck  entsprechen,  dessen  Diagonalen  wieder  aufeinand( 
senkrecht  sind.    Nach  der  allgemeinen  Eigenschaft  affiner  Tran 
formationcn  muß  nun 


§  9,  10,   Äquiforme  Geometrie,  Parallel-  und  Orthogonalmetrik,     gl 
BC        B'C 


BD       BD' 


d.  h.     tang  -^BÄG^  tang  ^  B' A' C\ 


ind  mithin  -^BÄC  =  ^  B' Ä C  sein,  w.  z.  b.  w.  Auch  die 
jesamtheit  der  äquiformen  Transformationen  bildet  eine  Gruppe, 
lie  äquiforme  Gruppe,  die  wieder  eine  Untergruppe  der  affinen 
jrruppe  ist. 

Fragen  wir  nun  nach  allen  Beziehungen,  Begiiffen,  Lehr- 
ätzen, die  bei  dieser  äquiformen  Gruppe  invariant  bleiben,  so  er- 
lalten  wir  die  äquiforme  Geometrie.  Sie  umfaßt  die  gesamte  affine 
jeometrie,  aber  noch  mehr.  Denn  z.  B.  ein  Geradenpaar  durch 
inen  Punkt  und  das  Paar  seiner  Winkelhalbierenden  stehen  in 
liner  äquiformen,  aber  nicht  affinen  Beziehung  zueinander,  da  ja 
lie  Winkelhalbierenden  orthogonal  sind  und  diese  Eigenschaft 
licht  bei  allen  affinen  Transformationen  erhalten  bleibt.  Die  über 
lie  affine  Geometrie  hinausreichenden  Teile  der  äquiformen  Geo- 
netrie  wollen  wir  als  Orthogonalmetrik  bezeichnen,  so  daß  also 
ene  Beziehung  zwischen  zwei  Geraden  und  ihren  Winkelhalbieren- 
len  eine  orthogonalmetrische  ist.  Ebenso  ist  die  Winicelgröße  ein 
-quiformer  und  zwar  orthogonalmetrischer  Begriff,  der  Pythago- 
•cische  Satz  ein  orthogonalmetrischer. 

Man  könnte  in  Erwägung  ziehen,  ob  nicht  von  der  äqui- 
ormen  Gruppe  aus  noch  ein  weiterer  Schritt  zu  machen  sei,  in- 
iem  man  zu  der  noch  engeren  Untergruppe  von  ihr,  bei  der  nicht 
lur  die  Gestalt,  sondern  auch  die  Größe  aller  Figuren  erhalten 
»leibt,  überginge.  Allein  die  dabei  resultierende  „Kongiaienz- 
xeometrie"  würde  zu  der  äquiformen  Geometrie  nur  noch  Be- 
lebungen, Begriffe  usw.  hinzufügen,  die  sich  auf  die  absolute  Größe 
ier  Figuren  beziehen.  Diesen  aber  können  wir  kein  eigentlich 
cometrisches,  sondern  nur  noch  Qm  geodätisches  Interesse  zusprechen. 
Vir  bleiben  deshalb  bei  der  äquiformen  Geometrie  stehen  und 
fassen  mit  ihr  den  Gesamtbereich  der  Euklidischen  Geometrie, 
ie  sich  entsprechend  den  di-ei  immer  enger  werdenden  Transfor- 
afcionsgruppen  in  den  drei  immer  tveiter  werdenden  Abstufungen 
|er  projektiven  —  affinen  —  äquiformen  Geometrie  aufbaut. 

10.     Parallel-  und  Ortkogonalinetrik  als  spezialisierte 
projektive  Geometrie. 

Während  nach  dem  Vorhergehenden  die  projektive  Geometrie 
in  Teil  der  affinen  und  äquiformen,  die  affine  ein  Teil  der  äqui- 
ormen  Geometrie  ist,  lassen  sich  andererseits  Parallel-  und  Ortho- 
[onalmetrik  als  projektive  Geometrie  darstellen,  wenn  deren  Be- 
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Ziehungen,  Begriffe,  Sätze  unter  Auszeichnung  gewisser  Element« 
und  Gebilde  spesialisiert  werden. 

Dies  ist  für  die  Parallelmetrik  leicht  darzutun.  Die  bei  ihi 
allein  neu  hinzutretende  elementare  Beziehung  der  Parallelitäi 
zweier  Elemente  kann  als  Inzidens  (also  projektive  Beziehung] 
des  ihnen  gemeinsamen  dritten  Elementes  mit  der  uneigentliclier 
Ebene  aufgefaßt  werden.  Wir  können  daher  alle  parallelmetrischer 
Beziehungen,  Begriffe,  Sätze  als  projektive  auffassen,  bei  denen  nui 
die  uneigentlichen  Elemente  nicht  mehr  gleichberechtigt  mit  der 
eigentlichen  wie  vorher  benutzt,  sondei'n  ausgezeichnet  werden.  Die 
Parallelmetrik  ist  also  in  der  Tat  eine  durch  Auszeichnung  det 
imei gentlichen  Elemente  spezialisierte  projektive  Geometrie. 

Um  das  Entsprechende  für  die  Orthogonalmetrik,  die  durcl 
Hinzutreten   der   elementaren  Beziehung  der  Orthogonalität  ent- 
stand, zu  erläutern,  müssen  wir  etwas  weiter  ausholen.   Die  Rich- 
tung  einer  Geraden   und   aller   ihrer  Parallelen  im  Raum  kann 
durch  den  gemeinsamen  uneigentlichen  Punkt  aller  dieser  Geraden 
repräsentiert  werden.    Ebenso  die  Stellung  einer  Ebene  und  aller 
ihr  paralleler  Ebenen  durch  die  ihnen  allen  gemeinsame  uneigent- 
liche Gerade.     Sind  jene  Geraden  orthogonal  zu  diesen  Ebenen 
so  werden  wir  auch  die  beiden  uneigentlichen  Elemente  —  Punk 
und   Gerade    —    orthogonal   nennen.     Durch   die   Orthogonalitä 
findet  also  in  der  uneigentlichen  Ebene  eine  Paarung  aller  Punkt( 
und  Geraden  statt,  so  daß  jedem  Punkt  eine  bestimmte  Gerad 
und  dieser   wieder  jener  Punkt  zugeordnet  ist:   die  orthogonal 
Paarung  in  der  uneigentlichen  Ebene.    Dabei  entspricht  stets  eine 
Geraden  und  einem  Punkt,  die  miteinander  inzidieren,  ein  Punk 
und  eine  Gerade,  die  wiederum  miteinander  inzidieren;  dagege 
inzidiert  niemals  ein  reeller  Punkt  mit  seiner  orthogonalen  Gf 
raden.     Wir  werden  zwei  Gerade  orthogonal  nennen,   wenn  di 
eine  durch  den  zu  der  anderen  orthogonalen  Punkt  hindurchgeh 
und  wir  werden  zwei  Punkte  orthogonal  nennen,  wenn  der  eine  ai 
der  zu  dem  anderen  orthogonalen  Geraden  liegt.    Ist  eine  Gerac 
orthogonal  zu  zwei  anderen,  so  ist  sie  auch  orthogonal  zu  derf 
Schnittpunkte,  ist  ein  Punkt  orthogonal  zu  zwei  anderen  Punkte 
so  ist  er  auch   orthogonal  zu   deren  Verbindungsgeraden.     Eiil 
Paarung    aller   Punkte   und   Geraden   einer   Ebene   von   der   bL 
schriebenen  Art   wird   in   den  Grundlagen   der  projektiven  Gef 
metrie  (Kap.  VI)  als  Polarität  wieder  auftreten. 

Andererseits  ist  aber  die  Festlegung  der  Orthogonalität  auj 
möglich,  indem  man  jeder  durch  einen  bestimmten  Punkt  yl  gehend! 
Geraden  die  zu  ihr  orthogonalen  Ebenen  zuweist.    Diese  Ebenl 
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sind  zueinander  parallel  und  lassen  sich  gewinnen  als  Folarebencn 
der  einzelnen  Punkte  auf  der  Geraden  bezüglich  einer  beliebigen 
Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  Ä.  Die  Polarebene  eines  Punktes  P 
ist  hierbei  der  Ort  der  Punkte  P',  die  von  P  durch  die  Schnitt- 
punkte der  Verbindungslinie  PP'  mit  der  Kugel  harmonisch  ge- 
trennt werden.  Fällt  P  auf  die  Kugel,  so  ist  seine  Polarebene  die 
Tangentialebene  der  Kugel  in  P. 

Hätte  nun  die  Kugel  mit  der  uneigentlichen  Ebene  Punkte 
gemein,  so  würde  jeder  dieser  uneigentlichen  Punkte  auf  der  ihm 
bei  der  orthogonalen  Paarung  entsprechenden,  uneigentlichen  Ge- 
raden liegen,  und  zwar  müßte  diese  Gerade  die  Tangente  des  un- 
ngentlichen  Kugelkreises  in  dem  betr.  Punkte  sein.  Dieser  un- 
3igentliche,  imaginäre  Kugelkreis  bildet  dann,  wie  man  sagt,  die 
3rdnungskurve  der  orthogonalen  Paarung.  Man  findet  (wenn  man 
io  spricht,  als  ob  die  in  Betracht  kommenden  Gebilde  reell  wären) 
lie  zu  einem  Punkte  orthogonale  Gei-ade,  indem  man  aus  dem 
Punkte  die  Tangenten  an  die  Ordnungskurve  legt  und  die  Be- 
•ühningspunkte  dieser  Tangenten  verbindet.  Denn  die  Ver- 
)indung3linie  ist  zu  den  beiden  Tangenten  orthogonal,  weil  sie 
lurch  den  ihnen  zugeordneten  Punkt  (den  Berührungspunkt)  hin- 
lurchgeht,  und  damit  auch  zu  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Tan- 
genten. So  können  wir  die  Orthogonalität  als  eine  projektive 
Beziehung  in  bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  auffassen,  und 
iamit  erscheint  dann  in  der  Tat  die  gesamte  Orthogonalmeirik  als 
lurch  Auszeichnung  des  imaginären  Kugelkreiscs  spezialisierte  pro- 
ektive  Geometrie.  In  dieser  Form  hat  sie  Chasles  in  äußerst 
iruchtbringender  Weise  benutzt. 

Wir  haben  auf  Grund  der  letzten  Betrachtungen  zur  Ein- 
irdnung  von  irgendwelchen  geometrischen  Beziehungen,  Begriffen, 
Jätzen  in  die  projektive  Geometrie,  Parallelmetrik  oder  Ortho- 
fonalmetrik  nur  zu  prüfen,  ob  sie  keinerlei  Auszeichnung  un- 
ligentlicher  Elemente  erfordern,  oder  ob  sie  zwar  die  uneigentliche 
ebene  auszeichnen,  aber  noch  nicht  den  Kugelkreis  in  ihr,  oder  ob 
luch  letzteres  der  Fall  ist. 

Dies  möge  noch  an  dem  Beispiel  der  Theorie  der  ebenen 
Legelschnitte  näher  erörtert  werden,  so  wie  sie  im  zweiten  Ab- 
chnitt  ihre  Erledigung  finden  wird.  Die  projektive  Geometrie 
;eEnt  nur  eine  einzige  Gattung  nicht  entarteter  reeller  Kegel- 
chnitte.  Sie  handelt  von  deren  Tangenten,  von  Pol  und  Polare, 
:onjugierten  Geraden  und  Punkten  in  bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt usw.  Die  Parallelmctrik  erst  unterscheidet  Ellipse,  Hyper- 
iiel,  Parabel,  je  nachdem  der  Kegelschnitt  mit  der  uneigentlichen 
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Geraden  seiner  Ebene  zwei  imaginäre,  reelle  oder  zusammen- 
fallende Punkte  gemein  hat.  Sie  führt  den  Mittelpunkt  als  Pol 
der  uneigentlichen  Geraden,  die  Durchmesser  als  Polaren  der  un- 
eigentlichen Punkte  und  die  Asymptoten  als  die  Tangenten  in  den 
uneigentlichen  Punkten  des  Kegelschnittes  ein.  Aber  erst  die  Ortho- 
goncdmetrik  kennt  den  Kreis  als  eine  Ellipse,  die  durch  die  beiden 
in  ihrer  Ebene  liegenden  unendlich  fernen  Kreispunkte  geht  (vgl. 
Poncelet,  Traite  des  propricfe's  proj.,  1822,  p.  48),  und  die 
gleichseitige  Hyperbel  als  eine  solche,  deren  uneigentliche  Punkte 
jene  beiden  Kreispunkte  harmonisch  trennen.  Ihr  erst  gehören 
die  Hauptachsen  an  als  orthogonale  konjugierte  Durchmesser  und 
die  Brennpunkte  als  Träger  von  orthogonalen  Involutionen  kon- 
jugierter Strahlen. 

Wir  möchten  diese  dreifach  abgestufte  äquiforme  Geometrie 
mit  einem  Gemälde  vergleichen,  dessen  Zeichnung  durch  die  pro- 
jektive Geometrie  geliefert  wird  und  dessen  Färbung  sich  aus 
zwei  Grundfarben  zusammensetzt;  die  eine,  die  Parallelmetrik,  wird 
beim  Aufsteigen  zur  affinen,  die  andere,  die  Orthogonalmetrik,  bei 
dem  weiteren  Aufsteigen  zur  äquiformen  Geometrie  aufgetragen 

Als  grundlegend  für  die  hier  skizzierte  Darstellung  der  Geo- 
metrie ist  zu  nennen:  Cayley,  Ä  sixth  menioir  on  quanücs,  Philos 
Trans.  149  (1859),  61—90;  Coli.  3Iath.  Papers  2  (1889),  561  ff 
Für  die  Aus-  und  Weiterbildung  der  gruppentheoretischen  Glie 
derung  der  Geometrie  sind  anzuführen:  F.  Klein,    Ycrgleicliend 
BetracJdungcn  über  neuere geomdrlscheForschungen,  Erlaugen  1872 
abgedruckt  in  3Iath.  Ann.  43  (1893),  63ff.    E.  Study,  Über  Be 
wegungsinvarianten  und  elementare  Geometrie,  Leipz.  Ber.  1896 
649  ff.,    Geometrie  der   Dynamen,   Leipzig   1901,    IL  Abschniti 
L.  Heffter,    Über  das  Lehrgebäude  der  Geometrie  usw.,  Hat) 
Vcr.  12  (1903),  490  ff.,   Über  Anordnung  und  Aufbau  der  Gec 
metrie,  Wüllnerfcstschrift ,  Leipzig  1905,' 77  ff.    K.  Th.  Vahler 
Abstrakte  Gemtietrie,  Leipzig  1905. 

Eine  elementare  und  ausführliche  Darstellung  in  dem  hi( 
entwickelten  Sinn  gibt:  L.  Heffter  und  C.  Koehler,  LeJirbm 
der  analytischen  Geometrie,  Erster  Band,  Leipzig  1905. 


Kapitel  IV. 
Orundlagen  der  analytischen  Geometrie. 

Von  G.  Guareschi  in  Pavia. 


§  1.    Koordinaten  der  Punkte  einer  Ebene. 
B.iclitungskosinus. 

1.  Um  einen  Punkt  in  einer  Ebene  festzulegen,  bedient  man 
sieb  der  Koordinaten.  Hierunter  versteht  man  zwei  Zablen  x,  y, 
die  aus  den  Abständen  p,  q  des  Punktes  von  zwei  festgegebenen, 
sich  schneidenden  Geraden,  den  Koordinatenachsen.,  durch  Mul- 
tiplikation mit  irgendwelchen  konstanten  Zahlen  a,  h  hervorgehen, 
so  daß 

X  =  «i?,     y  =  bq 

anzusetzen  ist.  Diese  Koordinaten  heißen  im  Gegensatze  zu  den 
später  auftretenden  inhomogene  cartesische  PunJctkoordinaten. 

Es  wird  bei  ihnen  vorausgesetzt,  daß  der  Abstand  von  einer 
^  Geraden  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach  der  anderen  negativ 
'j  gerechnet  wird.    Die  ganze  Ebene  wird  durch  die  beiden  Koordi- 
natenachsen in  vier  Felder  zerlegt,  die  sich  durch  die  verschiedenen 
Vorzeichen-Kombinationen  der  Koordinaten  charakterisieren  lassen. 
Zieht  man  durch  den  angenommenen  Punkt  Parallelen  zu  den 
jjjAchsen,  so  entsteht  ein  Parallelogramm,  dessen  Seitenlängen 

fc  ^       P  ^  ^_g 

'        ein  (xy)  ^       '        sin  {x  y) 

sind,  wenn  (rey)  den  Winkel,  den  die  Achsen  bilden,  bezeichnet. 
Die  Koordinaten  a;,  y  lassen  sich  sonach  auch  aus  den  Stücken 
^,  %  die  durch  die  Parallelen  auf  den  Achsen  abgeschnitten  wer- 
den, herleiten,  indem  man 

a  r\ 

Pascal,  Repertorium.  II.  3.  Aufl.  6 
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annimmt,  also  die  Größe  der  Abschnitte  durch  das  Verhältnis 
ihrer  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach  der  anderen  negativ  ge- 
rechneten Länge  zu  gewissen  Einheitsstrecken,  nämlich 

.,    _         1 1 

■=0  ~~  W7\^irni^ '    ''o 


a  sin  {xy) '       '^        b  sin  (xy) ' 

festlegt.  Man  nennt  iC-Achse  die  Koordinatenachse,  welche  so  die 
a;-Koordinate  liefert,  und  t/- Achse  die  andere  Achse.  Gewöhnlich 
nimmt  man  §q=  r/o=  1  an  und  spricht  dann  von  emiachen  Parallel- 

Tcoordmaten.    Ist  {xy)  =  -7  ,  so  nennt  man  die  Koordinaten  recht- 

mnJdig.  Dann  läßt  sich  die  eine  Koordinate  y  deuten  als  die 
Länge  des  Lotes,  das  man  auf  die  ic-Achse  fällt,  und  die  andere 
Koordinate  x  als  der  Abschnitt,  den  dieses  Lot  auf  der  rr- Achse 
bildet.  In  diesem  Sinn  heißt  y  die  Ordinate,  x  die  Abszisse  des 
betr.  Punktes.  Der  Schnittpunkt  der  beiden  Koordinatenachsen 
heißt  der  Koordinaten-  Ursprung  oder  Mittelpunkt  und  wird  gewöhn- 
lich mit  0  bezeichnet.  Für  ihn  verschwinden  beide  Koordinaten, 
für  die  Punkte  der  Koordinatenachsen  dagegen  verschwindet  je 
eine  der  Koordinaten.  Ein  Punkt  P,  der  die  Koordinaten  x,  y  hat, 
werde  durch  das  Symbol  P{x,y)  bezeichnet. 

Wenn  zwei  Punkte  P'  (x\  ?/'),  P" (x'\  y")  gegeben  sind  und 
eine  reelle  Zahl  jtt,  so  existiert  auf  der  Geraden  P'  P"  ein  und  nur 
ein  Punkt  P,  für  den 

Z'Z.  _ 
PP"  ~  ^ 

wird,  wobei  die  Abstände  als  orientierte  Strecken,  also  mit  einem 
bestimmten  Vorzeichen  behaftet,  gedacht  sind.  Dieser  Punkt  P 
hat  die  Koordinaten 

X  =  ^'  +  ^^'        „  =  y'  +  i^y" . 
1  +  ft      '       ^        1  +  ^ 

Der  Abstand  s  der  Punkte  P',  P"  wird  in  Parallelkoordinaten 
durch  die  Formel  ausgedrückt: 

s'^ix-  x'J  +  (2/'  -  y'J  +  2  {x'  -  x"){y'  -  y")  cos  {xy), 

und  in  rechtwinkligen  Koordinaten: 

s^={x-x'J-^{y-y")\ 

2.  Bei  der  analytischen  Festlegung  der  Winkel  sind  die  ge- 
raden Linien  mit  einem  bestimmten  Richtungssinn  behaftet,  als 
orientierte  Geraden,  zu  nehmen,  sie  fallen  dann  nur  zusammen, 
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wenn  nicht  bloß  ihre  Lage,  sondern  auch  ihr  Richtungssinn  der- 
selbe ist.  Die  Koordinatenachsen  selbst  sind  solche  orientierte 
Geraden,  wenn,  man  ihnen  den  Richtungssinn  zuweist,  der  von 
negativen  zu  positiven  Werten  der  zugehörigen  Koordinate  fort- 
schreitet. Ferner  ist  ein  bestimmter  Drehungssinn  als  positiver 
anzunehmen.  Für  diesen  wählt  man  gewöhnlich  den,  der  die  x- 
Achse  in  die  ?/ -Achse  auf  dem  kürzesten  Wege  überführt.  Der 
Winkel  zweier  orientierter  Geraden  r,  s  wird  dann  durch  die  Ro- 
tation bestimmt,  welche  die  erste  in  die  zweite  überführt.  Der 
Winkel  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Rotation  positiven 
oder  negativen  Sinn  hat. 

Eine  Strecke  AB  auf  einer  orientierten  Geraden  wird  posi- 
tiv oder  negativ  gerechnet,  je  nachdem  der  Richtungssinn,  der 
von  Ä  nach  B  weist,  mit  dem  Richtungssinn  der  Geraden  über- 
einstimmt oder  nicht.  Wird  eine  Strecke  AB  von  einer  orientier- 
ten Geraden  r  auf  eine  orientierte  Gerade  r'  orthogonal  projiziert, 
so  wird  die  Projektion 

A'B'  ==  AB  ■  cos  (rr'). 

Projiziert  man  die  im  Sinn  eines  bestimmten  Umlaufs  ge- 
nommenen Seiten  eines  Dreiecks  (oder  irgendeines  Polygons)  auf 
eine  Gerade,  so  verschwindet  die  (algebraische)  Summe  der  Pro- 
jektionen. Daraus  kann  man  ableiten,  daß  für  die  Kosinus  der 
\Mnkel,  welche  drei  orientierte  Geraden  r,  s,  t  mit  drei  anderen 
r',  s',  t'  bilden,  die  allgemeine  Identität  besteht: 

cos  (rr')  cos(sr')  cos(^r') 
cos  (rs')  cos(ss')  cos(is') 
cos  (r  f)     cos  (s  t')     cos  {t  t')  i 

Läßt  man  insbesondere  r' ,  s' ,  t'  mit  r ,  s,  t  zusammenfallen 
und  nimmt  die  beiden  letzten  Geraden  als  x-  und  i/-Achse,  so  er- 
gibt sich  zwischen  den  „Richtungskosinus"  cos(a;r),  cos(^r)  einer 
orientierten  Geraden  die  Beziehung: 

1  cos  (xr)      cos  (jfr)  ! 

cos  (ras)  1  cos  («/a;)     =0, 

cos  (ry)     cos  (xy)  1 

die  sich  bei  rechtwinkligen  Achsen  (cos  (xy)  =  0)  zur  folgenden 
vereinfacht: 

cos  [xrf  +  cos  {yry  =  1 . 

6* 
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Läßt  man  in  der  Grundformel  s',  t'  und  5,  t  mit  den  Achsen 
X,  y  zusammenfallen,  so  erhält  man  den  Kosinus  des  Winkels 
zweier  Geraden  r,  r'  ausgedräckt  durch  deren  Richtungskosinus 
in  folgender  Weise: 

I        0  cos(a;r')     cos(yr') 

cos(rr')  =  -    ^^  ^^^^,    I  cos(ra;)  1  co&{yx) 

1  cos  (ry)     cos  (xy)  1 

Die  Formel  geht  bei  rechtwinkligen  Achsen  über  in: 

cos  (rr')  =  cos  (xt-)  cos  {xr')  -\-  cos  (^r)  cos  (jfr'^. 

§  2.    Gerade  Linien  in  einer  Ebene.     £oordinaten- 
transformation.     Polarkoordinaten. 

3.  Der  Inhalt  des  Dreiecks,  das  drei  Punkte  P(aj,y),Pj(a;i,2/i 
PgC^S'^s)  bilden,  ist  der  folgende: 

X     y     1 
A  =  I-  sin  {xtj)    x^   y^    1 

Das  Vorzeichen  ist  -j-  oder  — ,  je  nachdem  die  Reihenfolge  PP^P» 
der  Ecken  eine  Umkreisung  des  Dreiecksinnern  in  positivem  oder 
negativem  Drehungssinn  bedeutet.  Wenn  die  drei  Punkte  in  ge- 
rader Linie  liegen,  verschwindet  die  vorstehende  Determinante, 
d.  h.  es  wird 

Diese  Gleichung  ist  von  der  Form: 

ax  -^  hy  -\-  c  =  0. 

Einer  solchen  Gleichung  genügen  also,  wenn  wir  P^ ,  P^  fest- 
halten und  P  als  veränderlich  ansehen,  die  Koordinaten  der  Punkte 
einer  geraden  Linie:  durch  die  lineare  Gleichung  wird  die  gerade 
Linie  dargestellt,  a,  h,  c  sind  dabei  Konstante,  auf  deren  Ver- 
hältnisse es  allein  ankommt. 

Eine  Gerade,  die  durch  den  Punkt  (x-^^y-^  gebt,  hat  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

a{x  —  x^)  ■]-  'b{y  —  y^  =  0. 

Die  Gleichungen 

ar  +  hy  -f-  c  ==  0 ,     a' x  -f  h'y  -+-  c'  =  0 
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stellen  zwei  parallele  Gerade  dar,  wenn 

ab' —  5a'==  0 
ist. 

Das  Verhältnis 

a  Bin  (xr) 

b        sin  (ry) 

heißt  das  Bichtungsverhältnis  der  Geraden 
r)         ax  -{-hy  -]-  c  =  0. 

Sind  die  Achsen  rechtwinklig,  so  wird  das  Richtungsverhältnis 
==tang(a;r)  und  die  Gleichung  der  Geraden  kann  in  die  Form 
gebracht  werden: 

2/  =  2/o+  a;tang(a;r), 

wobei  2/o  =  —  c/&  den  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  2/- Achse 
festlegt. 

Die  Gerade  r  geht  dann  und  nur  dann  durch  den  Koordi- 
natenursprung 0,  wenn  c  =  0  ist.  Ist  c=4=0?  so  fSlle  man  das 
Lot  OJP  auf  r,  dann  wird  dessen  Länge 

c  sin  {xy) 


P 


ya*  -f  &*  —  2a&  cos  {xy) ' 


wo  das  Wurzel  Vorzeichen  so  zu  nehmen  ist,  daß  p  positiv  ausfällt. 
Die  Richtung  OP  hat  unter  dieser  Voraussetzung  die  Richtungs- 
kosinus : 

/      \  —  «  sin  (xy) 

cos  [xp)  =  -^= , 

^     -^       ^a'*  +  6»  —  2ab  cos  {xtj) 

f     \  — &Bin(a;w) 

cos  {yp)  =  ---  -—-r-  • 

^^       ya*  +  6«— 2a&cos(a;2/) 

Schreibt  man  dann  die  Gleichung  der  Geraden  r: 

_    {ax  -\-hy-\-c)  sin  {xy)    ^  ^ 
j/a*  -f-  ^*  —  2  a&  cos  {xy) 
so  geht  sie  über  in  die  Form; 

X  cos  {xp)  +  «/  cos  {yp)  —  i)  =  0, 

die  als  die  Normalform  der  Liniengleichung  bezeichnet  wird. 

Wenn  R{X,  Y)  ein  Punkt  der  Ebene  ist,  so  wird  sein  Ab- 
stand von  der  Geraden 

g  ==  jRr  =  —  (X  cos  (xp)  -f  Y  cos  (yp)  —  p) , 
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wenn  er  nach  der  dem  Koordinatenursprung  zugewandten  Seite 
hin  positiv  und  nach  der  entgegengesetzten  Seite  negativ  ge- 
rechnet wird. 

Ist  die  Gerade  orientiert,  so  ist  auf  dem  Lote  aus  dem  Ko- 
ordinatenui'sprung  der  Sinn  als  positiv  anzunehmen,  der  mit  dem 

Sinn  der  Geraden  den  Winkel  +  0  einschließt,  und  in  diesem  Falle 

ist  das  Wurzelvorzeichen  so  zu  wählen,  daß  p  die  Strecke  OP 
auch  dem  Sinn  nach  angibt.  Dann  ist  in  der  vorstehenden  Formel 
q  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  es  mit  dem  Sinn  des  Lotes 
übereinstimmt  oder  nicht. 

Bei  dieser  Festlegung  der  Wurzelvorzeichen  wird  der  Kosinus 
des  Winkels  zwischen  zwei  orientierten  Geraden 

r)         ax  -\-  hy   -\-  c  =  0, 

r')         a'x  -f  l'y  +  c'  =  0 

gegeben  durch  die  Formel: 

aa' -\-  hh'  —  («&'+  ha')  cos  (xy) 


,  (rr')  == 


)/a*  -{-  &*  —  2a &  cos  {xy)  ■  |/a'*  +  6'*  —  2a' b'  coB{xy) 

Die  Bedingung  dafür,  daß  die  beiden  Geraden  aufeinander  senk-  \ 
recht  stehen,  wird  demnach 

aa'  -\-  hh'  —  (ah'  -\-  ha)  cos(xy)  —  0 

und  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

aa'-f  &&'==  0. 

Die  Gleichung  der  Geraden  durch  den  Punkt  (x',  y'),  die  auf  i 
der  Geraden  ax  -{-  by  -{-  c  =  0  senkrecht  steht,  lautet: 

X  —  x'  y  —  y' 


a  —  6  cos  (xy)       h  —  a cos  {xy) 

Weiter  ist  allgemein 

.    /     ,\  iah'  —  ha')-  smixy) 

sin  (rr  )  — 


}/a*  +  &'  —  'iah(ios{xy)  •)/a''-|-  fe'*  —  2a'6' cos  (xt/) 

Ist  ah' —  öa'=+=  0,  so  hat  der  Schnittpunkt  der  Geraden  r^r' 
die  Koordinaten 

X.  ar, 

•*'8  •*'8 

wenn 

«1  :  a?« :  a;,  ==  hc'  —  ch' :  ca'  —  ac  :  ah'  —  ha' 


n^ 


oordinatentransformation.     Polarkoordinaten. 


71 


gemacht  wird.  Die  nur  bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor  fest- 
gelegten drei  Zahlen  iCj,  x^,  %  heißen  die  homogenen  cartesischen 
Koordinaten  des  Punktes.  Sie  bleiben  bestimmt,  wenn  die  Ge- 
raden r,  r'  parallel  sind,  nur  daß  dann  x^=0  wird.  Legt  man 
die  Punkte  durch  homogene  Koordinaten  fest,  so  kann  man  des- 
halb von  „uncigenflicJien"  Punkten  reden,  die  durch  zwei  parallele 
Gerade  oder  ein  Büschel  von  solchen  bestimmt  werden.  Die  Glei- 
chung der  Geraden 

/•)         ax  -{-  hy  -{-  c  =  0 
in  homogenen  Koordinaten  lautet 

ax^  -f  bx^  -f-  cx^  =  0. 

Die  drei  Koeffizienten  a,  b,  c,  die  durch  die  Gerade  auch  nur  bis 
auf  einen  gemeinsamen  Faktor  festgelegt  werden ,  heißen  die 
homogenen  cartesischen  Koordinaten  der  geraden  Linie.   Die  Zahlen 


die  durch  die  Gerade  vollständig  bestimmt  sind,  heißen  dagegen 
ihre  inhomogenen  oder  PI  ifc  Je  er  sehen  Koordinaten.    Es  ist 

1^ 1_ 

wenn  A,  B  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Koordinaten- 
achsen   bedeuten.     Für   diese   Koordinaten   ist   der  Koordinaten- 
ursprung 0   ein   singulärer   Punkt,   indem   mindestens   eine   von 
ihnen  unendlich  wird,  wenn  die  Gerade  durch  0  hindurchgeht. 
Sind  drei  Gerade 

r)         «ä;    -f  öy    -j-  c    =  0, 

r')         a'x  -f  b'y  -|-  c'  =  0, 

r")         a" X  -j-  b"y  +  c"  =  0 

gegeben,   so   wird   der.  Flächeninhalt   des   von   ihnen   gebildeten 
Dreiecks 

{abcy 


A  =  4 7-    ,   „ 

^   {ab'  —  ba){a  b    — b  a"){a"b  —  b" a) 

wobei  zur  Abkürzung 


sin  (««/), 


(ahc) 


gesetzt  ist. 


a 

b 

c 

a' 

b' 

c 

a" 

b" 

c 
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(ahc)  =  0 

ist  die  Bedingung  dafür,  daß  die  drei  Geraden  durch  einen  Punkt 
gehen  oder  parallel  sind.  Damit  das  letztere  der  Fall  ist,  müssen 
die  drei  Gleichungen 

ah'  —  ba'  =  0,     ah" — h'a"=Q,     a"h  —  h"a  =  0 

erfüllt  sein. 

4.  Wenn  die  Punkte  der  Ebene  auf  zwei  verschiedene  Ko- 
ordinatensysteme bezogen  sind,  von  denen  das  eine  den  Ursprung 
0,  die  Achsen  x  und  y,  das  andere  den  Ursprung  0'  und  die 
Achsen  X  und  Y  hat,  so  nenne  man  Xq,  i/q  die  Koordinaten  von 
0'  im  ersten  Koordinatensystem,  dann  bestehen  zwischen  den 
Koordinaten  (x,  y)  und  {X,  Y)  desselben  Punktes  P  in  den  beiden 
Systemen  die  folgenden  Gleichungen: 

"  sm  {xy)  sm  {xy)  ' 

y  =  y^  +  X'^^+Y'^^- 
"       •^"  sm  (yoS)     '         sm  (t/x) 

(Formeln  für  die  Transformation  der  Koordmaten.) 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt  die  charakteristische 

Identität: 

{x  —  XqY  -f  (^  —  yoY  -\-2{x-  x^)  (y  -  y^)  cos  (xy) 

=  X2+  72  +  2Zrcos(Xr). 

Sind  die  beiden  Koordinatensysteme  rechtwinklig  und 

so  werden,  wenn  der  Winkel  (xX^  =  a  genommen  wird,  die 
Transformationsgleichungen : 

x  =  Xq  -\-  X  oosa  —  F  ^n  a, 

2/  =  2/o  +  X  sin  a  -f-  Y  cos  a, 
und  es  ist 

(x  -  x,y  +  {y-  y,y  =  Z*  +  Y\ 

Die  Substitution  ist  eine  „orthogonale". 

Wird  in  der  Ebene  ein  Punkt  0,  der  Pol,  und  eine  orien- 
tierte Gerade  x,  die  durch  0  hindurchgeht,  die  Polarachse,  fest- 
gelegt, so  ist  ein  Punkt  P  der  Ebene  bestimmt  durch  die  Ent- 
fernung OP^Q,  den  RadiusveMor,  und  den  Winkel  (p,  den  die 


r 
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in  dem  Sinn  von  0  nach  P  gekommene  Gerade  OP  mit  der  Ge- 
raden X  bildet,  die  sog.  Anomalie  oder  Winkelabszissc.  Die  Größen 
Q  und  cp  heißen  dann  die  Pölarkoordinaten    des  Punktes  P. 

Nimmt  man  außer  der  a; -Achse  noch  durch  0  eine  y- Achse 
im  Winkel  (xy)  =  y  gegen  die  a?- Achse  an,  so  werden  die  so  be- 
stimmten Parallelkoordinaten  (x,  y)  des  Punktes  P  ausgedrückt 
durch  seine  Polarkoordinaten: 


und  es  ist 


sin  (y  —  qp)  sin  cp 

°        sin  y       ^     ^        "  sin  y  ' 

Q  =  yx^  -{■  y^  -{-  2xy  cos  y . 
■jt 


Ist  insbesondere  7  =  ^  ,  so  ergibt  sich 

X  =  q  cos  9),     y  =  q  sin  (p,     9  =^  ym?  -j-  y^. 


§  3.     Koordinaten  der  Punkte  im  Baum. 

5.  Um  Koordinaten  im  Baume  einzuführen,  zieht  man  durch 
>inen  Punkt  0,  den  Ursprung,  drei  Gerade,  die  Koordinatenachsen, 
iie  man  mit  x,  y,  z  bezeichnet  und  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen 
iürfen.  Sie  bestimmen  zu.  je  zweien  drei  Ebenen,  die  Koordinaten- 
henen.  Auf  jeder  der  Achsen  wird  nach  Willkür  ein  positiver 
Uiehtimgssinn  festgelegt  und  daraus  in  jeder  der  Koordinaten- 
hcnen  ein  positiver  Drehungssinn  hergeleitet.  Nun  legt  man  durch 
rgendeinen  Punkt  P  des  Raumes  die  Parallelebenen  zu  den  Ko- 
)rdinatenebenen,  welche  die  Achsen  x,  y,  z  in  drei  Punkten  X,  Y,  Z 
ichneiden  mögen.  Dann  heißen  cartesische  Koordinaten  von  P 
Irei  Zahlen  x,  y,  0,  welche  die  drei  Strecken  OX,  OY,  OZ  der 
jröße  und  dem  Sinn  nach  bestimmen.  Umgekehrt  läßt  sich  zu 
rgend  drei  Zahlen  x,  y,  z  ein  Punkt  finden,  welcher  sie  zu  Ko- 
rdinaten  hat.  Statt  unmittelbar  die  Längen  der  Strecken  OX, 
lY,  OZ  zu  nehmen,  kann  man  auch  ihr  Verhältnis  zu  einer  auf 
eder  der  Achsen  beliebig  angenommenen  „Einheitsstrecke"  angeben. 

Wenn  die  Koordinatenachsen  aufeinander  senkrecht  stehen, 
leißen  die  Koordinaten  rechtwinklig. 

Wenn  zwei  Punkte  P'{x',y\  z'^  und  P"(x",y",z")  gegeben 
ind  und  außerdem  eine  reelle  Zahl  j«,  so  existiert  auf  der  Ge- 
aden  P'  P"  ein  und  nur  ein  Punkt  P,  für  welchen 

P'P 

r»p"  ~~  f* 
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wird,  und  zwar  sind  die  Koordinaten  dieses  Punktes 

1  +  ft 


X  ^= 


y 


Das  Koordinatensystem  kann  durch  die  drei  Winkel  {yis),  {^x), 
(xy)  charaktei'isiert  werden,  welche  seine  Achsen  miteinander 
bilden.  Es  ist  dann  das  Quadrat  des  Sinus  der  körperlichen  Ecke, 
welche  die  drei  Achsen  bilden  (d.  h.  das  Quadrat  des  sechsfachen 
Volumens  desjenigen  Tetraeders,  welches  drei  Strecken  OE^,  OE^, 
OE^  von  der  Länge  1  auf  den  positiven  Koordinatenachsen  als 
drei  Kanten  bestimmen),  gegeben  durch  den  Ausdruck 

i        1  cos  (xy)     cos  (xz) 


sin  [xyzf 


cos  iyz) 
1 


2(7 


cos  {yx)  1 

cos  izx)      cos  izy) 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich,  wenn  {yz)  +  {zx)  +  {xy) 
gesetzt  wird,  in  die  Form  bringen 

sin  {xyif  =  4  sin  ö  •  sin  [a  —  ii)Z)\  •  sin  \p  —  {zx)\  •  sin  [ö  —  {xy)\ . 

Für  den  Sinus  selbst  findet  man,  wenn  x\  y\  z  die  Normalen  auf' 
den  Koordinatenebenen  bezeichnen, 

ivcs.{xyz)  =  sin  {yz)  cos(a?Ä;')  =  sin  izx)  cos  i^jy)  -^---  sin  {xy)  q,o^{zz') 

6.  Bezeichnen  r,  s,  i,  u  vier  orientierte  Gerade  und  r' ,  s\  t' .  u 
irgend  vier  weitere,  so  gilt  die  allgemeine  Identität: 

cos(rr')     cos(sr')     cos  (tr')  cos  {ur') 

cos  (ts')  cos  (ms') 

cos  (ti')  cos  {uf) 

cos  (tu')  cos  (uu') 


cos  (>■«') 
cos  (Vi') 
cos  (ru') 


cos  (ss') 
cos  (sf) 
cos  (sw') 


0. 


i 


Hieraus  kann  man  für  die  Ilicht%m.gskosinus  einer  orientierten  Ge- 
raden r  die  Identität  ableiten: 

1  cos  (rx)     cos  (ry)     cos  (rz) 

co&(xr)  1  cos(xy)     cos  (a?;?) 

cos  (yr)     cos  (yx)  1  cos  (yz) 

cos  (zr)     cos  (zx)      cos  (zy)  1 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
sin  (yz)  cos  (xr)  =  «,  sin  (zx)  cos  (yr)  =  /3,  sin  (xy)  cos  (zr)  -    y 


=  0. 
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kann  man  diese  Identität  in  folgender  Form  schreiben: 

a*  -\-  ß^  -\-  y^  -i-  2  cos{x)ßy  -{-  2  cos («/) y a  +  2  COS  {z)aß=  sin  {xyzf. 

Pabei  bedeuten  (ic),  («/),  (ß)  die  Winkel,  welche  die  Koordinaten- 
öbenen  miteinander  bilden. 

Ferner  findet   man   für  den  Kosinus  des  Winkels  zwischen 
5wei  Geraden  r,  r': 

0  cos  (ra?)     cos  (j-y)     cos  (rs) 

cos  {xr')  1  cos  (xy)     cos  (xz) 

cos  {yr')     cos  (^yx)  1  cos  (y;s) 

i  cos  i^r')      cos  {zx)     cos  (5:«/)  1       I 

Wird   eine   orientierte  Gerade   gegeben   durch   einen  Punkt 

P'(a;',  y',  z'),  durch  den  sie  hindurchgehen  soll,  und  die  Winkel 

ft,  V,  die  sie  mit  den  Koordinatenachsen  einschließt,  so  findet 

aan  für  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  ihr  die 

arameterdarstellung 

■      x  =  x'  -\-  a  •  l,    y  ^y'  -{-  c  •  m,     z  =  z' -\- a  •  n, 
^obei  1 


JOS  {rr') 


sin  (xysy 


ain  (xyz)* 
nd  l,  m,  n  die  folgenden  Determinanten  bezeichnen: 


cos  k    cos  (xy)    cos  (xz) 
cos  (i         1  cos  (yz) 

cos  V    cos  (;?2/)         1 


1  cos  A,  cos  (xz) 
cos  (2/a;)  cos  ft  cos  (ßz) 
cos  (jsx)     cos  V  1 

1  cos  (ajy)    cos  X 

cos  (^a;)         1  cos  fi 

cos  (^^a;)     cos  {zy)    cos  v 
Das  Volumen  des  Tetraeders,  von  dem  vier  Punkte 
P{x,  y,  z) ,     Pi  (rri ,  y^ ,  z^ ,     Pg  (^2  'y%>h)>     ^3  (^s '  2^3  >  ^3) 
ie  Ecken  bilden,  ist  durch  folgenden  Ausdruck  gegeben: 

X      y      z      1 


S  =  —  \  sin  (xyz) 


Vi 
Vi 

y^ 
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Das  Vorzeichen  von  8  ist  +  oder  — ,  je  nachdem  der  Übergang 
von  P  zu  Pj  eine  positive  oder  negative  Umkreisung  der  Eichtving^ 
die  von  Pg  nach  P3  weist,  bedeutet. 

In  rechtwinkligen  Koordinaten  vereinfachen  sich  alle  Formeln. 
Der  Abstand  zweier  Punkte  P(x,  y,  z),  P'{pc',  y',  «')  wird  in  ihnen: 

pp'  =  V{p-x'y+{y-yy-v{z-zy. 

Zwischen  den  Richtungskosinus  cos  A,  cos  ft,  cos  v  einer  orientierten 
Geraden  r  besteht  die  identische  Beziehung: 

cos  A^  4-  cos  ft^  +  cos  v^  =  1 . 

Sind  cos  X\  cos  f*',  cos  v'  die  Richtungskosinus  einer  zweiten  Ge- 
raden r',  so  wird: 

cos  (rr')  =  cos  X  cos  X'  -\-  cos  ft  cos  ju.'  +  cos  v  cos  v'. 

Die  Punkte  P(x,  y,  z)  einer  orientierten  Geraden  r,  die  durch  einen: 
Punkt  P'(x',  y' ,  s')  geht  und  mit  den  Koordinatenachsen  die 
Winkel  A,  jn,  v  bildet,  sind  von  der  Form 

a;  =  aj'  -f-  s  cos  A,     y  =  y'  -{-  s  cos  ^,     z  ==  z'  -\-  s  cos  v, 

wobei  s  die  Strecke  P'P  angibt. 

Schreibt  man  die  vorstehenden  Gleichungen,  für 

l :  m  :  n  =  cos  X  :  cos  fi :  cos  v, 
in  der  Form: 

X  —  x' y — y' z — e' 

l  m  n  , 

und  fügt  ihnen  die  analogen  Gleichungen  für  eine  zweite  orien- 
tierte Gerade  r'  hinzu: 

X  —  x"       y  —  y"       e  —  z" 


V  m'  n'     ' 

so  wird  für  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Geraden: 

W  -\- mm'  -\- nn' 


cos  (rr')  = 


yz«  -f  tn«  _|-  „» .  yr  *  +  m'  *  +  n' » 
Die  Geraden  sind  parallel,  wenn 

l :  m  :  n  ==  V  :m' :  n\ 
sie  kreuzen  oder  schneiden  einander  rechtwinklig,  wenn 

W  +  mm'  -f-  nn'  ==  0. 


IP  §4 
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X 

y 

z 

1 

x^ 

Vx 

H 

1 

% 

Vi 

H 

1 

x^ 

y% 

H 

1 

§  4,    Ebenen-  und  Linienkoordinaten. 

7.  Wenn  vier  Punkte  P(a;,  y,  z\  ^-^{x^,  ^i,  &^,  ^^{x^,  y^,  «j), 
Pg  (a^-g ,  2/3 ,  %)  mit  ihren  rechtwinkligen  oder  schiefwinkligen  Koordi- 
naten gegeben  sind,  so  wird  die  Bedingung,  daß  sie  in  einer 
Ebene  liegen: 


=  0. 


Wenn  wir  die  Punkte  Pj ,  Pg  >  ^3  festhalten  und  annehmen ,  daJi 
sie  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  wird  die  vorstehende 
Sleichung  eine  lineare  Gleichung  von  der  Form 

ax  -\-  ty  -\-  cz  A-  d  =  0 . 

Jmgekehrt  liegen  die  Punkte,  deren  Koordinaten  irgendeiner 
lolchen  Gleichung  genügen,  immer  in  einer  Ebene,  jede  lineare 
leichung  in  x,  y,  z  stellt  eine  Ebene  dar.  Die  Ebene  ist  bestimmt, 
venu  von  den  Koeffizienten  a,  &,  c,  d  die  Verhältnisse  bekannt 
lind.  Diese  Koeffizienten  heißen  homogene  cartesische  Ebenen- 
•voordinaten,  und  als  inhomogene  oder  PlücJcersche  EbenenJcoordi- 
laten  werden  die  Verhältnisse 


ingefiihrt.   Schneidet  die  Ebene  die  Koordinatenachsen  in  Ä^  B,  C, 
0  wird 

111 


u  =  — 


OÄ 


OB 


00 


)er  Koordinatenursprung  0  ist  ein  singulärer  Punkt  für  diese 
Koordinaten.  Geht  die  Ebene  durch  ihn  hindurch,  so  wird  d  =  0 
md  wenigstens  eine  der  Koordinaten  unendlich.  Ist  w  =  0,  so  ist 
ie  Ebene  der  a;- Achse  parallel,  sind  v  =  0,  w  =  0,  so  ist  sie  zur 
ä;- Ebene  parallel  usw.  Die  homogenen  Ebenenkoordinaten  a,  h, 
,  d  sind,  wenn  die  Ebene  durch  die  drei  Punkte  I\,  Pg,  P3  be- 
tiinrat  ist,  den  Determinanten  der  Matrix 


x^ 

yi 

h 

1 

X, 

yt 

H 

1 

«8 

ya 

^s 

1 
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proportional.  Wenn  die  drei  Punkte  P^,  Pg,  Pg  in  einer  Geraden 
liegen,  verschwinden  die  sämtlichen  Determinanten  dieser  Matrix; 
dann  ist  durch  die  Punkte  nicht  eine  Ebene,  sondern  ein  ganzes 
Büschel  von  Ebenen  bestimmt. 

8.  Die   Verbindungslinie   zweier   Punkte   Pi{x^,  yi>  ^i)   und 
JPi{x^,  y^,  z^  wird  durch  die  Doppelgleichung  dargestellt: 

^i  —  ^1      yi  —  yt^^  —  ^i 

Macht  man 

1  =  x^—  Xy,     m^y^  —  y^,     n  =  s^  —  z^, 

so  kann  man  diese  Doppelgleichung  in  die  drei  Gleichungen  auf- 
lösen: 

p  —  ny  -\-  ms  =•  0, 

q  —  Iz    -\-  nx  =  0, 

r  —  mx  -j-ly   =0, 
aus  denen  auch  ^ 

px  -\-  qy  -\-  rz  =  0 

folgt.    Hierbei  ist  gesetzt: 

p  =  nyy  —mzy^y^z^— z^y^, 

q  ==  IZy    —  nXy  =  Zj^x^  —  x^z^, 

r==mxy  —  lyy    =  x^y,  —  y^x^. 

Die  sechs  Zahlen  l,  m,  n,  p,  q,  r  heißen  die  (homogenen)  Koordi 
naten  der  geraden  Linie.  Es  kommt  bei  der  Festlegimg  der  Ge 
raden  lediglich  auf  ihre  Verhältnisse  an,  und  zwischen  ihnen  be 
steht  die  identische  Beziehung 

Ip  -\-  mq  -\-  nr  =  0. 

Setzen  wir  rechtwinklige  Koordinaten  voraus,  so  sind  ?,  m,  n  Av 
Projektionen  der  Strecke  P1P2  ^^  ^^^  Koordinatenachsen  um 
p,  q,  r  die  Projektionen  der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks  OP^I 
auf  die  Koordinatenebenen,  die  Strecke  mit  dem  Richtungssin 
PyPi  und  die  Fläche  mit  dem  Drehungssinn  OP^P^  genommei 
Die  sechs  Größen  lassen  sich  analytisch  deuten  als  die  Detei[ 
minanten  der  zweizeiligen  Matrix 

x^     2/1     «1      1 

Xa  Va  Za  1 
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eiten  wir  aus  zwei  Punkten  is  (^»3 ,  ^g ,  ^^3) ,  -^4(^4»  ^4- ^4))  d.h. 
aus  der  Matrix 

^3     ^3     ^3     l 

*4       ^4       ^^4        1 

lie  entsprechenden  Größen  V ,  m',  n',  p',  q',  r'  her,  so  bedeutet 
iei-  Ausdruck 

(P1P2,  P3P4)  =  Ip'  +  mq'  +  nr'-{-pV  -f  gm'  +  rw'  ' 

las  sechsfache  Volumen  des  Tetraeders  P^Pg  ^3-^*45  positiv  oder 
legativ  genommen,  je  nachdem  der  Übergang  von  P^  zu  Pj  eine 
Drehung  in  positivem  oder  negativem  Sinne  um  die  Richtung  P3P4 
)edeutet.    Ist  ,/      ^  n 

[(P,P2,P3PJ  =  0, 

o  schneiden  sich  die  Linien  P^P^  ^^^  ^3^4  ^^^^  ^^^  ^^^  parallel, 
etzteres  tritt  ein,  wenn 

l :  m  :  n  =  V '.  m' :  w' 
ät. 

Legen  wir  durch  P^,  P^  irgend  zwei  Ebenen  hindurch: 

Ti)  ax    -{- by   -\- cg   4- d   =  0, 

■7t')         a'x  +  h'y  -f-  c'^  +  ^'  =  0, 

0  läßt  sich  mit  Hilfe  eines  Proportionalitätsfaktors  q  setzen: 

qI    =lc'  —  cb',         Qp  =  da' — ad', 

Qm.=  ca' — ac',         Qq  =  db' — bd', 

Qn  =  ab'  —  ba',         qv  ==  de'  —  cd'. 

'ie  Linienkoordinaten  lassen  sich  also  ebensogut  aus  den  Glei- 
liungen  zweier  Ebenen,  die  sich  in  der  Geraden  schneiden,  her- 
liten  wie  aus  den  Koordinaten  zweier  Punkte,  die  auf  der  Ge- 
iden  liegen. 

Damit  die  Ebene 

3t)         ax  -{■  by  -{-  CS  -\-  d  =  0 

irch  die  Gerade  (/,  m,  n,p,  q,  r)  hindurchgeht,  müssen  die  Glei- 
lungen  erfüllt  sein: 

Id   —  rb  -\-  qc  =  0, 

md—  pc  +  ra  =  0, 

nd  —  qa  -{-  pb  =  0, 

la   -\-  mb -\-  nc  =■=  0, 

m  denen  irgend  zwei  eine  Folge  der  übrigen  sind. 
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Die  Linienkoordinaten  sind  eingeführt  worden  von  Cayley 
(Quarterly  Journal  3  (1860)  225,  Papers  IV  446)  und  Plücker 
{Philos.  Trans.  155  (1865)  726,  Ges.  Abh.  I  470,  ausführlich 
in  der  Neuen  Geameirie  des  Baumes,  posthum  Leipzig  1868,  69.) 


§  5.    Normalform  der  Ebenengleich.ung.    Winkel  zwischen 

Ebenen. 
9.  Wenn  man  von  dem  Koordinatenursprung  0  auf  eine 
(nicht  durch  ihn  hindurchgehende)  Ebene  das  Lot  OP  fällt,  dessen 
Länge  mit  p  bezeichnet  und  der  Linie  OP  den  Sinn  gibt,  der 
von  0  nach  P  weist,  so  läßt  sich  die  Gleichung  der  Ebene  in  der 
Normalform  ansetzen: 

X  cos  {xp^  +  y  cos  {yp)  -f-  z  cos  {zp)  —  p  =  0. 

Um  die  allgemeine  Gleichungsform 

ax  -\-  hy  -\-  cz  -[■  d  =  0 


Oia,  &,  c) 


auf  diese  Normalform  zu  reduzieren,  hat  man  zu  setzen: 
0  a  h  c 

a  1  cos  (xy)     cos  (xz) 

b     cos{yx)  1  cos  (yz) 

c     cos  (zx)     cos  {zy)  1 

und  die  Gleichung  dann  zu  multiplizieren  mit 

sin  {xyz) 

so  wird 

.      ,        a  sin  (xyz) 

cos  (Xp)  =      ,  ::=r,     COS 


]/*(«,  &,C)' 


.      X       hain(xyz)  /     ^      c sin  (xyz) 


p 


d  sin  {xyz) 


y^{a,b,c) 

Sieht  man  a,  h,  c,  d  als  die  Determinanten  der  oben  (Nr.  7)  g« 
gebenen  Matrix  an,  so  ist  z.  B. 

«1     Vi     h 
d  =  —     x^     %     z^ 

^3       Vä       ^8 

d  sin  (xyz)  ==  6/S  =  2A  »p, 


Es  ist  dann 
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wenn  S  das  Volumen  des  Tetraeders  OP^P^P^  und  A  der  Inhalt 
des  Dreiecks  P^P^P^  ist.  S  und  A  sind  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen,  je  nachdem  die  Reihenfolge  P^Pg-^s  ^^^^  positive  oder 
negative  Umkreisung  der  vom  Koordinatenursprung  weg  gerich- 
teten Normale  der  Dreiecksfläche  bedeutet.     So  ergibt  sich 


indem 


Vi    h    1 

z^     x^     1 

%   yi 

1 

Vi     %     1 

,       ?>  = 

h       ^2        1 

1 

c  = 

^2      Vi 

1 

Vz     H     1 

^3       ^3        ■*• 

H     Vi 

1 

wird.     Im 

Falle  rech 
A  =  J 

twinkliger  Koorc 

linaten  wird 

_-|/a2  +  fe2  -1-  c\ 

1,  &,  c  sind  dann  die  senkrechten  Projektionen  der  doppelten 
Dreiecksfläche  auf  die  Koordinatenebenen. 

Ist  -R(X,  Y,  Z)  irgendein  Punkt  des  Raumes,  so  ergibt  sich 
■üi-  seinen  Abstand  q  von  der  betrachteten  Ebene 

q  =  —  (X  cos  (xp)  +  Y  cos  (;yp)  +  Z  cos  {z}))  —  p)  ■ 

lierbei  ist  der  Abstand  q  nach  dem  Ursprung  0  zu  positiv,  von 
lern  Ursprung  weg  negativ  gerechnet.  Die  vorige  Formel  kann 
nan,  wenn  die  Gleichung  der  Ebene 

ax  -\-  hy  -\-  cz  -\-  d  =  0 
st,  ersetzen  durch 

aX-\-hY-\-cZ-^d      .     ,       . 

5  ==  —  ./^7^-N     ■  ^^'^  ^^y^)- 

l'ür  rechtwinklige  Koordinaten  wird  sie 

10.  Wenn  eine  Ebene  durch  einen  Punkt  P^^ix^-,  2/i,  &\)  hin- 
urchgeht,  ist  ihre  Gleichung  von  der  Form: 

a{x  —  x^  +  }){y  —  y^  +  c{z  —  z^  =  0. 

)ie  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  zwei  Ebenen 

7t)         ax  -\- hy   -\- cz   -\- d    =  0, 

7t')  a' X  -\-  b'y  ■}-  c' z  -\-  d'  =  0 

Pascal,  Repertorium.  II.  2.  Aufl.  6 
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parallel  sind,  ist  ,      ,      , 

a  :  &  :  c  =  a':  &':  c  ; 

damit   sie   senkrecht   sind,    muß  unter  der  Voraussetzung  recht- 
winkliger Koordinaten 

aa'+fc&'-f  cc'=0 

sein.    Allgemein  ist  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Winkel 
zwischen  den  Ebenen  7t,  n  aus  einer  der  Gleichungen  zu  bestimmen: 

aa'  -\-  hh'  -\-cc' 

Nimmt  man  eine  dritte  Ebene 

7t")         a"x-\-h"y-^c"z^d"=-0 
hinzu  und  bezeichnet  die  Determinanten  der  Matrix 

ja       h       c       (?    jl 

ja'      h'      c'      d'  11 

I  a"     b"     c"     d'\\ 
[n  leicht  versiauaucu.  ^      ^  ..,       .     ,  ,   ,. 

^  _  Uhc),  B  =T  Symbolik  wie  folgt. 

dann  ergibt  sich:  1)  Ist  D  +  0,      ; 

j  -Do  sind 


j  ^  o  sind 


LTintrae^len  Ge.aaen  P-^'^^;^  „ptt.P  =.0,  so  sind  die 
a"ser  eeradeu  sind  testimmt  durch  d.e        v         ,  EicMungAosmus 


cos  X  :  cos  II :  cos  v 


cos  A  •  ^"'^  r 

—  0     so  gehören  ui«  vax  .    ^  parallel.     »-'''.  j 

^,,  dev  Fall,  7J„^1    Änterdete^inanten  ^"^^^  '^^2 
""tew':'«-  vierte  Ebene  ^^^  Wet; 


=  0. 
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hinzu,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  die 
jvier  Ebenen  einem  Bündel  angehören,  d.  h.  entweder  durch  den- 
selben Punkt  gehen  oder  derselben  Geraden  parallel  sind: 

ab        c        fi      \ 

a        h'       c        d' 

a"      h"      c"      d" 

in         T,  nr  ">         j  ii> 

a        0        c        a 

Der  letztere  Fall  tritt  ein,  wenn  die  aus  den  Elementen  der  drei 
ersten  Spalten  gebildeten  Unterdeterminanten  =  0  sind. 
Sind  gegeben  die  Gleichungen  für  eine  Ebene 

n)  ax  -j-  hy  -]-  cz  -{-  d  =  0 

und  eine  Gerade 

V         x  —  x'       y  —  y'      -2  —  z' 

^  l  m  w      ' 

so  ist  die  Gerade  r  zur  Ebene  n  senkrecht,  wenn 

Z :  m  :  w  —  «  :  &  :  c; 

r  ist  parallel  zu  tt,  wenn 

al  -f  hm  -\-  cn  =  0, 

und  liegt  in  tt,  wenn  außerdem 

.  -  ax' -]- hy' -\- cz' -^  d  =  0 

wrird. 

6.     Koordinatentransformation.     Polarkoordinaten. 
Projektive  Ebenenbüsehel  und  Punktreilien. 

11.  Werden  die  Punkte  des  Raumes  auf  zwei  verschiedene 
Koordinatensysteme  bezogen,  von  denen  das  eine  den  Ursprung  0, 
lie  Achsen  x,  y,  z,  das  andere  den  Ursprung  0',  die  Achsen  X, 
Y,  Z  hat,  und  nennt  man  XQ,yQ,ZQ  die  Koordinaten  von  0'  im 
jrsten  Koordinatensystem,  x\  y\  z'  die  Normalen  in  0  zu  den 
Ebenen  yZy  zx,  xy,  so  ist  die  Beziehung,  die  zwischen  den  Koordi- 
laten  (x,  y,  z)  und  {X,  Y,  Z)  desselben  Punktes  in  den  beiden 
Koordinatensystemen  besteht,  ausgedrückt  in  den  Formeln: 

_       _u  ^cos(^a;0+  rco8( Yx')  ■\-Z cosC^) 
"  cos  {xx  )  ' 


«/  =  i/o  + 


X  cos  {Xy')  +  r CDS  (Typ  -j-  Zcos  {Zy') 

COB  (yy') 
X cos  (Xz ')+  Y cos  (Yz')-\-Z cos  (Zz ') 

cos  {zz') 

6* 
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Wenn  beide  Systeme  rechtwinklig  sind,  so  werden  diese 
Formeln  einfach: 

X  =  Xf^-\-  X  cos  (Xx)  +  r  cos  ( Yx)  +  Z  cos  {Zx) , 

?/  =  2/0  +  X  cos  (Xy)  +  r  cos  (Yy)  +  Z  cos  (Zy), 

^  =  ^0  +  ^  cos  (X0)  4-  r  cos  (Yz)  +  Z  cos  (Zg). 

Setzt  man  hierbei 

I  cos  {Xx)  cos  {Yx)  cos  {Zx) 

35  =     cos  {Xy)  cos  (I'y)  cos  (Zy) 

cos  (X^;)  cos  (I^^)  cos  {Zz) 

so  ergibt  sich:  l)  Die  Quadratensumme  der  Elemente  einer  Reihe 
oder  Spalte  von  ®  ist  =  1.  2)  Die  Summe  der  Produkte  ent- 
sprechender Elemente  derselben  zwei  Reihen  oder  Spalten  ist  =  0. 
3)2)  ist  =  +  1  oder  —  1 ,  je  nachdem  die  Dreikante  der  posi- 
tiven Achsenhälften  in  beiden  Koordinatensystemen  kongruent  sind 
oder  durch  Spiegelung  auseinander  hervorgehen.  4)  Jede  ünter- 
determinante  von  35  ist  dem  Element,  dem  sie  adjungiert  ist, 
direkt  oder  entgegengesetzt  gleich,  je  nachdem  3)  = -j-  1  oder 
—  1  ist. 

12.  Nimmt  man  im  Räume  einen  Punkt  0,  den  Pol.,  eine 
orientierte  Gerade  z,  die  Polarachse ^  die  durch  0  geht,  und  eine 
Halbebene  co,  die  Polarchene^  die  durch  z  begrenzt  wird,  dann 
kann  man  jedem  Punkte  P  zuordnen:  l)  seinen  Abstand  q  von  0, 
den  liadiusveTitor ^  2)  den  Winkel  cp  zwischen  der  Halbebene,  die 
z  mit  P  verbindet,  und  der  Halbebene  co,  das  Azimut.,  3)  den 
Winkel  -9",  den  die  Richtung  von  ^  mit  der  Strecke  OP  bildet, 
die  Zenitdistanz.  Umgekehrt  ist  der  Punkt,  wenn  q,  9),  -9-  gegeben 
sind,  eindeutig  bestimmt.  Diese  Größen  heißen  dann  die  Polar- 
Jwordinaten  des  Punktes.  Sind  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  carte- 
sischen  Koordinaten  desselben  Punktes  in  dem  System,  dessen 
^;-Achse  mit  der  Polarachse  übereinstimmt  und  dessen  positive 
ic- Achse  in  die  Halbebene  co  fällt,  während  die  ^/-Achse  zu  dem 
Azimut  +  7t/2  gehört,  so  wird 

X  =  Q  sin  &  cos  qo ,     y  =  q  sin  d'  sin  cp .,     z  ^  q  cos  9 

und  umgekehrt 

Q  ==Yx^  +  y^  +  n^ ,     cos  -9  =  I ,     tang  gc  =-  |  • 

13.  Sind    ?7==0,    F=0   die   Gleichungen   zweier  Ebenen 
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7t',  7c",  so  ist  die  Gleichung  einer  Ebene  tt,  die  durch  die  Schnitt- 
linie der  beiden  ersten  hindurchgeht  oder,  wenn  diese  Ebenen 
parallel  sind,  ihnen  wieder  parallel  ist,  von  der  Form 

xZ7+  XV=0. 

U,  V  bedeuten  hierbei  lineare  Funktionen  der  Punktkoordinateu. 
Nimmt  man 

Z7  =  ä;  cos  {xp')  +  i/  cos  (^j?')  +  s  cos  (sp')  —  p', 

V  =  X  cos  {xp")  -f  ij  cos  (pp")  +  z  cos  (zp")  —  p'\ 

also  die  Gleichungen  der  Ebenen  7t',  7t"  in  der  Normalform, 
so  wird 

Bin  (ä' TT)  X 

sin  (»je")  X 

Sieht  man  aber  in  der  Gleichung 

iix  -\-  vy  -\-  ivz  -f  1  =  0 

die  Punktkoordinaten  x,  y,  z  als  fest,  dagegen  die  Ebenenkoordi- 
naten u,  V,  w  als  veränderlich  an,  so  stellt  die  Gleichung  den 
Punkt  (x,  y,  z^  dar,  indem  sie  die  Bedingung  dafür  ausdrückt, 
daß  die  Ebene  {u^  v,  tv)  durch  ihn  hindurchgeht.  Schreibt  man 
in  diesem  Sinn  die  Gleichung  kürzer  P  =  0  und  stellt  ihr  eine 
ähnliche  Gleichung  §  =  0  zur  Seite,  so  wird  durch 

xP+ A<?  =  0 

ein  Punkt  R  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  ersten  Punkte 
P,  Q  dargestellt.    Dieser  Punkt  ist  dadurch  charakterisiert,  daß 

PB-.BQ^l-.Y, 
wird. 

Nimmt  man  nun  zwei  Sbenenbüschel 

x?7-}- A7=0,  x'C7'+  A'V"=0 

oder  zwei  Pimktreihen 

xP+Ag  =  0,     x'P'+A'g'=0, 

30  stellt  man  zwischen  einem  der  linksstehenden  und  einem  der 
rechtsstehenden  Gebilde  eine  projektive  Beziehung  her,  indem  man 

X'  __  a-K-y  ßX 
x'         y  X  4-  J  i 
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ansetzt,  oder  wenn  -==  jw',  =  (i  gemacht  wii'd: 

Es  ist  aus  diesem  Ansatz,  wenn  jtt^,  ftj':  jitg,  ^^ 'i  Ms'  Ma»  Mi»  Mi 
vier  Paare  entsprechender  Parameter  sind,  sofort  herzuleiten,  daß 


Ms  —Ml 

.  Ml  —  Ml 

Ms— Ml 

.   M4  — Ml 

Ms'— Mä' 

M4  —  M* 

Ms  — M2 

H  —  l^i 

wird,  worin  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zweier  ent- 
sprechender Quadrupel  von  Elementen  in  den  beiden  projektiv  auf- 
einander bezogenen  Grundgebilden  ausgesprochen  ist.  Die  ent- 
sprechenden Betrachtungen  für  die  Ebene  sind  aus  dem  Vorstehenden 
unmittelbar  abzuleiten,  indem  man  eine  Variable  weniger  nimmt 
und  so  die  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  einer  Ebene  erhält. 
14.  Historische  und  bibliographische  Notizen.  Der  Gedanke, 
welcher  der  Anwendung  der  Koordinaten  zugrunde  liegt,  ist  sehr 
alt.  Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  der  Punkte  einer 
Kurve  stellten  bereits  die  Griechen  auf  (vgl.  Zeuthen,  Die  Kegel- 
schnitte im  Altertimi).  Die  Begriffe  Abszisse  und  Ordinate  finden 
sich  schon  im  14.  Jahrhundert  bei  Nicole  d'Oresme,  der 
darauf  seine  Theorie  der  latitudines  formarum  gründete.  Diese 
Theorie  erfuhr  nach  dem  Emporkommen  der  Algebra  eine 
systematische  Weiterbildung  im  17.  Jahrhundert.  Vieta  (1540 
bis  1603)  bestimmte  die  Punkte  einer  Geraden  dm'ch  ihre  Ab- 
szisse (Opera  mathematica  ed.  Schooten  1646),  Galilei  (1564 
bis  1642)  benutzte  das  rechtwinklige  Achsenkreuz  zur  Festlegung 
der  Punkte  im  Räume  (JJicUoghi  sopra  i  äiie  massimi  sistcnü 
1632),  Cavalieri  (1598 — 1647)  gründete  auf  den  Koordinaten- 
begriff seine  Geometrie  der  Indivisibeln  (1635)  und  Descartes 
(1596 — 1650)  führte  die  Koordinaten  als  systematisches  Hilfs- 
mittel zur  analytischen  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  ein 
(^Geometrie,  1637).  Um  die  Verbreitung  und  Ausgestaltung  der 
analytischen  Geometrie  haben  sich  nach  Fermat,  de  Witt  u.  a. 
verdient  gemacht  in  England  Newton  {Geometria  analytica  etc., 
Opera  ed.  Horsley,  Vol.  1),  in  Deutschland  Euler  {Iniroductio 
in  analysin  infinitorum,\o\.  2, 1748),  und  weiterhin  Mac  Laurin, 
Clairaut,  Gramer,  Lambert,  Lagrange,  Monge,  Gergonne, 
Lame,  Bobillier,  Moebius,  Plücker,  Jacobi,  Hesse,  Cay- 
ley,  Clebsch,  Cremona  u.  a.  m.  Vgl.  Cantor,  Gesch.  d.  Math., 
Bd.  I— IV,  Zeuthen,  Gesch.  d.  Math,  im  XVI.  v.  XVII.  Jahrh., 
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und  für  die  neuere  Zeit  Kötter,  Die  EntivicJdung  der  synthe- 
tischen Geometrie,  Math.  Ver.  5,  1901,  Fano,  Synth,  u.  anal.  Geom., 
Math.  EnsyU.  Bd.  III  1,  B  4^  Die  Ebenenkoordinaten  rühren 
von  Plücker  her,  die  Normalform  der  Gleichung  einer  Geraden 
und  einer  Ebene  von  Hesse. 

Für  die  ersten  Grundlagen  der  analytischen  Geometrie  vgl. 
man  die  Lehrbücher: 

Hesse,  Vorl.  a.  d.  analytischen  Geom.  der  gcr.  Linie,  des 
Punktes  und  des  Kreises,  4.  Aufl.  1906,  Salmon- Fiedler, 
Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  Analytische  Geometrie  des 
Baumes  (viele  Auflagen),  Baltzer,  Analytische  Geometrie  1882, 
auch  den  betr.  Abschnitt  in  desselben  Verfassers  Theorie  u.  An- 
wendung der  Determinanten,  Ganter  und  Eudio,  Elemente  der 
analytischen  Geometrie  1897, 1899  (mehrere  Neuauf  lagen),  Simon, 
Analytische  Geometrie  der  Ebene  1897,  des  Baumes  1898  (Samm- 
lung Göschen),  Schur,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  1898, 
Niewenglowski,  Cours  de  geometrie  analytique,  Paris  1894, 
Staude,  Analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie 
und  der  Ebene  1905,  d'Ovidio,  Geometria  analitica,  Torino  1903, 
endlich  nach  der  Seite  der  angewandten  Mathematik  hin:  Runge, 
Analytische  Geometrie  der  Ebene  1908. 


Kapitel  V. 
Grundlagen  der  affinen  Geometrie. 

Von  H.  Timerding  in  Straßburg. 


§  1.    Der  Desarguessclie  Satz. 

Im  vorigen  Kapitel  sind  bei  der  Behandlung  des  Koordi- 
natenbegriffes die  in  dem  ersten  Kapitel  entwickelten  Grundlagen 
der  Geometrie  in  ihrem  ganzen  Umfange  vorausgesetzt  worden, 
d.  h.  wir  haben  die  Gültigkeit  des  vollen  Axiomensystems  an- 
genommen. Wenn  dies  nun  auch  für  die  metrischen  Relationen 
der  Koordinaten  notwendig  ist,  so  erweisen  sich  doch  für  die  Be- 
gründung der  allgemeinen  inhomogenen  Koordinatengeometrie 
einzelne  unter  den  Axiomen  als  entbehrlich,  und  es  sind  neue 
prinzipielle  Aufschlüsse  zu  erwarten,  wenn  man  sich  die  Aufgabe 
stellt,  alle  überflüssigen  Voraussetzungen  abzustreifen. 

Hilbert  hat  diese  Aufgabe  für  die  Ebene  so  behandelt,  daß 
er   zunächst   nur  die  Axiome   der   Verknüpfung   und  Anordnung 
in  Verbindung  mit  dem  Desargu  es  sehen  Satze  (vgl.  S.  18  und 
S.  55)   und   dem  Parallelenaxiom   als  gültig   ansah  (Grundlagen 
der  Geom.  §  24 — 28).     Es  werden  dann  zwei  feste  Gerade  an- 
genommen ,   die    sich  in  einem  Punkte  0  schneiden  und  als  die . 
X-   und  ^-Achse   bezeichnet   werden.     Ferner  werden  auf  diesen 
Achsen  zwei  Punkte  E  und  E',  die  EinheitspunJcte,  angenommen,' 
ihre  Verbindungslinie   heißt  die  Einheitslinie.     Man  rechnet  nun 
mit  StrecJcen  auf  den  Achsen.    Von  diesen  Strecken  bildet  immer  i 
0  den  Anfangspunkt,  und  sie  heißen    einander  gleich,   irenn  die 
YerhindungsUnie  ihrer  EndpunMe  der  EinheitsUnie  xmrallel  ist.\ 
Insbesondere  nimmt  man 

0E=  0E'=1,  00  =  0. 

Aus  zwei  Strecken  OX^   x,   OY  =  y  leitet  man  einen  Punkt  P 
ab,  welcher  die  vierte  Ecke  des  durch  0,  X,   Y  bestimmten  Pa- 
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rallelogrammes  ist;  x,  y  heißen  dann  die  Koordinaten  dieses  Punktes. 
Für  die  Punkte  der  a;- Achse  wird  y  =  0,  für  die  Punkte  der 
?/- Achse  X  =  0.  Man  kann  nun  definitionsweise  annehmen,  daß 
für  die  Punkte  P  einer  Parallelen  zur  Einheitslinie 

X  -{-  y  =  const. 

wird.  Sind  insbesondere  A,  B  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit 
den  Achsen,  so  wird 

0A  =  OB  =  x-^  y. 

Ferner  wird  x  =  y  für  die  Punkte  einer  Geraden,  die  man  be- 
kommt, indem  man  den  vierten  Eckpunkt  T  des  durch  E,  0,  E' 
bestimmten  Parallelogramms  mit  0  verbindet.  Dies  ist  eine  un- 
mittelbare Folge  des  Des  arg u  esschen  Satzes. 

Die  Regel  für  die  Addition  zweier  Strecken  a,  b  auf  der  x- 
oder  2/- Achse  lautet  nun,  wie  folgt:  Man  nehme  den  Punkt,  dessen 
Koordinaten  x  =  a,  y  =  h  sind,  und  ziehe  durch  ihn  die  Parallele 
zu  der  Einheitslinie,  diese  Parallele  schneidet  auf  beiden  Achsen 
die  Strecke  a  -\- h  ab.  Aus  dem  Desarguesschen  Satz  folgt, 
daß  man,  ohne  das  Resultat  dieser  Konstruktion  zu  ändern,  statt 
des  Punktes  (a,  h)  auch  den  Punkt  {h,  a)  verwenden  kann,  daß  also 

a  -\-  h  =  h  -\-  a 

wird,  mithin  für  die  ÄddUion  das  Tcommiiiaüvc  Gesetz  gilt.  Ebenso 
beweist  man  auch  direkt  das  assoziative  Gesetz 

a  +  (&  +  c)  =  (a  +  &)  +  c. 

Nun  verändert  man  die  Einheitsstrecke  OE'  auf  der  «/-Achse, 
indem  man  dafür  eine  beliebige  andere  Strecke  OC==c  nimmt. 
Zieht  man  dann  durch  einen  beliebigen  Punkt  Ä  der  ic- Achse,  für 
den  OÄ  =  a  gesetzt  sei,  die  Parallele  zu  EC\  so  definiert  deren 
Schnittpunkt  B'  mit  der  2/- Achse  die  Strecke 

OB'=C'a. 

Zieht  man  durch  B'  die  Parallele  zu  E'E^  so  w^ird  für  deren 
Schnittpunkt  B  mit  der  a:- Achse  ebenfalls 

OB  =  C'a. 

Dann  folgt  wieder  aus  dem  Desarguesschen  Satze,  daß,  wenn 
auf  der  2/- Achse  0A'=  a,  auf  der  a;-Achse  OC  =  c  gemacht  wird, 
iie  Linien  CE'  und  BA'  parallel  werden;  die  beiden  Koordinaten- 
ichsen  können  also  bei  der  Konstruktion  des  Produktes  ihre  Rollo 
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vertauschen.   Dasselbe  Beweisverfahren  zeigt,  daß  für  diese  Multi- 
pUkatimi  das  assogiaUve  Gesetz  gilt: 

c{ha)  =  (ch)a. 

Aus  dem  De  sarg u esschen  Satz  folgt  unmittelbar:  Haben 
zwei  Parallelogi-amme  eine  Seite  gemein,  so  bilden  die  zu  dieser 

Seite  parallelen  Seiten  wieder 
die  Gegenseiten  eines  Parallelo- 
gramms. In  der  beistehenden  Figur 
sind  den  Punkten  auf  den  Achsen 
die  Strecken,  deren  Endpunkte 
sie  sind,  beigefügt.  Dabei  werde 
y' =  cy.  Die  Punkte  P  und  P' 
sollen  die  Koordinaten  x,  y  und 
X,  y  haben.  Durch  P'  ist  die  Ge- 
rade AA'  parallel  zur  Einheits- 
linie EE'  gegeben.  Dann  muß 
nach  dem  vorangestellten  Satze 
die  Linie,  die  P  mit  A  verbindet, 
parallel  zu  YXq  sein.  Daraus  folgt 
a  =  ch.  Der  Punkt  Aq  bleibt  fest, 
wenn  man  P'  auf  AA'  wandern 
Nun  muß 


Fig.  1. 


läßt.    P  durchläuft  dann  also  die  Gerade  AAq. 

X  -{-  y'  =  a 

sein,  also  folgt  durch  Einsetzen  des  Wertes  von  y' 

X  -\-  cy  =  a, 

und  damit  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie  gefunden.  Es  is 
jetzt  leicht  zu  zeigen,  daß,  falls  die  Gerade  durch  0  geht,  für  di 
Koordinaten  x,  y  ihrer  Punkte  eine  Gleichung  von  der  Form 

X  =  cy 

gilt.    Ebenfalls  ist  es  nicht  schwer,  für  die  Multiplikation  auch' 
die  Gültigkeit  der  beiden  distributiven  Gesetze  nachzuweisen: 

c(a  -\-  h)  =  ca  -{-  c6,     (a  -\-  b)c  =  ac  -f  hc. 

Dagegen  ist  die  Gültigkeit  des  kommutativen  Gesetzes  nicht  zu 
beweisen.  Die  so  begründete  Streckenrechnung  erlaubt,  die  Ge- 
samtheit der  verschiedenen  Strecken  aufzufassen  als  ein  Zahlen- 
system, das  Hilbert  ein  Desaryitessches  Zahlensystem  nennt. 
Dieses   Zahlensystem   gestattet,   wie  Hilbert  nachgewiesen  hat, 
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'den  Aufbau  einer  räumlichen  Geometrie,  bei  der  die  Koordinaten 
der  Punkte  und  Ebenen  Zahlen  des  Systems  sind,  und  in  der  die 
sämtlichen  Axiome  der  Anordnung  und  Verknüpfung  mit  Ein- 
schluß der  räumlichen  Axiome  erfüllt  sind.  Es  ergibt  sich  so  der 
wichtige  Satz:  Es  seien  in  einer  ebenen  Geometrie  die  Axiome 
\der  Verknüpfung  und  Anordnung  samt  dem  Parallelenaxiom  er- 
Vfüllt.  Bann  ist  die  GitUigJceit  des  Desarguesschen  Satzes  die 
Bedingung  dafür,  daß  diese  ebene  Geometrie  sich  als  Teil  einer 
räumlichen  Geometrie  auffassen  läßt,  in  ivelcher  die  sämtlichen 
Axiome  der  Anordnung  und  Verhiüpfung  mitsamt  dem  Parallelen- 
axiom erfüllt  sind.  Anderseits  Mnn  der  Des argues sehe  Satz  aus 
dieser  räumlichen  Geometrie  geivonnen  werden,  indem  man  zwei 
perspelctive  Dreiecke,  die  in  parallelen  Ebenen  liegen,  durch  parallele 
Strahlen  auf  eine  Ebene  projizieH.  Es  ergibt  sich  so:  Der  Des- 
arguessche  Satz  Jcennzeichnct  sich  gewissermaßen  als  das  Resultat 
der  Elimination  der  räumlichen  Axiome.  (Hubert,  Grundlagen 
§30.) 

Wir  nehmen  nun  auch  das  lommutative  Gesetz  in  der  Form 

Cfl    =F=    flC 

als  gültig  an  und  suchen  die  Aussage  dieser  Gleichung  geometrisch 

auszudrücken.     Dies    ist    in    der    beistehenden  Figur   geschehen. 

Um   OB'  =  ca    zu    konstruieren, 

ist  AB'\\EC'  gezogen,    und    um 

OB'==ac  zu  finden,  ist  GB'\EÄ 

gezogen.   Außerdem  ist  CC'\AA', 

and    die   Aussage    des    Satzes    ist 

lichts  anderes  wie  der  Pascalsche 

Satz  in   seiner   speziellen   Formu- 

ierung  (s.  S.  18).     Die  Gültigkeit 

ies  kommutativen  Gesetzes  ist  also 

jh  ichbedeutend   mit    der  Annahme   ^ 

ies    Pascal  sehen    Satzes.     Setzen 

(vir  diesen  als   richtig  voraus,   so 

gelangen  wir  zu  einer  Geometrie,   die  wir  als   affine  Geometrie 

:u  bezeichnen  haben,  und  welche  mit  der  in  Kap.  II  unter  dieser 

Bezeichnung  eingeführten  Geometrie  identisch  ist. 

§  2.    Die  Pascalsche  Geometrie. 
Die  Annahme  des  Pascal  sehen  Satzes  und  damit  des  kom- 
nutativen   Gesetzes  bei  der  Streckenmultiplikation  gestattet  die 
Einführung  des  Quotienten  zweier  Strecken  0A'=  a,   OB'=b, 


ac^o(tß'. 
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die  wir  zunächst  auf  der  y-Achse  annehmen.  Dieser  Quotient  q 
ist  definiert  durch  die  Gleichung 

qb  =  a . 
Wir  schreiben  ihn 

_  rt  _  Oä' 
^~  b  ~  'ÖW  ' 

Nach  der  Definitionsgleichung  können  wir  q  deuten  als  eine  Strecke 
OQ  der  o;- Achse;  man  bekommt  sie,  indem  man  B'  mit  E  ver- 
bindet und  zu  dieser  Linie  die  Parallele  durch  Ä  zieht,  diesfr 
schneidet  Q  aus.  Demnach  gelten  für  die  Streckenquotienten  die- 
selben Rechenregeln  wie  für  die  Strecken.  Die  Strecken quotienten 
können  auch  auf  die  a;-Achse  übertragen  werden,  indem  man  zv/ei 
Streckenquotienten  auf  verschiedenen  Achsen  als  gleich  ansieht, 
wenn  die  Endpunkte  der  Strecken  auf  zwei  Parallelen  zur  Einheits- 
geraden liegen.  Sie  sind  dann  aber,  wie  sich  aus  demDesargues- 
schen  Satz  ergibt,  immer  gleich,  wenn  die  Endpunkte  auf  irgend 
zwei  zueinander  parallelen  Linien  liegen.  Um  also  zu  entscheiden, 
ob  zwei  Streckenquotienten  auf  derselben  Achse  gleich  sind,  zieht 
man  durch  die  Endpunkte  der  Strecken  des  einen  Quotienten  irgend 
zwei  Parallele,  deren  Schnittpunkte  mit  der  anderen  Achse  ver- 
bindet man  mit  den  Endpunkten  der  Strecken  des  zweiten  Quo- 
tienten, sind  diese  Verbindungslinien  wieder  parallel,  so  sind  die 
Quotienten  gleich.  Man  führt  die  Quotienten  auf  eine  Strecke  der 
Achse,  auf  die  sie  sich  beziehen,  zurück  auf  Grund  der  Gleichung 

a 

Man  leitet  nun  aus  zwei  Strecken  OÄ,  OB  der  ic-Achse  eino 
Strecke  mit  dem  Anfangspunkt  A  und  dem  Endpunkt  B  ab,  in- 
dem man 

AB  ==  OB  -  OA 

setzt.     Wird   QA:QB  =  X  und    OA^x^,   OB  =  x^,    OQ  =^  x 

gesetzt,  so  ergibt  sich  X  =  {x^  —  x)  :  (ifg  —  x)  und  somit 

(1)  ^  =  -Y-r  • 

Um  jetzt  zu  entscheiden,  ob  zwei  Strecken  AB,  CD  der  ic- Achse« 
gleich  sind,  zieht  man  durch  A,  B  zwei  parallele  Linien,  deren 
Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Parallelen  zur  rr- Achse  ver- 
bindet man  mit  C  und  2),  sind  diese  Linien  wieder  parallel,  so  ist! 

AB=  CD. 


1^ 
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Wir  gehen  nun  auf  die  gefundene  Gleichung  x  -{-  cy  =  a 
einer  Geraden  mit  den  Achsenabschnitten  a,  h  zurück,  die  wir,  da 
cb  =  a  war,  jetzt  schreiben 

(2)  x  +  jy^a. 

Hat  eine  hierzu  parallele  Gerade  die  Achsenabschnitte  a^,  6^,  so 
jwird  a^ :  &i  =  a  :  &,  und  somit  lautet  die  Gleichung  dieser  zweiten 
Geraden 

r     « 

^+    77  2/  =  ^1. 


ie  unterscheidet  sich  demnach  von  der  vorhergehenden  nur  im 
konstanten  Gliede.  Wird  Oj^  =  0,  so  geht  die  Gerade  durch  den 
Jrsprung  0. 

Sind  nun  ar^,  x^  die  a;- Koordinaten  zweier  Punkte  auf  der 
eraden,  deren  Gleichung  lautet:  x  -{-  cy  ^  a^  so  werden  die  zu- 


gehörigen ^/-Koordinaten  y^^  =  — 
iicksichtigung  dieser  Werte  wird 

3) 


x  = 


-X 


y  = 


2/2 


1  —  ;. 


«, 


,  und  unter  Be- 


)ies   ist   die   schon   im   vorigen  Kapitel   aufgestellte  Parameter- 
arstellung  der  Geraden.    Wir  wollen 
ui'ch  die  drei  so  gefundenen  Punkte 

i(^i2/i),  _A(a^2i/2)>  K^^  y)  einei"  g^- 
den  Linie  drei  zueinander  parallele 
erade  p^,  p^-,  p  ziehen.  Deren  Ab- 
shnitte  a^ ,  «g ,  a  auf  der  ar-Achse  sind 
ann  nach  dem  oben  Gefundenen  durch 
rei  Gleichungen  gegeben: 

«1  =  ^1  +  ^J/i» 


^2    I    hVi^ 


X  -\-  .y 


Fig.  3. 


rageii  wir  hierin  die  vorstehenden  Werte  für  x,  y  ein,  so  wird 
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Sind  also  A^,  A^^  A  die  Punkte,  in  denen  die  Cjeraden  die 
aj- Achse  treffen,  so  wird 

^~  aaV 

Dies  Verhältnis  ist  demnach  dasselbe,  wie  auch  die  parallelen  Ge- 
raden Pi ,  i?2 )  -P  durch  die  Punkte  P^ ,  Pg  ?  ^  gezogen  werden  mögen, 
und  ist  jedesmal  gleich  dem  entsprechenden  Verhältnisse,  das  die 
Schnittpunkte  der  Parallelen  p^ ,P-2,P  mit  der  ^- Achse  bestimmen 
Wir  setzen  nun 

A  =  (^^)     oder  kürzer     X  =  (PPiPg) 

und  definieren  so  den  Streckenquotienten  auf  einer  beliebigen  Ge- 
raden der  Ebene. 

Schneiden  wir  die  Parallelen  p^^ p^-, p  durch  irgendeine  neu« 
Gerade  in  Q^^  Q^^  Q,  so  wird 

Die  Verhältnisse  zweier  PunMctripel,  die  aus  zwei  Geraden  durch 
parallele  Linien  ausgeschnitten  werden,  sind  gleich. 

Ferner  gilt  der  Satz:  Sind  PP^,  P2P3  "vier  Punkte  einer  Ge- 
raden, und  wird 


so  wird 


\PPj'     ^        \PPj 


^■^■-m 


Sind  dagegen  auf  einer  Geraden  ^  die  Quotienten  A,  X '  ge- 
geben in  der  Form 

A  =  (P,PP2),     A'=(P,P'P,), 
sc  gelangt  man  zu  dem  Quotienten 

A-A'=(P,P"P2), 

indem  man  auf  einer  zweiten  Geraden  q  durch  P^  die  Punkte  Q^,  ^ 
so  annimmt,  daß  P^Q^\PQ  wird.  Dann  ist  P"  dadurch  bestimmt 
daß  P"^!|P'(?2  wird. 

Dem  Streckenquotienten  kann  man  den  Flüclienquoiienten  ar 
die  Seite  stellen.  Sind  P^ix^^y^),  P^ix^,!/^),  Psi^»,  1/3)  ^rgenc 
drei  Punkte  der  Ebene,  so  definieren  wir  als  den  Flächenquotientei 
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ies  Dreiecks  P^P^P^   und  des   Grunddreiecks  OEF/  die  Deter- 
minante 

[st  der  gleiche  Quotient  für  ein  weiteres  Dreieck  Q^  Q^  Q^  gebildet, 
30  nehmen  wir  für  den  Flächen quotienten  der  beiden  Dreiecke 

So  läßt  sich  die  affine  analytische  Geometrie  für  die  Ebene 
begründen  ohne  Heranziehung  des  Archimedischen  Axioms  oder 
jines  Stetigkeitsaxioms  auf  alleiniger  Grundlage  der  graphischen 
Axiome  für  die  Ebene,  des  Parallelenaxioms  und  des  Pascalschen 
5atzes  für  zwei  Gerade,  Wie  nämlich  Hessenberg  gezeigt  hat 
Math.  Ann.  Gl  (1905),  162),  ist  der  Desarguessche  Satz  eine 
rolge  der  ebenen  Axiome  und  des  Pascalschen  Satzes.  So  ist 
iie  Bezeichnung  als  Pascalsche  Geomelrie  in  der  Tat  gerecht- 
erticrt. 


§  3.    Affinitäten. 

Wenn  zwei  Ebenen  affin  aufeinander  bezogen  sind,  so  ent- 
pricht  erstens  jedem  Punkt  der  einen  Ebene  ein  Punkt  der  anderen 
b(me,  giveitens  entsprechen  den  Punkten  einer  Geraden  immer 
deder  die  Punkte  einer  Geraden,  und  drittens  sind  auf  diese  Weise 
arallelen  Geraden  immer  wieder  parallele  Gerade  zugeordnet. 

Wird  in  jeder  der  beiden  Ebenen  ein  Koordinatensystem  ein- 
efiihrt,  sind  x,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  P  der  ersten  Ebene, 
',  //  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  P'  der  zweiten 
ibene,  so  wird  die  Affinität  analytisch  dargestellt  durch  zwei 
leichungen  von  folgender  Form : 

y  =  \  +  \x+h^y. 

ierbei  haben  wir  die  Determinante 

A  ==  ai&a  —  Ogfei 

ji  )n  Null  verschieden  vorauszusetzen. 

f        Wählt  man  die  Koordinatensysteme  insbesondere  so,  daß  ihre 
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Achsen  zwei  Paare  entsprechender  Geraden  bilden,  so  lauten  die 
Gleichungen  der  Affinität  einfach 

(b)  X  =  ax,     y  =  hy. 

Durch  geeignete  Wahl  der  Einheitsstrecken  kann  man  diese  Glei- 
chungen noch  reduzieren  auf 

(c)  x'=  X,     y'=  y. 

Die  allgemeine  affine  Beziehung  entsteht  also,  ivcnn  man  in  zwei 
Ebenen  allgemeine  inhomogene  Jcartesische  Koordinaten  einführt  und 
PunMe  mit  gleichen  Koordinaten  einander  entsprechen  läßt. 

Hieraus  folgt  sofort:  Die  Verhältnisse  homologer  PunMttripel 
auf  zwei  entsprechenden  Geraden  der  affinen  Ebenen  sind  gleich. 
Diesen  Satz  drückt  man  auch  so  aus:  Entsprechende  PunJctreihen 
in  den  beiden  Ebenen  sind  ähnlich.  Ferner  ergibt  sich:  Der  Flächen- 
quotient zweier  Dreiecl(e  der  einen  Ebene  ist  gleich  dem  Flächen- 
quotient der  entsprechenden  Dreiecke  in  der  anderen  FJbcne. 

Um  zwei  ebene  Felder  affin  aufeinander  zu  beziehen,  kann 
man  in  jedem  von  ihnen  ein  eigentliches  Dreieck  beliebig  an- 
nehmen und  den  Eckpunkten  des  einen  Dreiecks  die  des  anderen 
in  beliebiger  Eeihenfolge  als  entsprechende  Punkte  zuweisen. 

Suchen  wir  nun  die  metrischen  Eigenschaften  der  Affinitäi, 
so  haben  wir  entweder  zu  den  für  die  affine  Geometrie  ange- 
nommenen Axiomen  auch  noch  die  Axiome  der  Kongruenz-Geometrie 
hinzuzufügen  oder  die  Metrik  in  die  affine  Geometrie  definitions-i 
mäßig  einzuführen. 

Von  den  verschiedenen  Wegen,  auf  denen  sich  das  letztere 
erreichen  läßt,  wollen  wir  nur  das  Verfahren  erwähnen,  das  aufl 
der  Verwendung  einer  Eichkurve  (nach  Minkowskis  Ausdruck)^ 
beruht.  Hierfür  haben  wir  eine  geschlossene,  konvexe  Kurve,  die 
in  0  einen  Mittelpunkt  besitzt  und  durch  E  und  E'  geht,  zu  nehmen 
Um  nun  die  Fhitfernung  zweier  Punkte  P,  P^  zu  bestimmen 
zeichnen  wir  das  Parallelogramm  OPP^P'  und  suchen  den  Schnitt- 
punkt Pq  der  Strecke  OP'  oder  ihrer  Verlängerung  über  P'  hinaua 
mit  der  Eichkurve,  so  ist  die  gesuchte  Entfernung 

PP,  =  {OP'P,). 

Dann  folgt  unmittelbar  (aus  dem  Desargues sehen  Satz)  di« 
Gleichheit  der  Gegenseiten  eines  Parallelogramms. 

Wir  wählen  nun  für  die  Eichkurve  eine  Eillipse  (vgl.  Kap.  X) 
deren  Gleichung  lauten  wird: 

x^  -\-  y'^  -\-  "^Ixy  =  1, 
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mit   der   Bedingung  A^  <C  1-     Daraus    ergibt   sich   für   die    Ent- 
fernung r  der  Punkte  P(x, «/),  A(a^n  ?/i)' 

r^  =  {x,  -  xY  +  (y^  —  ijf  +  2X{xj^  -  x)  (y^  -  y). 

Dieser  Ausdruck  erlaubt,  den  Winkel  cp   zwischen  PP^^  und  PP.^ 
durch  die  Gleichung 

2PPi  .  PP^  •  cos  g)  =  PP^^  -f-  PP^^  -  P^P^^ 

oder,  wenn  OP'  t^PP^,  OP"  V,  PP^,  durch  die  Gleichung 

2  OP'  •  OP"  •  cos  9?  =  OP'2  +  OP"^  -  P'P"^, 

zu  definieren.    In  der  Tat  ergibt  sich,  wenn  x,  y  die  Koordinaten 
von  P',  Xy ,  2/i  die  von  P"  sind, 


cos  qp  = 


Vx'-\-y'-{-2Xxy-  Yxi  +  ^/f  +  2lx,y, 


was  für  A  =  cos  (x  y)  mit  den  Formeln  des  vorigen  Kapitels  über- 
einstimmt. Den  Nachweis,  daß  hieraus  dann  die  ganze  metrische 
Geometrie  fließt,  können  wir  übergehen,  und  wollen  nun  den 
metrischen  Charakter  und  die  (der  der  Kegelschnitte  analoge) 
metrische  Klassifikation  der  Affinitäten  kurz  behandeln.  Es  er- 
gibt sich  zunächst: 

Die  Abstände  aller  Punkte  der  einen  Ebene  von  einer  geraden 
Linie  in  ihr  stehen  zu  den  Abständen  der  entsprechenden  Punkte 
von  der  entsprechenden  Geraden  der  anderen  Ebene  in  demselben 
Verhältnis. 

Sind  g,  g  zwei  einander  zugeordnete  Geraden  in  den  affinen 
Ebenen,  so  hat  die  Entfernung  zweier  Punkte  auf  g  zu  der  Ent- 
fernung der  entsprechenden  Punkte  auf  g  immer  dasselbe  Verhält- 
nis, wie  auch  die  beiden  Punkte  auf  g  angenommen  werden  mögen. 

Aus  den  angeführten  Sätzen  folgt:  In  affinen  ehernen  Feldetn 
stehen  je  zwei  homologe  Fläch cnstücke  in  Jconstantem  Verhältnis  zu- 
einander. 

Sind  insbesondere  homologe  Flächenstücke  inhaltsgleich,  so 
heißt  die  affine  Beziehung  der  beiden  ebenen  Felder  eine  Gleichheit. 

Durch  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Ebenen  gehen 
im  allgemeinen  zwei  und  nur  zwei  Paare  zueinander  senkrechter 
Geraden,  die  einander  in  der  Affinität  entsprechen.  Es  ist  also 
möglich,  in  den  beiden  Ebenen  zwei  rechtwinklige  Koordinaten- 
systeme so  anzunehmen,  daß  die  Affinität  in  der  Form  (b)  dar- 
stellbar ist.  Dies  ist,  von  Parallelverschiebungen  abgesehen,  im 
allgemeinen  auch  nur  auf  eine  Art  möglich.    Ist  es  auf  zwei  Arten 
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möglich,  so  entspreclien  jedem  Paar  senkrechter  Geraden  der  einen. 
Ebene  wieder  zwei  senkrechte  Geraden  in  der  anderen  Ebene,  und 
irgend  zwei  entsprechende  Geradenpaare  schließen  gleiche  Winkel 
ein.  Die  Affinität  heißt  in  diesem  Falle  eine  Ähnliclikeit.  Das 
Verhältnis  der  Längen  zweier  entsprechenden  Strecken  ist  dann 
dasselbe  für  alle  Strecken. 

Denken  wir  uns  die  beiden  affinen  Felder  aufeinander  gelegt, 
so  läßt  sich  die  Affinität,  wenn  wir  die  Punkte  beider  Felder  auf 
dasselbe  Koordinatensystem  beziehen  wollen,  zunächst  nur  in  der 
allgemeinen  Form  (a)  darstellen.  Wir  haben  sie  jetzt  zu  deuten 
als  eine  Transformation^  bei  der  die  Punkte  innerhalb  ihrer  Ebene 
eine  Veränderung  erleiden. 

Dann  gründet  sich  eine  Klassifikation  der  affinen  Transfor- 
mationen auf  die  Frage  nach  den  Punkten,  die  bei  ihnen  ungeändert 
bleiben.  Setzen  wir  in  den  Gleichungen  (a)  x  =  x,  y  =  y,  so  er- 
geben sie: 

(%  —  l)x  4-  «2?/  +  ao  =  0, 

\x  +  {\-  l)y  +6o  =  0. 

Diese  Gleichungen  gestatten  ein  einziges  Lösungssystem  (a;,  y^ 
dann  und  nur  dann,  wenn  die  Diskriminante 

D=={a,-l)(b,-l)-a,h, 

nicht  verschwindet.  Der  so  bestimmte  Punkt  ist  der  einzige 
Punkt,  der  bei  der  Transformation  ungeändert  bleibt,  und  heißt 
das  Zentrum  der  Transformation.  Wählen  wir  ihn  zum  Koordi- 
natenursprung, so  verschwinden  aus  den  Transformationsgleichungen 
die  konstanten  Glieder  a^,  &q,  sie  werden  also 

(d)  x'==  a^a;  -f  ag^,     «/'=  \x  -f  b^y. 

Eine  Gerade,  die  in  sich  selbst  transformiert  wird,  muß  durch  das 
Zentrum  gehen.  Wir  finden  sie,  indem  wir  in  (d)  x'=Xx,  y'=ly 
machen.     So  erhalten  wir  für  l  die  quadratische  Gleichung 

(«1  —  ^)  (h  —  ^)  —  «2^1  =  0, 
deren  Diskriminante  lautet: 

S)  =  (a, -&2)2_4a2&i. 

Ist  S)  >  0,  so  hat  die  Transformation  zwei  reelle  Achsen,  die  in 
sich  transformiert  werden.  Wählen  wir  diese  zu  Koordinaten- 
achsen, so  werden  die  Gleichungen  der  Transformation  einfach 

(«)  x'=  ax,     /=  ßy, 
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wobei  ß ,  /5  =4=  0   und  =|=  1 ,   außerdem  «  =H  ^  vorauszusetzen  ist. 
Für   ®  =  0   erhält  man   die   folgenden    Gleichungen,    in   denen 
a  4=  1  ist: 
(/3)  a;'=  ax,     y  =  ßx  +  ay. 

In  diesem  Falle  ist  die  «/-Achse  die  einzige  Achse  der  Transfor- 
mation. Nur  wenn  /3  ==  0  ist,  wird  jede  Gerade  durch  das  Zen- 
trum in  sich  transformiert.  Die  Transformation  heißt  dann  homo- 
thetisch.  Entsprechende  Figuren  sind  ähnlich  und  in  ähnlicher 
Lage.    Der  Koordinatenursprung  ist  der  Ahnlichkeitspunkt. 

Ist  5!)  <  0,  so  wird  die  einfachste  Gleichungsform  für  die 
Transformation : 

(y)  a;'=  ax  —  ßy,     y -=  ßx  +  ay. 

Die  Gleichungen  stellen  eine  Ähnlichkeitstransformation  dar,  wenn 
das   zugrunde  gelegte   Koordinatensystem   ein  rechtwinkliges  ist. 
Wii-d  Z)  =  0,  so  erhält  man  zunächst  die  Transformationen, 
deren  einfachste  Gleichungsform  lautet: 

(d)        x  =  x-\-  a,     y'^ßy     (a  +  0,  ^  +  1  und  +  0). 

Kein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  geht  in  sich  über,  und  nur 
die  a;- Achse  wird  in  sich  transformiert.  Die  Geraden,  die  zu  ihr, 
und  diejenigen,  die  zur  «/- Achse  parallel  sind,  werden  jedesmal  in 
eine  parallele  Gerade  übergeführt. 

Nimmt  man  aber  a  =  0,  so  bleiben  alle  Punkte  der  ic-Achse 
bei  der  Ti'ansformation  ungeändert,  und  alle  Parallelen  zur^Z-Achse 
werden  in  sich  transformiert.  Derselbe  Fall  liegt  auch  vor,  wenn 
man  von  den  allgemeineren  Gleichungen 

(0  x  =  x,     y  ^  ax -\- ßy -\- y 

ausgeht  und  |3  =4=  1  und  =4=  0  voraussetzt.  Die  Achse  der  Affinität, 
deren  Punkte  ungeändert  bleiben,  wird  dann  durch  die  Gleichung 
gegeben : 

ax-^{ß-l)y  +  y  =  0. 

Der  letzte  Typus  affiner  Transformationen  wird  durch  die 
Gleichungen 
(0  x'=x-\ra,     y'=y^l 

repräsentiert.  Dies  sind  die  Translationen,  bei  denen  alle  Punkte 
um  gleiche  Strecken  in  der  gleichen  Richtung  verschoben  werden. 
Die  Translationen  sind  ein  besonderer  Fall  der  Kongruenzen,  d.  h. 
der  Affinitäten,  die  Gleichheit  und  Ähnlichkeit  vereinigen.    Die 
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Gleicliungen  der  Kongruenzen  erhalten  unter  der  Voraussetzung 
rechüvinkliger  Koordinaten  eine  der  folgenden  beiden  Formen: 

(tj)  a/=  a-^  ax-  /3y,     y'=  h  -^  ßx  ^  ay,         ,        ^. 

(■&)  x  =  a  -{-  ax  -\-  ßy,     y  =  h  -\-  ßx  —  ay, 

wobei  a^  -{-  ß^  =  1  anzunehmen  ist.  Die  Gleichungen  (?;)  re- 
präsentieren die  einfachen  Drehungen,  die  Gleichungen  (ß-)  die 
Drehspicgehmgen. 

Eine  affine  Transformation  des  Raumes  wird  unter  der 
Voraussetzung  beliebiger-  inhomogener  Koordinaten  durch  drei 
Gleichungen  von  folgender  Form  dai*gestellt: 

a;'=  «0  -{-  a^x  i-  a^y  +  a^z, 

y  =  &o  +  ^1«  +  hy  +  h^^ 
/=  Co'+  c^x  +  c^y  4-  %z, 

wenn  (x,  y,  z)  und  {x',  y ,  z')  zwei  entsprechende  Punkte  sind.  Die 
Beziehung  ist  wieder  wechselweise  eindeutig.  Den  Punkten  einer 
Geraden  entsprechen  die  Punkte  einer  Geraden,  und  zwar  sind 
die  beiden  Punktreihen  ähnlich.  Den  Punkten  einer  Ebene  ent- 
sprechen die  Punkte  einer  Ebene,  und  die  beiden  Punktfelder  sind 
affin  aufeinander  bezogen.  Einander  entsprechende  Raumstücke 
stehen  in  konstantem  Volunwerhältnis ,  oder  zwei  beliebige  Raum- 
stücke  verhalten  sich  zueinander  wie  die  liaumstücke,  in  die  sie 
durch  die  Transformation  übergehen.  Der  Beweis  dieses  Satzes 
kann  auf  den  anderen  Satz  gegründet  werden:  Die  Abstände  der 
Punkte  des  Raumes  von  einer  Ebene  sind  den  Abständen  der  ent- 
sprechenden Punkte  von  der  entsprechenden  Ebene  proportional. 
Die  Affinität  wird  zur  ÄhnlichJceit,  wenn  drei  nicht  parallele 
imd  damit  alle  ebenen  Punktfelder  in  ähnliche  Punktfelder  trans- 
formiert werden,  wenn  also  alle  Winkel  ungeändert  bleiben.  Ist 
eine  Affinität  keine  Ähnlichkeit,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  drei  zueinander  senkrechte  Achsen,  denen  wieder  drei  zu- 
einander senkrechte  Achsen  entsprechen.  Daraus  folgt,  wenn  wir 
eine  Transformation,  die  in  einem  rechtwinkligen  Koordinaten- 
system durch  die  Gleichungen 

x'=  ax,     y  =  by,     /=  cz 

dargestellt  wird,  als  eine  Grundtransformation  bezeichnen,  der 
vielbenutzte  Satz:  Eine  beliebige  affine  Transformation  läßt  sich 
zusammensetzen  aus  einer  Bewegung  und  einer  Grundtransfor- 
mation.   Eine  Bewegung  ist  hierbei  definiert  als  eine  Ähnlichkeits- 
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transformation ,  bei  der  entsprechende  Raumstücke  gleiches  und 
gleich  bezeichnetes  Volumen  haben. 

Die  Klassifikation  der  affinen  Raumtransformationen  gründet 
sich  auf  die  Matrix 


Cj  Cg  C3  1        Cq 

Die  aus  den  ersten  drei  Spalten  dieser  Matrix  gebildete  Deter- 
minante wollen  wir  mit  D  bezeichnen.  Dann  ist  D  =4=  0  die  Be- 
dingung dafür,  daß  ein  Zentrum  der  Transformation  existiert, 
d.  h.  daß  ein  einziger  im  Endlichen  gelegener  Punkt  bei  ihr  un- 
geändert  bleibt.  Wird  D  =  0,  ohne  daß  die  übrigen  Determinanten 
der  Matrix  verschwinden,  so  bleibt  kein  Punkt  im  Endlichen  un- 
geändert^  und  eine  gerade  Linie  wird  in  sich  transformiert,  während 
alle  zu  ihr  parallelen  Linien  wieder  in  solche  parallelen  Linien 
übergehen.  Sind  alle  Determinanten  der  Matrix  Null,  so  bleiben 
alle  Punkte  einer  geraden  Linie  ungeändert.  Verschwinden  aber 
diese  Determinanten  dadurch,  daß  D  mit  allen  Unterdeterminanten 
verschwindet,  so  gibt  es  eine  Schar  paralleler  Ebenen,  die  in- 
einander übergehen,  und  unter  ihnen  im  allgemeinen  eine,  die  in 
sich  transformiert  wird.  Alle  Geraden  in  diesen  Ebenen  ändern 
bei  der  Transformation  ihre  Richtung  nicht.  Verschwinden  alle 
Deteiminanten  der  Matrix  mit  ihren  ünterdeterminanten,  so  bleiben 
alle  Punkte  einer  bestimmten  Ebene  ungeändert,  und  die  affine 
Transformation  läßt  sich  herstellen,  indem  man  alle  Punkte  in 
einer  bestimmten  Richtung  so  verschiebt,  daß  ihre  Abstände  von 
der  festen  Ebene  in  einem  konstanten  Verhältnis  verändert  werden. 
Wenn  schließlich  die  sämtlichen  Elemente  der  Detei-minaute  D 
verschwinden,  so  reduziert  die  Affinität  sich  auf  eine  Translation^ 
d.  h.  alle  Punkte  werden  in  gleicher  Richtung  um  gleiche  Strecken 
verschoben. 

Die  Lehre  von  der  Affinität  ist  durch  Euler  begründet 
worden  (Introduciio  in  analysin  infinitorum,  Vol.  2,  Cap.  18).  Für 
ihre  Ausbildung  waren  von  besonderer  Bedeutung  Moebius'  Bary- 
centrischer  Calcul,  1827,  und  Magnus'  Sammlung  von  Aufgaben 
aus  der  analytischen  Geometrie,  1833  und  1837.  Die  affine  Geo- 
metrie ist  aber  gegenüber  der  projektiven  Geometrie  sehr  ver- 
nachlässigt worden  und  unter  den  Lehrbüchern  hat  sie  erst  wieder 
Heffter  und  Köhlers  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  zu 
ihrem  Recht  kommen  lassen. 


Kapitel  VI. 
Grundlagen  der  projektiven  Greometrie. 

Von  G.  Guareschi  in  Pavia.') 


§  1.    Uneigentliclie  Elemente. 
Das  Axiomensystem  der  projektiven  Geometrie. 

Der  Grundgedanke,  von  dem  die  projektive  Geometrie  aus- 
geht, ist  der,  die  Begiiffsbestimmungen  so  zu  modifizieren,  daß 
aus  den  Axiomen  die  durch  das  Parallelenaxiom  bedingten  Be- 
sonderheiten verschwinden  uud  den  Aussagen  „Zwei  Punkte  be- 
stimmen eine  Gerade",  „Drei  Punkte,  die  keiner  Geraden  an- 
gehören, bestimmen  eine  Ebene"  die  Aussagen  ausnahmelos  gegen- 
übergestellt werden  können:  „Zwei  Ebenen  bestimmen  eine  Gerade", 
„Drei  Ebenen,  die  nicht  eine  Gerade  gemein  haben,  bestimmen 
einen  Punkt"  oder  auch  „Zwei  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen, 
bestimmen  einen  Punkt".  Diese  Begrifi'serweiterung  geschah  auf 
Grund  des  Parallelenaxioms  1639  durch  Desargues  (BrouilJon 
projed  etc.,  (Eiivres  reunies  par  Poiidra  1864,  I,  97)  mit  der 
Einführung  der  unendlich  fernen  Elemente,  in  methodisch  abge- 
klärter Form  ohne  das  Parallelenaxiom  durch  Pasch  {VorJesungcri 
über  neuere  Geometrie  1882),  wozu  auch  die  Arbeiten  von  Reyes 
y  Prosper  {Math.  Ann.  32  (1888),  157),  Schur  (Math.  Ami. 
39  (1891),  113),  Bonola  {Giorn.  di  mat.  38  (1900),  105)  zu 
vergleichen  sind. 

Wir  knüpfen  an  die,  Bemerkung  am  Schlüsse  von  §  4  in 
Kap.  I  an  und  setzen  sonach  nur  die  graphischen  Axiome  1 — 10 
voraus,  unter  denen  das  letzte,  das  räumliche  Axiom,  von  beson- 
derer Bedeutung  ist. 

Man  beweist  dann  zuerst  die  Sätze  (Schur  a.a.O.):  Sifid  (ahc) 


1)  §  1  und  ein  Teil  von  §  3  dieses  Kapitels  rührt  von  J.  Mollerup 
in  Kopenhagen  her. 
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und  (ah'c)  zwei  Dreikante  desselben  Bündels  imd  schneiden  sich 
die  drei  Ebenen  aa,  bb',  cc  in  derselben  Geraden  g,  dann  gehören 
die  Schnittlinien  {ab,  a'b'\  (bc,  b'c),  (ac,  a' c)  derselben  Ebene  an 
{Desarguesscher  Satz  im  Bündel,  vgl.  ii.  §  2,  Def.  9). 

Werden  ztvei  Bündel  S  imd  S'  einander  in  der  Weise  zu- 
geordnet, daß  erstens  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  sich 
paarweise  in  drei  Pmikten  M,  N,  P  schneiden,  und  zweitens^ 
ivenn  Q  ein  Punkt  der  Ebene  MNP  ist,  sich  immer  die  Strahlen 
SQ  und  S'Q  entsprechen,  dann  sind  hierdurch  die  Bündel  derart 
einander  wechseUveise  eindeutig  zugeordnet,  daß  drei  Strahlen  einer 
Ebene  immer  wieder  drei  Strahlen  einer  Ebene  entsprechen. 

Es  lassen  sich  nun  die  nachstehenden  Definitionen  und  Sätze 
aufstellen,  für  welche  letzteren  der  Beweis  aus  den  zugrunde  ge- 
legten Axiomen  folgt. 

Ein  uneigentlicher  (idealer)  Punkt  (afe)  wird  definiert  durch 
zwei  sich  nicht  schneidende  Gerade  a,  b  einer  Ebene  [ab].  Eine 
dritte  Gerade  c  außerhalb  der  Ebene  [a&]  geht  durch  den 
Punkt  (ab)  hindurch,  wenn  die  Geraden  a,  c  und  b,  c  je  einer 
Ebene  angehören.  Eine  Gerade  d  der  Ebene  [ab]  geht  durch 
den  uneigentlichen  Punkt  {ab),  wenn  sie  mit  der  vorher  ge- 
nannten Geraden  c  derselben  Ebene  angehört.  Zwei  uneigent- 
liche Punkte  sind  identisch,  wenn  zwei  und  damit  alle  Geraden, 
die  durch  den  einen  gehen,  auch  den  anderen  enthalten.  Ein 
eigentlicher  und  ein  un eigentlicher  Punkt  bestimmen  eine  einzige 
Gerade.  Zwei  Gerade,  die  durch  denselben  uneigentlichen  Punkt 
gehen,  liegen  in  einer  Ebene.  Eine  Ebene  geht  durch  einen  un- 
eigentlichen Punkt,  wenn  sie  eine  und  damit  unendlich  viele 
Geraden  enthält,  die  durch  den  Punkt  gehen.  Ein  uneigentlicher 
Punkt  kann  bestimmt  werden  durch  eine  Ebene  und  eine  Gerade, 
welche  die  Ebene  nicht  schneidet. 

Was  bis  hiei'hin  Gerade  genannt  ist,  muß  als  eigentliche  Ge- 
rade ausgezeichnet  werden  gegenüber  den  uneigentlichen  Geraden. 
Jeder  Punkt  einer  uneigentlichen  Geraden  ist  ein  uneigentlicher 
Punkt.  Eine  solche  Gerade  wird  festgelegt  durch  zwei  sich  nicht 
schneidende  Ebenen.  Ein  uneigentlicher  Punkt  liegt  auf  einer 
urleigentlichen  Geraden,  wenn  die  zwei  die  letztere  bestimmenden 
Eljenen  durch  den  Punkt  gehen.  Eine  uneigentliche  Gerade  liegt 
in  einer  Ebene,  wenn  die  Geraden,  die  einen  eigentlichen  Punkt 
der  Ebene  mit  zwei  Punkten  der  uneigentlichen  Geraden  ver- 
binden, in  der  Ebene  liegen. 

Eine  uneigentliche  Gerade  ist  bestimmt  durch  irgend  zwei 
Punkte,   die  auf  ihr  liegen,  oder  irgend  zwei  Ebenen,  die  durch 
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sie  gehen.  Zwei  uneigentliclie  Gerade  derselben  Ebene  haben 
immer  einen  (uneigentlichen)  Punkt  gemein. 

Was  bis  jetzt  Ebene  genannt  ist,  muß  als  eigentliche  Ebene 
ausgezeichnet  werden  gegenüber  einer  uneig entliehen  Ebene.  Die 
letztere  ist  bestimmt  durch  drei  uneigentliche  Punkte,  die  nicht  in 
einer  eigentlichen  Ebene  liegen,  oder  durch  einen  uneigentlichen 
Punkt  und  eine  uneigentliche  Gerade,  die  nicht  durch  den  Punkt 
geht.  (Für  die  Euklidische  Geometrie  gibt  es  nur  eine  einzige 
uneigentliche  Ebene.) 

Wenn  wir  nunmehr  in  diesem  Kapitel  die  Worte  Punkt, 
Gerade,  Ebene  gebrauchen,  so  können  dies  eigentliche  oder  un- 
eigentliche Punkte,  Gerade  oder  Ebenen  sein. 

Aus  den  graphischen  Axiomen  1 — 10  in  Kap.  I  läßt  sich 
nun  auf  Grund  der  neuen  Begriffsbildungen  ein  sekundäres 
Axiomensystem  ableiten,  das  als  das  Axiomensystem  der  pro- 
jeJitiven  Geometrie  zu  bezeichnen  ist  (vgl.  Pieri,  Torino  Mem.  48 
(1899),  173  und  Whitehead,  The  axioms  of  projedive  geometnj, 
Cambridge  1906).     Diese  Axiome  lauten: 

1.  Es  gibt  mindestens  zwei  verschiedene  PunJcte. 

2.  Zioei  voneinander  verschiedene  Pmikte  A,  B  bestimmen  stets 
eine  Gerade  a. 

3.  Irgend  zwei  voneinander  verschiedene  PunJcte  einer  Geraden 
a  bestimmen  diese  Gerade. 

4.  Wenn  A  und  B  zwei  verschiedene  PunJcte  sind,  dann  ent- 
Jiält  die  Gerade  a,  die  durcJi  A  und  B  bestimmt  ist,  mindestens 
einen  dritten  PunJct  C. 

5.  Wenn  A  und  B  verscJiiedene  PunJcte  sind,  gibt  es  mindestens 
einen  PunJct  C,  der  nicJit  auf  der  durcJi  A  und  B  bestimmten  Ge- 
raden liegt. 

6.  Wenn  A,  B,  0  drei  PunJcte  sind,  die  nicJit  in  einer  Ge- 
raden liegen,  A'  ein  Punkt  der  Geraden  B  0,  der  nicht  mit  B  oder 
C  identiscJi  ist,  B'  ein  PunJct  von  AG,  der  nicJit  mit  A  oder  C  zu- 
sammenfällt, dann  haben  die  Geraden  AA'  und  BB'  einen  PunJct 
gemein.  i 

7.  Wenn  A,  B,  C  drei  PunJde  sind,  die  nicht  in  einer  Ge^ 
raden  liegen,  so  gibt  es  stets  einen  PunJct  B  derart,  daß  die  durd 
iJm  und  irgendeinen  PunJct  E  der  Geraden  BC  bestimmte  Geradi 
mit  A  C  oder  mit  A  B  Jceinen  PunJct  gemein  Jiat. 

Oder  mit  Benutzung  des  Begriffes  der  Ebene: 

Es  gibt  außerJialb  einer  Ebene  ABC  mindestens  einen  PunJct  D, 

8.  Sind  A,  B,  C,  D  PunJcte  einer  Ebene,  von  denen  Jceine  dre 
auf  einer  Geraden  liegen,  so  sind  auch  die  SchnittpunJcte  von  AB 
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nit  CD,  von  ÄC  mit  BD  und  von  AD  mit  BC  nicht  Punkte  einer 
reraden  (Fanosches  Axiom). 

9.  Drei  Punkte  A,  B,  C  derselben  Geraden  bestimmen  zwei 
ntgegengesctzte  Umlaufssinne  ; 

ABC=^  BCA==  CAB     und     ACB=  CBA  =  BAC. 

10.  Sind  A,  B,  C,  D  Punkte  einer  Geraden,  so  ist  der  Um- 
aufssinn  ADB  einem  der  Umlaufssinne  ABC  und  ACB  gleich. 

11.  Sind  zioei  Umlaufssinne  einem  dritten  gleich.,  so  sind  sie 
luch  einander  gleich. 

12.  Sind  A,  B ,  C,  D  Punkte  einer  Geraden,  und  ist  UmL 
iDB  =  Uml.  ABC ,  so  ist  auch 


tf: 


ml.  ADC=  Uml.  DBC=  Uml.  ADB  =  Uml.  ABC. 


13.  Sind  A,  B^  C,  D  Punkte  einer  Geraden,  ist  Uml.  ADB 
=  Uml.  ABC,  sind  ferner  A,  B^,  C^,  D^  Punkte  einer  anderen 
reraden  umd  schneiden  BB^^,  CC^,  DD^  sich  in  demselben  Punkte, 
?o  ist  auch 

Uml.  AD^B^==  Uml.  AB^C^. 

14.  Eine  Fundamentalreihe  von  Punkten  einer  Geraden 
Ist  eine  natürliche  Wohlordnung  (s.  Kap.  J,  §  1,  Satz  5)  einer  ab- 
zahlbaren Menge  von  Punkten  A^A^A^  .  .  .  A^  .  .  .  auf  einer  Ge- 
raden, wenn  es  eine  Strecke  A^A^B  gibt,  loelche  die  ganze  Menge 
enthält.  Verdichtung  SS  teile  einer  Fundamentalreihe  heißt  ein 
Funkt  A  von  der  Eigenschaft ,  daß  die  Strecke  A^A^A  die  ganze 
Fundamentalreihe  enthält.,  ohne  daß  es  einen  anderen  Punkt  A'  der 
Strecke  A^A^A  gibt,  so  daß  die  Strecke  A^A^A'  die  ganze  Fun- 
iamcntalreihe  enthält.  Es  kann  nur  eine  solche  Verdichtungsstelle 
leben,  und  diese  muß,  wenn  sie  existiert,  auf  der  Strecke  A^A^B 
iegen.  Nun  lautet  das  Stetigkeitsaxiom:  Jede  Fundamcntal- 
•eihe  von  Punkten  einer  Geraden  hat  eine  Verdichtu/ngsstelle. 

Bei  dem  letzten  Axiom  ist  zu  beachten,  daß  die  Worte  Pun- 
lamentalreihe  und  Verdichtungsstelle  ebenso  wie  vorher  das  Wort 
Ebene  nur  zur  Abkürzung  der  Ausdrucksweise  eingeführt  sind, 
iber  keinen  neuen,  Undefinierten  Begriff  involvieren.  Die  Ur- 
jegriffe,  die  Undefiniert  auftreten,  sind  Punkt,  Gerade,  Umlaufssinn. 
^.ußerdem  ist  die  Aussage  des  Axioms  nur  als  ursprünglich  an- 
zusehen, insofern  es  sich  um  eigentliche  Punkte  handelt  (und 
lann  identisch  mit  dem  Dedekindschen  Axiom,  Kap.  I  §  9);  die 
Srweiterung  auf  beliebige  (projektive)  Punkte  ist  ein  leicht  zu 
)ewei Sender  Lehrsatz. 
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§  2.    Grundlegende  Sätze.     Dnalitätsprinzip. 
Harmonische  Elemente. 

Wir  sehen  jetzt  als  die  geometi'ischen  Grundelemente  Punkt 
Gerade  und  Ebene  an.  Eine  Verbindung  von  Grundelementei 
heißt  Figur.    Grundgehilde  nennt  man  die  folgenden  Figuren: 

1.  Die  gerade  Pimlctreihe ,  die  von  allen  Punkten  einer  Ge 
raden,  des  Trägers  der  Punktreihe,  gebildet  wird. 

2.  Das  ebene  FunMfeld,  das  von  allen  Punkten  einer  Ebene 
des  Trägers  des  Punktfeldes,  gebildet  wird. 

3.  Der  Punktraum ,  der  von  der  Gesamtheit  aller  Punkte 
des  Raumes  gebildet  wird.  (Wir  reden  gelegentlich  von  zwei  ver- 
schiedenen Räumen,  indem  wir  die  Punkte  des  anschaulicher 
Raumes  doppelt  rechnen  und  so  sprechen,  als  ob  sie  zu  zwei  ge- 
trennt liegenden  Räumen  gehörten.) 

4.  Das  Ehenenhüscliel,  das  von  allen  Ebenen  durch  eine  Ge- 
rade, die  Achse  des  Büschels,  gebildet  wird. 

5.  Das  Ebenenbündel,  das  von  allen  Ebenen  durch  einen 
Punkt,  den  Scheitel  oder  Mittelpunkt  des  Bündels,  gebildet  wird. 

6.  Der  Ebenenraum,  der  von  allen  Ebenen  des  Raumes  ge- 
bildet wird. 

7.  Das  Strahlenbüschel,  das  gebildet  wird  von  allen  Geraden 
oder  Strahlen,  die  durch  einen  Punkt,  den  Scheitel  oder  Mittel- 
punJct^  gehen  und  in  einer  Ebene,  der  Ebene  des  Büschels,  liegen. 

8.  Das  ebene  Strahlenfeld,  die  Figur,  die  von  allen  Geraden 
einer  Ebene,  des  Trägers  des  Feldes,  gebildet  wird. 

9.  Das  Strahlenbündel,  die  Figui-,  die  von  allen  Strahlen  durch 
einen  Punkt,  den  Scheitel  oder  Mittelpunkt  des  Bündels,  ge- 
bildet wird. 

Der  Strahlenraum ,  die  Gesamtheit  aller  geraden  Linien  des 
Raumes,  wird  für  gewöhnlich  nicht  als  Grundgebilde  angesehen. 
Als  ebenes  Feld  wird  die  Gesamtheit  aller  Punkte  und  Geraden 
einer  Ebene,  als  Bündel  die  Gesamtheit  aller  Geraden  und  Ebenen 
durch  einen  Punkt  bezeichnet.  Die  Gebilde  1.  2.  3.  haben  als 
erzeugendes  Element  den  Punld,  die  Gebilde  4.  5.  6.  die  Ebene, 
die  Gebilde  7.  8.  9.  die  Gerade.  Die  Gebilde  1.  4.  7.  heißen 
Grundgebilde  erster  Stufe,  2.  5.  8.  9.  Grimdgebilde  ztveiter  Stufe, 
und  3.  6.  Grundgebilde  dritter  Stufe.  Die  Raumelemente  selbst 
könnten  als  Grundgebilde  O*"'  Stufe  gelten.  Jedes  Grundgebildo 
enthält  unendlich  viel  Grundgebilde  niedrigerer  Stufe  mit  dem 
selben  erzeugenden  Element. 
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Wir  stellen  nun  an  die  Spitze  folgende  Sätze,  indem  wir 
Igen,  ein  Punkt  gehört  einer  Geraden  oder  einer  Ebene  an, 
enn  er  auf  ihr  liegt,  eine  Ebene  oder  Gerade  gehört  einem 
unkt  an  und  eine  Ebene  einer  Geraden,  wenn  sie  dadui'ch  hin- 
archgeht.  Wenn  zwei  Elemente  einander  angehören,  sagen  wir, 
e  liegen  vereinigt. 

la.  Zwei  verschiedene  PunTcfe  Ib.  Ztvei  verschiedene  Ebenen 

'^tiimnen  eine  Gerade,  der  sie      hestimmen  eine  Gerade,  der  sie 
ngehören.  angehören. 

IIa.  Drei  Punkte,   die  nicht  IIb.  Drei  Ebenen,   die  nicht 

ner    Geraden   angehören,    be-  einer   Geraden    angehören,    be- 

immen  eine  Ebene,  der  sie  an-  stimmen  einen  PunM,   dem  sie 

ihören.  angehören. 

la.  gehört  zu  den  Axiomen,  IIa.  ist  eine  Definition  (vgl. 
lef.  2  in  Kap.  I,  §  1),  Ib.,  IIb.  sind  Folgen  aus  dieser  Definition 
nd  den  Axiomen.    An  IIa.,  IIb.  gliedern  sich  an  die  Sätze: 

IWdL.  Ein  Punkt  und  eine  Ge-  III b.    Eine  Ebene  und   eine 

ide,  die  nicht  vereinigt  liegen,      Gerade,  die  nicht  vereinigt  liegen, 
^stimmen  eine  Ebene.  bestimmen  einen  Punkt. 

Hinzufügen  können  wir  noch: 

IV a.  Zwei  Gerade,  die  sich  lYh.  Ztvei  Gerade,  die  in  einer 

ihneiden,  liegen  in  einer  Ebene.      Ebene  liegen,  schneiden  sich. 

Entsprechend  den  Sätzen  I.  und  II.  betrachten  wir  als  lös- 
ir  die  Aufgaben: 

l'A.DieVerbindungslinie zweier  1  b.    Die   Schnittlinie   ztveier 

unkte  zu  finden.  Ebenen  zu  finden. 

2a. DieVci-bindungsebenedreier  2b.  Den  Schnittpunkt  dreier 

icht  in  gerader  Linie  liegenden)      (nicht  durch  eine  Gerade  gehen- 
>mkfc  SU  f.nden.  den)  Ebenen  zu  finden. 

Als  lösbar  bezeichnen  wir  dann  jede  Aufgabe,  die  auf  diese 
er  Grundaufgaben  zurtickführbar  ist.  In  der  Ebene  lösbar  ist 
Qc  Aufgabe,  wenn  sie  auf  die  folgenden  beiden  Grundaufgaben 
rückführbar  ist: 

a.  Die  Verbindungslinie  ztveier  ß.  Den  Schnittpunkt  zweier  Ge- 

mktc  einer  Ebene  zu  finden.        raden  einer  Ebene  zu  finden. 

a.  ist  mit  1  a.  identisch ,  ß.  ist  auf  2  a.  und  2  b.  zurück- 
hrbar. 
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Aus  den  Grundaufgaben  folgen  zunächst  die  Aufgaben  dei 
Projizierens  und  Schneidens.    Diese  lauten: 

d)  Eine  aus  Punkten  und  Geraden  bestehende  Figur  aui 
einem  außerhalb  gelegenen  Punkte,  dem  Projektionszentrum,  z\ 
projizieren.,  d.  h.  die  Punkte  der  Figur  durch  Geraden,  die  Geradei 
durch  Ebenen  mit  diesem  Punkte  zu  verbinden. 

t»)  Eine  aus  Punkten  allein  bestehende  Figur  aus  einer  außer 
halb  gelegenen  (d.  h.  durch  keinen  der  Punkte  gehenden)  Gerader 
der  ProjeMionsachse,  zu  projizieren.,  d.  h.  die  Punkte  mit  diese 
Geraden  durch  Ebenen  zu  verbinden. 

c)  Eine  aus  Geraden  und  Ebenen  bestehende  Figur  durci 
eine  neue  Ebene,  der  keine  Gerade  der  Figur  angehört,  (die  Schnitt 
ebene)  zu  schneiden,  d.  h.  die  Schnittpunkte  und  Schnittlinien  de 
verschiedenen  Geraden  und  Ebenen  mit  der  Schnittebene  zu  kon 
struieren. 

d)  Eine  nur  aus  Ebenen  bestehende  Figur  durch  eine  Gerad 
(die  Schnittlinie),  welche  keiner  Ebene  der  Figur  angehört,  z 
schneiden.,  d.  h.  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  den  Ebene; 
der  Figur  zu  bestimmen. 

Die  so  definierten  vier  Operationen  heißen  die  Grimdoperatione 
der  projektiven  Geometrie.  Sie  werden  benutzt,  um  ein  Grundgebild 
in  ein  anderes  Grundgebilde  gleicher  Stufe  zu  verwandeln. 

Projcldivc  Eigenschaften  einer  Figur  sind  solche  Eigenschaftei 
die  sie  mit  jeder  aus  ihr  durch  die  Grundoperatiouen  ableitbare 
Figur  gleicher  Art  gemein  hat.  Damit  die  abgeleitete  Figur  vo 
der  gleichen  Art,  d.  h.  auf  demselben  Grundelement  aufgebaut  is 
müssen  wenigstens  zwei  der  Grundoperationen  angewendet  werden 
z.  B.  muß  ein  Ebenenbüschel  durch  eine  Ebene  geschnitten  un 
das  so  gefundene  Strahlenbüschel  aus  einem  Punkte  projizier 
werden,  um  wieder  ein  Ebenenbüschel  zu  erhalten.  Die  projeJctit 
Geometrie  beschäftigt  sich  mit  den  projektiven  Eigenschaften  de 
Figuren.  Das  Wort  stammt  von  Poncelet  {Tratte  des  proprictt 
projectives  des  figures,  Paris  1822). 

Eine  Beziehung  oder  Korrespondenz  zwischen  zwei  gec 
metrischen  Figuren  heißt  tcechsehceise  eindeutig  oder  kurz  eindcutii 
wenn  jedem  Element  der  einen  Figur  ein  einziges  Element  de 
anderen  Figur  als  homologes  oder  entsprechendes  Element  zug< 
ordnet  wird. 

Sind  U,  ü",  U"  geometrische  Figuren  und  besteht  zwische 
U  und  U'  eine  eindeutige  Beziehung  7t  und  zwischen  U'  und  U 
eine  eindeutige  Beziehung  jr',  so  wird  auch  zwischen  U  und  U 
eine  eindeutige  Beziehung  n"  hergestellt,  indem  man  einem  Eh 
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ent  ^  von  TJ  dasjenige  Element  W  von  U"  entsprechen  läßt, 
IS  dem  zu  §1  durch  n  zugeordneten  Element  %'  von  U'  durch 
zugeordnet  wird.    Man  nennt  n"  dann  das  Prodnlit  von  %  und 
',  in  Zeichen:  7t'  =  tttc'. 

Zwei  Grundgebilde  gleicher  Stufe  verschiedener  Art  (d.  h.  mit 
jrschiedenartigen  erzeugenden  Elementen)  hei&en perspeJcfiv,  wenn 
is  eine  durch  Schneiden  oder  Projizieren  aus  dem  anderen  her- 
jrgeht  und  die  vereinigt  liegenden  Elemente  als  entsprechende 
nander  zugewiesen  werden. 

Zwei  Grundgebilde  gleicher  Stufe  und  gleicher  Art  heißen 
irspeUiv,  wenn  sie  durch  die  gleiche  Grundoperation  aus  einem 
nd  demselben  Grundgebilde  anderer  Art  hervorgehen  und  als  ent- 
)rechende  Elemente  solche  einander  zugewiesen  werden,  die  mit 
3m selben  Elemente  des  vermittelnden  Grundgebildes  vereinigt 
egen. 

PerspeJctivität  heißt  die  Beziehung  zwischen  zwei  Perspektiven 
rundgebilden. 

Seien  m,  m',  .  .  .  u^"^  Grundgebilde  gleicher  Stufe,  die  in  einer 
jstimmten  Reihenfolge  angeordnet  sind  und  von  denen  jedes  zu 
3m  vorhergehenden  und  dem  folgenden  perspektiv  ist,  dann  er- 
bt sich  zwischen  u  und  u^^^  eine  Beziehung,  deren  "Wesen  darin 
isteht,  daß  sie  sich  durch  wiederholtes  Projizieren  und  Schneiden 
rstellen  läßt,  und  die  als  projektive  Beziehuyig  bezeichnet  wird. 
Wenn   man   in   den  Sätzen  I  bis  IV  die  Worte  PunJct  und 
bene  vertauscht,  das  Wort  Gerade  läßt  und  gleichzeitig  die  daraus 
Igenden  Änderungen  im  Ausdi'uck  vornimmt,  so  erhält  man  jedes- 
al  einen  anderen  derselben  acht  Sätze.    Führt  man  in  den  sämt- 
hen  Axiomen  dieselben  Änderungen  aus,  so  gehen  sie  wieder  in 
Itige  Sätze  über.    Daraus  folgt,  daß  in  jedem  aus  den  Axiomen 
rch  logische  Prozesse  abgeleiteten  Satze  dieselben  Vertauschungen 
rgenommen  werden  können,  ohne  daß  der  Satz  aufhört,  richtig 
sein.   Der  so  gewonnene  neue  Satz  heißt  der  zum  ursprünglichen 
a7e,  korrelative  oder  reziproke  Satz.    Das  hiermit  ausgesprochene 
inzip  heißt  das  Bualitätsprinzip.    Die  Vertauschungen,  welche  es 
dingt,  lassen  sich  durch  folgendes  Schema  übersichtlich  machen: 

inkte  auf  einer  Geraden  Ebenen  durch  eine  Gerade 

mkte  in  einer  Ebene  Ebenen  durch  einen  Punkt 

irade  durch  einen  Punkt  Gerade  in  einer  Ebene 

;h  schneidende  Gerade  Sich  schneidende  Gerade. 

Anderseits  folgt  aus  einem  Satz,  der  für  Gerade  und  Ebenen 
les  Bündels  gilt,  indem  wir  die  Figur  durch  eine  Ebene  schneiden, 
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ein  Satz,  der  für  Punkte  und  Gerade  einer  Ebene  gilt.  Nach 
dem  Dualitätsprinzip  entspricht  aber  einem  solchen  Satze  ein 
anderer  Satz,  bei  dem  die  Punkte  durch  die  Ebenen,  die  Geraden 
durch  die  Strahlen  eines  Bündels  ersetzt  sind.  Verbindet  man 
diese  beiden  Zuordnungen,  so  erhält  man  die  Dualität  im  Bündel^. 
bei  der  die  Strahlen  und  Ebenen  eines  Bündels  vertauscht  und 
die  Strahlen  eines  Büschels  durch  die  Ebenen  eines  Büschels  im 
Bündel  ersetzt  werden. 

Aus  der  Dualität  im  Bündel  ist,  wenn  man  das  Bündel  durch 
eine  Ebene  schneidet,  die  Dualität  im  ebenen  Feld  eine  unmittel- 
bare Folge.  Dabei  sind  die  Punkte  und  Geraden  des  ebenen  Feldes 
zu  vertauschen  und  Punkte  einer  Punktreihe  durch  Strahlen  eines 
Büschels  zu  ersetzen. 

Aus  dem  räumlichen  Dualitätsprinzip  folgt  sofort:  die  Oße- 
rationen  des  Projizier ens  und  Schneidens  sind  im  Räume  dual. 

Um  das  duale  Entsprechen  übersichtlich  zu  machen,  werden 
korrespondierende  Sätze  nach  dem  Vorgange  Steiners  (Sysii- 
matische  EntivicMung  der  Ahliängiglieit  geometrischer  Gestalten  von- 
einander, Berlin  1832,  Werke  Bd.  1,  Ostwalds  Klassiker  82,  83) 
in  zwei  Spalten  derselben  Seiten  nebeneinander  gestellt. 

Ein  ebenes  vollständiges  n-EcJc  Ein  ebenes  vollständiges  n-S^  it 
ist  die  Figur,  die  sich  zusammen-  ist  die  Figur,  die  sich  zusammen- 
setzt aus  n  Punkten  einer  Ebene  setzt  aus  n  Geraden  einer  Ebene 
als  den  Ecken,  von  denen  keine  als  den  Seiten,  von  denen  keine 
drei  in  einer  geraden  Linie  liegen  drei   durch  einen  Punkt  gehen 

dürfen,  und  den  i  \  Verbin-  dürfen,  und  den  (  j  Schnitt- 
dungslinien dieser  Punkte  als  punkten  dieser  Geraden  als  den 
den  Seiten.  Ecken. 

Die  Dualität  im  Räume  ordnet  diesen  Figuren  das  voll-; 
ständige  zentrische  w-Kant  und  das  vollständige  zentrische 
w- Flach  zu. 

Besonders  wichtige  Spezialfälle  dieser  Figur  ergeben  für 
«  =  3  und  n  ==  4.  Für  w  =  3  bekommt  man  das  Dreieck  oder 
Dreiseit,  was  dasselbe  ist.  Für  w  =  4  erhält  man  das  vollständige 
Viereck  und  vollständige  Vier  seit. 

Bei    einem     Viereck    heißen  Bei    einem    Vierseit    heißen 

gegenüberliegend    zwei     Seiten,  gegenüberliegend     zwei     Ecken, 

wenn  in  beiden  zusammen  alle  wenn  durch  beide  zusammen  alle 

vier  Ecken  enthalten  sind.    Es  vier  Seiten  gehen.    Es  gibt  drei 

gibt  drei  Paare  gegenüberliegen-  Paare  gegenüberliegender  Ecken. 


läfmömscSe 


}r  Seiten.  Ihre  Schnittpunkte 
äßen  die  BiagonalpmiJde  des 
ierecks,  sie  bestimmen  das  D/a- 
maldreieclc  des  Vierecks. 


Ihre  Verbindungslinien  heißen 
die  Diagonalen  des  Vierseits,  sie 
bestimmen  das  Diagonaldreiseit 
des  Vierseits. 


Ein  ebenes  einfaches  n-Eck  be- 
eht  aus  n  in  einer  bestimmten 
'^klischen  Reihenfolge  genom- 
enen  Punkten,  den  Eclen,  und 
m  n  Geraden,  den  Seiten,  wel- 
le je  zwei  aufeinanderfolgende 
cken  verbinden.  Dabei  dürfen 
jine  drei  aufeinanderfolgende 
cken  in  einer  Geraden  Heeren. 


Ein  ebenes  einfaches  n-Seit  be- 
steht aus  n  in  einer  bestimmten 
zyklischen  Reihenfolge  genom- 
menen Geraden,  den  Seiten,  und 
den  n  Punkten,  den  Ecken,  in 
denen  sich  je  zwei  aufeinander- 
folgende Seiten  schneiden.  Da- 
bei dürfen  keine  drei  auf- 
einanderfolgende Seiten  durch, 
einen  Punkt  gehen. 

Ein  räimdichcs  vollständiges  n-Eck  ist  die  Figur,   die  sich 
isammensetzt  aus  n  Punkten,  von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene 

Bgen  dürfen,  (dan  Ecken),  den  (     )    Geraden,   welche  die  Ecken 

larweise  verbinden ,  (den  Kanten)  und  den  (I  Ebenen ,  welche 

.e  Ecken  zu  dreien  verbinden,  (den  Seitenflächen).    Hierzu  dual 
t  das  räumliche  vollständige  n-Flach. 

Es  sei  in  einer  Ebene  gegeben  ein  Punkt  0,  eine  nicht  durch 
n  gehende  Gerade  c  und  zwei  Punkte  A,  Ä,  die  mit  C  in 
irader  Linie  liegen.  Dann  ordnen  wir  einem  Punkte  B  außer- 
üh  CA  einen  anderen  Punkt  B'  zu,  indem  tvir  A  mit  B  ver- 
nden,  darauf  Ä  mit  dem  Schnittpunkt  S  von  AB  und  c,  und 
dl'ich  C  mit  B,  der  Schnittpunkt  der  letzteren  beiden  Linien  ist 
mnB'.  Die  Linie  AB  heiße  a,  AB'  heiße  a'.  Weisen  wir  auf  die 
eiche  Weise  jedem  Punkte  P  der  Ebene  einen  anderen  Punkt  P' 
,  so  ergeben  sich  die  Sätze:  Sind  P,  Q  zwei  Punkte,  P',  Q' 
2  entsprechenden  Punkte,  so  schneiden  die  Linien  PQ  und  P'Q' 
'h  auf  c.  Die  Punkte  der  Achse  c  und  das  Zentrum  C  cnt- 
rechen  sich  selbst.  Den  Punkten  eines  Strahles  durch  C  ent- 
reehen  Punkte  desselben  Strahls.  Den  Pmikten  irgendeiner  geraden 
nie  entsprechen  ivieder  die  Punkte  einer  geraden  Linie,  und  die 
Idin  Linien  schneiden  sich  auf  c.  Zu  einer  Linie  p  findet  man 
',  entsprechende  p' ,  indem  man  den  Schnittpunkt  B  von  p  und  a 
t  C  verbindet  und  den  Schnittpunkt  B'  dieser  Linie  und  der  Ge- 
ien  a'  mit  dem  Schnittpunkt  S  von  p  und  c  verbindet,  diese  Ver- 
idungslinie  ist  dann  p'.  Eine  solche  Zuordnung  der  Punkte 
ler  Ebene  wollen  wir  eine  Perspektive  Zuordnung  nennen. 
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Zwei  Dreiecke,  die  in  dieser  Perspektiven  Zuordnung  einander 
entsprechen,  liegen  so,  daß  ihre  homologen  Seiten  sich  auf  der 
Achse  c  schneiden  und  die  Verbindungslinien  homologer  Ecken 
durch  das  Zentrum  C  gehen.  So  kommt  man  zum  Desargues- 
schen  Dreieckssatz  zurück  (S.  55). 

Vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer  Vier  Ebenen  a,  ^,  y,  8  eines 

Punktreihe   heißen  vier  harmo-  Büschels  heilen  vier  harmonische 

nische  Punkte,  wenn  ein  ebenes  Ebenen,  wenn  ein  vollständiges 

vollständiges  Viereck   existiert.  Vierflach  existiert,  von  dem  zwei 

von  dem  zwei  gegenüberliegende  gegenüberliegende  Kanten  in  «, 

Seiten    durch   A,    zwei   andere  zwei    andere  gegenüberliegende 

gegenüberliegende  Seiten  durch  Kanten  in  j3  und  die  beiden  letzten 

£  und  die  zwei  letzten  Seiten  Kanten  in  y  und  6  liegen, 
durch  C  und  D  gehen. 

Schneidet  man  die  vier  harmonischen  Ebenen  durch  eine 
Ebene,  so  erhält  man  vier  harmonische  Strahlen  a,  b,  c,  d  eines 
Strahlenbüschels.  Dann  existiert  ein  vollständiges  ebenes  Vierseit, 
von  dem  zwei  gegenüberliegende  Ecken  auf  a,  zwei  andere  auf  &, 
und  die  letzten  beiden  auf  c  und  d  liegen. 

Sind  vier  harmonische  Punkte  oder  Strahlen  durch  ein  Viereck 
oder  Vierseit  gefunden,  so  gibt  es,  auch  in  derselben  Ebene,  immer 
noch  unendlich  viele,  die  durch  eine  Perspektive  Zuordnung  ver- 
knüpft sind  und  dieselben  vier  harmonischen  Punkte  oder  Strahlen 
liefern. 

Drei  Punkte  einer  Geraden,  A,  B,  C,  von  denen  A,  B  als 
ein  Paar  einander  zugeordnet  sind,  bestimmen  einen  vierten  har- 
monischen Punkt  D.  Die  Vierseitkonstruktion,  die  zu  ihm  führt, 
ist  aus  der  Definition  der  harmonischen  Punkte  leicht  abzuleiten. 


§  3.  Projektive  Beziehungen  zwischen  Grundgebilden 
erster  Stufe. 
Drei  Punkte  A,  B,  C  einer  Geraden  definieren  eine  (projek- 
tive) StrecJce  (A  CB).  Ein  Punkt  P  gehört  zu  der  Strecke,  wenn 
üml.  (^ACB)  ==  Uml.  (^APB)  ist.  Dann  ergibt  sich  eine  Jcomple- 
mentäre  StrecJce,  zu  der  alle  Punkte  der  Geraden  zu  rechnen  sind, 
die  nicht  zu  der  ersten  Strecke  gehören.  Ist  B  ii-gendein  Punkt 
der  komplementären  Strecke,  so  ist  diese  durch  das  Symbol  {ABB) 
gekennzeichnet.  A,  B  heißen  die  GrempunMe  der  beiden  Strecken. 
Zwei  Punkte  P,  Q  heißen  getrennt  durch  A,  B,  wenn  sie  zu  den 
komplementären  Strecken  (ACB),  (ABB)  gehören. 
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Sind  -4,  J5,  (7,  D  vier  harmonische  Punkte,  so  sind  A^  B 
äurch  C,  D  getrennt,  und  zwar,  wie  wir  sagen,  harmonisch  getrennt, 
umgekehrt  sind  auch  C ,  D  durch  A,  B  harmonisch  getrennt. 
Wenn  C  in  einen  der  Punkte  A,  B  fällt,  fallt  D  in  denselben 
Punkt.  Die  analogen  Betrachtungen  gelten  für  harmonische 
Strahlen  und  harmonische  Ebenen.  Die  harmonische  Lage  ist  eine 
orojcJäive  Eigenschaft.  Den  gegebenen  Sätzen  reihen  sich  die 
folgenden  unmittelbar  an: 

Werden  die  Seiten  eines  ebenen  Werden  die  Ecken  eines  ebenen 

vollständigen  Vierecks  von  einer  vollständigen  Vierseits  aus  einem 

G-craden  geschnitten,  so  bestim-  Punkte  seiner  Ebene  projiziert, 

men  diePaare  gegenüberliegender  so  bestimmen  diePaaregegenüber- 

Seitcn  drei  Punktepaare  einer  In-  liegender  Ecken  drei  Sfrahlen- 

volution(Desargu  es  scher  Vier-  paare  einer  Involution, 
xkssatz). 

Hält  man  von  einem  vollständigen  Viereck  vier  Seiten  l,  m, 
yi,  p  fest,  von  denen  Z,  m,  w  sich  in  drei  Ecken  L,  M,  N  des 
Vierecks  schneiden,  während  p  durch  L  geht  und  31 N  in  U  trifft, 
30  wird,  wenn  die  vierte  Ecke  P  auf  ^  wandert,  eine  Gerade  a 
iurch  U  von  den  beiden  beweglichen  Seiten  MP  und  NP  in  zwei 
luf  diese  Weise  eindeutig  einander  zugeordneten  Punkten  Q,  E 
geschnitten.  Diese  Zuordnung  nennt  Schur  [Math.  Ann.  55 
[1901)  182)  eine  Prospektivität,  Pasch  {Vorl.  über  neuere  Geom., 
).  121)  eine  Äquivalenz.  Sie  hat  projektiven  Charakter  und  ist 
luf  der  Geraden  bestimmt  durch  U  und  die  Schnittpunkte  <S',  T 
ler  Geraden  LM,  LN  mit  a.  Wir  bezeichnen  diese  Prospektivität 
Iurch  {ST,  U).  Die  Aufeinanderfolge  zweier  Prospektivitäten  ist 
vieder  eine  Prospektivität. 

Wir  definieren  nun:  Der  projektive  Abstand  eines  Punktes  A 
TOn  einem  Punkte  0  ist  durch  vier  Punkte  der  Geraden  OA  oder  ö, 
lämlich  0,  A  und  zwei  feste  Punkte,  U  (den  Unendlichkeitspunkt) 
md  E  (den  Einheitspunkt),  bestimmt.  Lassen  wir  auch  den  Punkt 
)  fest,  so  heißt  er  Nullpunkt  der  Abstände  (OA). 

Die  Summe  der  Abstände  {OA)  und  {OB)  auf  a  ist  der 
Lbstand  {OC),  wenn  die  Prospektivität  {OC,  ü)  die  Aufeinander- 
ölge  der  Prospektivitäten  {OA,  U)  und  {OB,  U)  ersetzt.  Wir 
chreiben 

{OA)  +  {OB)  =  {OC). 

Is    sind   dann  0,  A   zugeordnete  Punkte   in  der  Prospektivität 
BC,  TT),   0,  B  in  {AG,  U).     Die  Additionsgleichung  hat  pro- 

l'ascal,  Repertoriura.   II,  2.  Aufl.  8 
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jektiven  Charakter.  Die  Addition  ist  kommutativ  und  assoziativ. 
Der  Abstand  (00)  ist  0.    Bildet  man  weiter 

(ÄB)^{ÄC)  =  {ÄD),     (BC)  +  {BD)='{BF) 

usw.,  so  bilden  die  Punkte  OABCDF  .  .  .  eine  Fundamentalreihe, 
deren  Verdichtungsstelle  U  ist.  Sind  Ä  und  Ä  durch  0  U  har- 
monisch getrennt,  so  setzt  man 

(OÄ)  +  (OÄ)  =  0 . 

Gehört  Ä  der  Strecke  (OEU)  an,  so  nehmen  wir  [OÄ)  positiv, 
(OA)  negativ. 

Fallen  Ä  und  B  zusammen,  so  wird  {OC)  =  2(0^)  gesetzt, 
und  A,  U  werden  durch  0,  C  harmonisch  getrennt.  Man  kann 
dann  eine  Fundamentalreihe  0,  A^,  A^ ,  ...  A^,  ...  so  kon- 
struieren, daß  -4^_i,  -4„,  ■4„+n  ?7  immer  vier  harmonische  Punkte 
sind.    Man  kann  ferner  eine  Fundamentalreihe  OA^A^A so 

konstruieren,  daß  wieder  drei  konsekutive  Punkte  mit  U  zu- 
sammen vier  harmonische  Punkte  bilden,  darauf  eine  Reihe 
OA.A^A^A.^^  .  .  .  von  gleicher  Eigenschaft  usw.    Die  Punkte,  die 

die  man  so  bekommt,  sollen  in  ihrer  Gesamtheit  eine  harmonische 
Ptml'tmenge  heißen.  Es  ergibt  sich  dann:  Jeder  Teilstrecke  von 
OA^U  gehört  mindestens  ein  Punkt  der  harmonischen  Punktmenge 
an  (die  Punktmenge  ist  überall  dicht)  [Beweis  von  Lüroth  und 
Zeuthen,  mitgeteilt  von  Klein,  Math.  Ann.  7  (1874)  535]. 

Satz  von  Pasch  (^Vorl.  üb.  n.  G-eom.  S.  123);  Gehen  durch 
wiederholte  Projeldion  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer  Geraden  a  in 
der  PunJcte  A^,  B^,  C^,  D^  einer  anderen  Geraden  h  über,  und 
auf  andere  Weise  durch  wiederholte  Projektion  dieselben  Punkte 
A,  B,  C,  D  in  vier  Punkte  -^g,  -Bg?  ^2?  -^2  ^''^  ^>  f^^^^  dann  A^ 
mit  A2,  B^  mit  B^,  C^  mit  C^  zusammen,  so  fällt  audi  D^  mit  J)^ 
zusammen. 

Da  die  Beziehung,  die  durch  wiederholte  Projektion  zwischen 
zwei  Punktreihen  hergestellt  wird,  eine  projektive  Beziehung  (be- 
zeichnet durch  A)ist,  folgt  aus  dem  vorigen  Satze  der  Staudtsche 
Fundamentalsatz: 

Die  projektive  Beziehung  zweier  Punktreihen  ist  eindeutig  b<- 
stimmt,  ivenn  zu  drei  Punkten  A,  B,  G  der  einen  die  entsprechen- 
den Punkte  Ay,  B^,  C^  der  anderen  bekannt  sind. 

Fallen  die  Träger  zweier  projektiver  Punktreihen  zusammen, 
so  können  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  mit  ihren  entsprechende ^ 


§  3.    Projekt.  Beziehungen  zwischen  Grundgebilden  erster  Stufe.     115 

msammenf allen,  ohne  daß  alle  Punkte  mit  ihren  entsprechenden 
zusammenfallen. 

Satz  von  Schur:  Zwei  projektive  Punktreihen  in  einer  Ebene 
sind  immer  zu  derselben  dritten  Punktreihe,  deren  Träger  die  Ver- 
bindungslinie irgend  zweier  getrennt  liegenden,  nicht  homologen  Punkte 
der  ersten  beiden  Punktreihen  ist,  perspektiv. 

Ferner  ergibt  sich  der  von  Staudt  zm-  Definition  projektiver 
Punktreihen  benutzte  Satz: 

Zwei  Punktreihen  sind  projektiv,  wenn  vier  harmonischen 
Punkten  der  einen  immer  tvieder  vier  harmonische  Punkte  der 
an  denn  zugeordnet  sind.  — 

Ztvei  projektive  Punktreihen  einer  Ebene  sind  perspektiv,  wenn 
der  gemeinsame  Punkt  ihrer  Träger  sich  selbst  entspricht. 

Aus  diesem  Satze  und  dem  Schur  sehen  Satze  ist  derPascal- 
sche  Satz  (S.  55)  eine  unmittelbare  Folge.  Aber  auch  umgekehrt 
folgt  aus  dem  Pascalschen  Satze  und  dem  Satze  von  Schur  wieder 
der  vorstehende  Satz  und  damit  auch  der  Fundamentalsatz  (ß  chur , 
Math.  Ann.  61,  401).  Der  Satz  von  Schur  wird  mittels  des 
Desarguesschen  Satzes  bewiesen,  auf  dem  auch  die  Theorie  der 
harmonischen  Elemente  aufgebaut  ist.  So  läßt  sich  die  ganze 
projektive  Geometrie  ohne  ein  Stetigkeitsaxiom  mit  Hilfe  des  Pascal- 
schen und  des  Desarguesschen  Satzes  begründen.  Weil  aber  außer- 
dem nach  Hessenberg  {Math.  Ann.  61,  162)  der  letztere  eine 
Folge  des  ersteren  ist,  so  ergibt  sich,  daß  zur  Begründung  der 
p/-ojektiven  Geometrie  der  Pascalsche  Satz  und  die  graphischen 
Axiome  ausreichen,  analog  dem  in  Kap.  V,  §  2  für  die  affine  Geo- 
metrie gewonnenen  Eesultat. 

Auf  Grund  des  Pascalschen  Satzes  aber  läßt  sich  eine 
kommutative  Multiplikation  der  projektiven  Abstände  festlegen. 
Man  setzt 

(0^)(05)  =  (0C'), 
wenn 

0EAU7\  OBCU 

ist.    Aus  dem  Pascalschen  Satz  folgt  dann  auch 

0EBU7\  OACU, 

also  {OB){OA)  =={0G).     Die  Multiplikation  befolgt  ferner  das 
assoziative  und  distributive  Gesetz. 

Macht  man  {OE)  =  1,  so  entspricht  jedem  Abstände  (DA) 
eine  Zahl,  und  die  Abstände  befolgen  die  Kechenregeln  der  ge- 
wöhnlichen Zahlen.  Diese  Zahlen  haben  die  Bedeutung  von 
roppelverhältnissen.   Sie  sind  aber  hier  direkt,  ohne  Zurückführung 


116         Kapitel  VI.    Grundlagen  der  projektiven  Geometrie. 


auf  die  einfachen  Verhältnisse  begründet,  ebenso  wie  wir  die 
letzteren  im  vorigen  Kapitel  direkt,  ohne  die  Zurückführung  auf 
die  Abstände  der  Punkte  einer  Geraden,  begi-ündet  haben. 

Was  für  projektive  Punktreihen  ausgeführt  ist,  gilt  in  ent- 
sprechender Modifikation  auch  für  Strahlen büschel  derselben  Ebene. 
In.sbesondere  lassen  sich  die  Sätze  gegenüberstellen: 

Zwei  projeJctive   PimJdreihm         Zwei  projektive  Strahlen!)  üschel 
sind  Schnitte  zweier  Perspektiven      sind    Projektionen    zweier  per- 


(d.  h.  dieselbe  Punktreihe  proji- 
zierenden) Strahlenbüschel. 

Projiziert  man  in  der  Ebene 
zwei  projektive  Punktreihen  u,  u' 
aus  zwei  Punkten  S,  S'  einer 
(nicht  mit  u  oder  u'  zusammen- 
fallenden) Verbindungslinie  ho- 
mologer Punkte  Ä,  Ä,  so  sind 
die  projizierenden  Strahlenbüschel 
perspektiv,  d.  h.  ihre  entsprechen- 
den Strahlen  schneiden  sich  in 
den  Punkten  einer  Geraden  m„. 


Im  Fall  die  Punkte  S,  S'  mit 
A',  A  zusammenfallen,  ändert 
sich  die  Gerade  Uq  nicht,  wenn 
man  von  A,  A'  zu  einem  anderen 
Paare  entsprechcnderPunkteüher- 
geht,  und  heißt  dann  die  Pro- 
jektivitätsachse  der  beiden 
Punktreihen.  Sind  BB',  CC' 
irgend  zwei  Paare  entsprechender 
Punkte,  so  schneiden  die  Linien 
BC',  B' C  sich  auf  u^ .  Sind  D, 
i'  die  Punkte,  die,  wenn,  die 
PunUreihen  nicht  perspektiv  sind, 
dem  gemeinsamen  Punkte  der 
beiden  Punktreihen  jedesmal  in 
der  anderen  Punktreihe  entspre- 
chen, so  verbindet  Uq  D  mit  E'. 


spektiven  (d.  h.  durch  dasselbe 
Strah  lenbii  seh  el  ausgeschnittenen) 
Punktreihen. 

Schneidet  man  in  der  Ebene 
zwei  projektive  Strahlenbüschel 
U,  U'  durch  zwei  Gerade  s,  s', 
die  durch  den  (nicht  mit  einem 
der  Büschelscheitel  zusammen- 
fallenden) Schnittpunkt  zweier 
homologen  Strahlen  a,  a  der  bei- 
den Büschel  gehen,  so  sind  die 
ausgeschnittenenPunktreihenper- 
spektiv,  d.  h.  die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  gehen 
durch  einen  Punkt  Uq. 

Im  Fall  die  Geraden  s,  s '  mit 
a ,  a  zusammenfallen,  ändert 
sich  der  Punkt  Uq  nicht,  wenn 
man  von  a,  a'  zu  einem  anderen 
Paare  entsprechender  Strahlen 
übergeht,  und  heißt  dann  das 
Projektivitätszentrum  der 
beiden Strahlenbüschcl.  Sind  bb\ 
cc'  irgend  zicei  Paare  entspre- 
chender Strahlen,  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  (bc'), 
{b'c)  durch  Uq.  Sind  d,  e'  die 
Strahlen,  die,  wenn  die  Strahlen- 
büschel nicht  perspektiv  sind,  dem 
gemeinsamen  Strahl  der  beiden 
Strahlenbüschel  jedesmal  in  dem 
anderen  Strahlenbüschel  entspre- 
chen, so  schneiden  sich  d,  e' 
in  Un- 
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Gehen  wir  zu  Punktreihen  mit  windschiefen  Trägern  und  zu 
Ebenenbüscheln  über,  so  ergeben  sich  zuerst  die  Sätze : 

Zwei  uindschiefe  PimJctreihen  Zwei  Ebenenbüschel  n,  %  mit 

u  und  u'  werden  projektiv  auf-  ivindschiefen  Achsen  iv erden pro- 

einander   bezogen,   indem  man  jektiv  aufeinander  bezogen^  in- 

drei  Punkten  A,  B,  C  der  ersten,  dem  man  drei  Ebenen  a,  ß,  y 

u,  irgend  drei  Punkte  A',  B\  C  des  ersten^  n,  irgend  drei  Ebenen 

von  u'  als  entsprechende  zmveist.  a',§',y'  von  tc'  als  entsprechende 

Dabei  läßt  sich  immer  ein  Ebenen-  zmveist.    Dabei  läßt  sich  immer 

büschel  finden,  zu  dem  die  Punkt-  eine  Punktreihe  finden.,  zu  der 

reihen perspektiv sind,  d.h.  durch  die     Ebenenbüschel    perspektiv 

dessen  Ebenen   die  Paare   ent-  sind,  d.  h.  durch  deren  Punkte 

sprechender  Punkte  ausgeschnit-  die  Paare  entsprechender  Ebenen 

ten  werden.  Mndurchgdien. 

Fallen  die  Träger  zweier  Punktreihen  zusammen,  so  sind  be- 
züglich der  Doppelpunkte,  d.  h.  der  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte,  vier  Fälle  zu  unterscheiden:  1.  es  existieren  zwei  reelle, 
getrennte  Doppelpunkte,  dann  heißt  die  Projektivität  hyperbolisch ; 
2.  die  Doppelpunkte  fallen  zusammen,  d.  h.  es  existiert  nur  ein 
sich  selbst  entsprechender  Punkt,  dann  heißt  die  Projektivität 
parabolisch'^  3.  es  existieren  keine  reellen  Doppelpunkte,  dann  heißt 
die  Projektivität  elliptisch',  4.  alle  Punkte  fallen  mit  ihren  ent- 
sprechenden zusammen  und  die  Projektivität  wird  zur  Identität, 

Entsprechen  den  Punkten  A,  B ,  C  die  Punkte  A' ,  B',  C', 
so  heißt  die  Projektivität  konkordant,  wenn  Uml.  ABC  =  \Jm[. 
A 'B'C,  und  diskordant,  falls  Uml.  ABC  =  Uml.  A'  C'B'.  Eine 
diskordante  Projektivität  ist  immer  hyperbolisch;  eine  elliptische 
oder  parabolische  Projektivität  muß  immer  konkordant  sein.  Eine 
hyperbolische  Projektivität  ist  festgelegt,  wenn  außer  den  Doppel- 
punkten ein  Paar  entsprechender  Punkte  gegeben  ist;  die  Pro- 
jektivität ist  diskordant  oder  konkordant.,  je  nachdem  die  Doppel- 
eleraente  durch  das  Paar  entsprechender  Punkte  getrennt  werden 
oder  nicht.  Eine  parabolische  Projektivität  wird  bestimmt  durch 
das  Doppelelement  und  ein  Paar  entsprechender  Elemente.  Die 
gleichen  Unterscheidungen  und  Benennungen  gelten  für  projektive 
Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem  Scheitel  und  projektive  Ebeiien- 
büschel  mit  gemeinsamer  Achse. 

Eine  nicht  identische  Projektivität  zwischen  zwei  träger- 
gleichen Grundgebilden  1.  Stufe  ?7,  U'  heißt  involutorisch,  wenn 
in  ihr  ein  Paar  nicht  zusammenfallender  und  damit  alle  Paare 
homologer  Elemente   sich  in  doppelter  Weise  entsprechen,  d.  h. 

. 
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wenn  sowohl  einem  Elemente  A,  das  man  zu  TJ  rechnet,  ein  Ele- 
ment A'  entpricht,  das  zii  U'  gehört,  als  auch  dem  Elemente  A\ 
wenn  man  es  zu  U  rechnet,  das  Element  A  als  Element  von  U' 
zugeordnet  ist.  Die  Elemente  A^  A'  heißen  dann  konjugierte 
Elemente  der  Involution.  Sind  die  Doppelelemente  reell,  so 
werden  sie  durch  die  Paare  konjugierter  Elemente  harmonisch  ge- 
trennt. In  einer  elliptischen  Involution  trennen  sich  immer  zwei 
Paare  konju^gierter  Elemente,  während  in  der  hyperbolischen  In- 
volution zwei  Paare  konjugierter  Elemente  sich  nie  trennen.  Eine 
elliptische  Involution  ist  immer  konkordant,  eine  hyperbolische 
Involution  immer  diskordant.  Eine  parabolische  Involution  (deren 
Doppelpunkte  zusammenfallen)  gibt  es  bei  dieser  Definition  der 
Involution  nicht.  Eine  Involution  ist  bestimmt  durch  zwei  Paar 
konjugierter  Elemente,  die  aber  kein  gemeinsames  Element  haben 
dürfen,  während  die  Elemente  eines  Paares  zusammenfallen  können. 

Zwei  Involutionen  in  Grundgebilden  mit  demselben  Träger 
haben  ein  reelles  Paar  entsprechender  Elemente  gemein,  wenn  sio 
nicht  zugleich  beide  hyperbolisch  sind  und  die  Doppelemente  der 
einen  durch  die  Doppelelemente  der  anderen  getrennt  werden. 

In  jedem  Grundgebilde  gibt  es  ein  und  nur  ein  Paar  von 
Elementen,  die  zwei  gegebene,  sich  nicht  trennende  Paare  von 
Elementen  harmonisch  trennen. 

Nach  dem  D es argu esschen  Viereckssatz  läßt  sich  in  einer 
Involution  zu  jedem  Punkte  der  konjugierte  linear  konstruieren, 
wenn  die  Involution  durch  zwei  Paare  konjugierter  Punkte  ge- 
geben ist. 

Eine  Projektivität  zwischen  trägergleichen  Grundgebilden 
1.  Stufe,  bei  der  irgendeinem  Elemente  P  des  ersten  ein  Element 
P'  des  zweiten,  dem  Element  P'  des  ersten  ein  Element  P"  des 
zweiten  usf.,  schließlich  dem  Element  p("-^)  des  ersten  wieder 
das  Element  P  des  zweiten  Grundgebildes  entspricht,  heißt  zyldisch 
von  der  Ordnung  n,  und  die  Punktgruppen  PP'  .  .  .  P^"  "  ^^  heißen 
ihre  Zi/keln.  Die  Involutionen  sind  zyklische  Projektivitäten  der 
Ordnung  2. 

§  4.    Projektive  Beziehungen  zwischen  Grundgebilden 
zweiter  Stufe. 

Zwei  Grundgebilde  2.  Stufe  heißen  projeldiv  und  die  Be- 
ziehung zwischen  ihnen  eine  Projektivität,  wenn  sie  so  aufeinander 
bezogen  sind,  daß  jedem  Element  des  einen  ein  einziges  Element 
des  anderen  entspricht  und  den  Elementen  eines  Grundgebildes  j 
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1.  Stufe,  das  in  dem  einen  der  beiden  Grundgebilde  2.  Stufe 
enthalten  ist,  in  dem  anderen  wieder  die  Elemente  eines  Grund- 
gebildes 1.  Stufe  entsprechen. 

Da  durch  die  Grundoperationen  sich  alle  in  Betracht  kommen- 
den Grundgebilde  auf  ebene  Felder  zurückführen  lassen,  wollen 
wir  die  Betrachtung  auf  diese  beschränken. 

Zwei  ebene  Felder  heißen  JcolUnear  (homograpMsch) ,  wenn 
sie  so  projektiv  aufeinander  bezogen  sind,  daß  entsprechende  Ele- 
mente von  gleicher  Art  sind,  reziprok  (korrelativ),  wenn  in  der 
Projektivität  Elemente  verschiedener  Art,  d.  h.  Punkte  und  Ge- 
rade, einander  entsprechen.  KoUineation  und  Korrelation  heißen 
die  Beziehungen  selbst. 

Zwei  ebene  Felder,  die  zu  einem  dritten  beide  kollinear  oder 
beide  reziprok  sind,  sind  zueinander  kollinear.  Zwei  ebene  Felder, 
von  denen  das  eine  zu  einem  dritten  Felde  kollincar,  das  andere 
m  diesem  selben  Felde  reziprok  ist,  sind  zueinander  reziprok. 

Zwei  ebene  Felder,  die  durch  wiederholtes  Projizieren  und 
Schneiden  aufeinander  bezogen  werden,  sind  kollinear. 

Es  gilt  nun  das  grundlegende  allgemeine  Theorem:  Zwei 
Grundgebilde  1.  Stufe,  die  in  projektiven  Grundgebilden  2.  Stufe 
einander  entsprechen,  sind  selbst  projektiv  aufeinander  bezogen. 

Also  sind  entsprechende  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  in 
kollinoaren  Feldern  projektiv,  und  bei  zwei  reziproken  Feldern  ist 
eine  Punktreihe  in  dem  einen  projektiv  zu  dem  entsprechenden 
Strahlenbüschel  in  dem  anderen. 

Eine  Projektivität  zwischen  zwei  Grundgebilden  2.  Stufe  ist 
bestimmt,  wenn  zu  vier  Elementen  von  gleicher  Art  des  einen  die 
entsprechenden  Elemente  des  anderen  gegeben  sind,  vorausgesetzt, 
daß  keine  drei  der  vier  Elemente  einem  Grundgebilde  1.  Stufe  an- 
gehören.   Dieser  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  dem  folgenden: 

Zwischen  zwei  Grundgebilden  2.  Stufe  existiert  eine  einzige 
Projektivität,  bei  der  zwei  gegebene  Paare  von  Grundgebilden 
1.  Stufe  in  einer  vorgeschriebenen  projektiven  Beziehung  stehen, 
so  daß  die  dem  einen  und  anderen  Paare  gemeinsamen  Elemente 
einander  als  entsprechende  zugeordnet  sind. 

Eine  nicht  auf  die  Identität  hinauslaufende  KoUineation 
zwischen  zwei  übereinander  gelagerten  Feldern  kann  nicht  vier 
Doppelelemente  (d.  h.  sich  selbst  entsprechende  Punkte  oder  Ge- 
rade) haben,  von  denen  keine  drei  einem  Grundgebilde  1.  Stufe 
augehören.  Gehören  aber  drei  einem  Grundgebilde  1.  Stufe  an, 
so  haben  die  beiden  Felder  alle  Elemente  dieses  Grundgebildes 
zu  Doppelelementen.     Sie  besitzen  dann  eine  Punktreihe,   deren 
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Punkte,  und  ein  StraUenbüschel,  dessen  Strahlen  sich  selbst  ent- 
sprechen, und  wir  gelangen  zu  der  oben  bereits  behandelten  j>er- 
speJcHven  Kollmeation. 

Dafür,  daß  zwei  getrennt  liegende  kollineare  ebene  Felder 
perspeMiv  sind,  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  die, 
daß  sie  die  Punkte  ihrer  Schnittlinien  entsprechend  gemein  haben. 

Eine  involutorische  KolUneation  zwischen  zwei  übereinander 
gelagerten  Feldern  ist  immer  perspektiv  und  dadurch  charak- 
terisiert, daß  ein  und  damit  jedes  Paar  entsprechender  Punkte 
durch  das  Zentrum  und  den  Schnittpunkt  ihrer  Verbindungslinie 
mit  der  Achse  harmonisch  getrennt  wird. 

Affinität,  Ähnlichkeit  und  Kongruenz  sind  spezielle  Fälle  der 
Kollineation. 

Eine  involutorische  Korrelation  heißt  Polarität  oder  Polar- 
system. Ein  ebenes  Polarsystem  kann  definiert  werden  als  eine 
eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten  und  Geraden  der 
Ebene  von  der  Art,  daß,  wenn  eine  Gerade  p  durch  einen  Punkt 
P'  geht,  der  der  Geraden  p  entsprechende  Punkt  P  auf  der  dem 
Punkt  P'  entsprechenden  Geraden  p '  liegt. 

Ein  Punkt  heißt  dann  der  Pol  seiner  entsprechenden  Geraden 
und  eine  Gerade  die  Polare  ihres  entsprechenden  Punktes. 

Eine  Korrelation  ist  eine  Polarität,  wenn  ein  Dreieck  existiert, 
in  welchem  jede  Seite  der  gegenüberliegenden  Ecke  als  ent- 
sprechende Gerade  zugeordnet  ist.  Ein  solches  Dreieck  heißt 
dann  ein  PolardreiecJc  der  Polarität.  Solche  Polardreiecke  gibt  es 
in  jeder  Polarität  unendlich  viele,  es  kann  von  ihm  eine  Ecke  und 
eine  durch  diese  Ecke  gehende  Seite  beliebig  angenommen  werden, 
dadurch  ist  das  Polardreieck  eindeutig  bestimmt. 

Die  Polarität  ist  bestimmt  durch  ein  PolardreiecJc  und  ein 
Paar  entsprechender  Elemente,  von  denen  keines  mit  einem  Elemente 
des  Polardreiecks  vereinigt  liegt. 

In  einem  ebenen  Polarsjstem  heißen 

zwei  Punkte  konjugiert,  wenn  zwei  Gerade  konjugiert,  wenn 
der  eine  auf  der  Polare  des  an-  die  eine  durch  den  Pol  der  an- 
deren liegt.  deren  geht. 

Selbstkonjugiert  heißt  ein  Selbstkonjugiert  heißt  eine  Ge- 
Punkt, der  auf  seiner  eigenen  rade,  die  durch  ihren  eigenen 
Polaren  liegt.  Pol  geht. 

Durch  einen  selbstkonjugierten  In  einer  selbstkonju gierten  Ge- 
Punkt geht  eine  einzige  selbst-  raden  liegt  ein  einziger  selbst- 
konjugierte Gerade,  seine  Polare,  konjugierter  Punkt,  ihr  Pol. 
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Durch  einen  nicht  selbstkon-  Auf  einer  nicht  selbstkonju- 

agierten  Punkt  gehen  unendlich  gierten  Geraden  liegen  unend- 

iele  Paare  konjugierter  Strah-  lieh    viele    Paare    konjugierter 

3n,  diese  bilden  eine  Strahlen-  Punkte,  diese  bilden  eine  Punkt- 

ivolution ,    die    der    Polarität  involution,  die  der  Polarität  svb- 

uhordmiert  ist.  ordiniert  ist. 

Durch  einen  nicht  selbstkonju-  Auf  einer  nicht  selbstkouju- 

ierten  Punkt  gehen  zwei  selbst-  gierten  Geraden  liegen  Z2<;eiselbst- 

onjugierte  Strahlen  oder  Jcciner.  konjugierte  Punkte  oder  keiner. 

Die  Polaritäten  zerfallen  in  zwei  Kategorien: 

1.  Die  gleichförmigen  Polaritäten,  die  keine  selbstkonjugierten 
llemente  enthalten.  In  diesen  liegen  die  Polaren  so,  daß,  wenn 
,  p'  die  Polaren  zweier  Punkte  P,  P'  sind  und  P^  der  Schnitt- 
unkt der  Linie  PP'  mit  p,  P/  ihr  Schnittpunkt  mit  p'  ist,  stets 
',  P^  durch  P\  Pj'  getrennt  werden. 

2.  Die  ungleichförmigen  Polaritäten,  die  selbstkonjugierte  Ele- 
lente  besitzen.  Eine  solche  sei  durch  ein  Polardreieck  und  die 
olare  p  eines  Punktes  P  gegeben;  projiziert  man  dann  P  aus 
en  Ecken  des  Polardreiecks  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten 
nd  nimmt  die  Schnittpunkte  der  Seiten  mit  _p,  so  werden  nie 
if  allen  Seiten  die  Ecken  durch  die  so  ermittelten  Punkte  getrennt. 

In  einer  ungleichförmigen  Polarität  existieren  drei  Kategorien 
on  Geraden,  je  nachdem  sie  zwei,  einen  oder  keinen  selbstkon- 
igierten  Punkt  enthalten,  und  entsprechend  auch  drei  Kategorien 
Ön  Punkten,  je  nachdem  durch  sie  zwei,  eine  oder  keine  selbst- 
mjugierte  Gerade  geht. 

Wenn  ein  ebenes  Polarsystem  ein  selbstkonjugiertes  Element 
ithält,  enthält  es  unendlich  viele  selbstkonjugierte  Punkte  und 
aendlich  viele  selbstkonjugierte  Geraden.  Die  Punkte  sind  die 
unMe  und  die  Geraden  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes ^  der 
!r  Ordnungskegelschnitt  des  Polarsystems  heißt  (vgl.  Kap.  XI). 

Aus  dem  ebenen  Polarsystem  folgt  durch  das  Dualitätsprinzip 
e  Polarität  im  Bündel,  bei  der  sich  die  Strahlen  und  Ebenen 
s  Bündels  in  eindeutiger  Weise  entsprechen. 

Bei  irgendeiner  Kollineation  bleiben  alle  projektiven  Eigen- 
tiaften  erhalten.  Bei  einer  Korrelation  geht  jede  Eigenschaft 
ler  Figur  in  die  entsprechende  der  dual  korrespondierenden 
gur  über.  Man  kann  demnach  die  Korrelationen  als  ein  Mittel 
sehen,  um  das  Dualitätsprinzip  in  der  Ebene  und  im  Bündel 
begründen.  In  dieser  Hinsicht  ist  der  Streit  von  Bedeutung, 
r  zwischen  Poncelet  und  Gergonne  um  die  Entdeckung  des 
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Dualitätsprinzips  entbrannte.  Poncelet  hatte  seine  Begründung 
in  der  Polarität  gefunden,  Gergonne  dagegen  hatte  es  in  den 
geometrischen  Grundlagen  gesucht,  ohne  indes  über  die  bloße  Tat- 
sache der  Analogie  hinauszukommen.  Man  vgl.  hierzu  Poncelet, 
Memoire  sur  la  theorie  generale  des  polaires  reciproques ,  Journ.  f. 
Math.  4,  1  (1829),  in  der  2.  Aufl.  des  Traite,  Vol.  2,  p.  57,  Ger- 
gonne, Ann.  de  Math.  15,  157,  16,  209,  17,  214  (1825—27). 


§  5.    Projektive  Beziehungen  zw^isclien  Grundgebilden 
dritter  Stufe. 

Zwei  Räume  heißen  JcolUnear  (JiomograpMsch)  ^  wenn  sie 
derart  aufeinander  bezogen  sind,  daß  jedem  Punkt  des  einen  ein 
einziger  Punkt  des  anderen  entspricht,  den  Punkten  einer  Geraden 
immer  wieder  die  Punkte  einer  Geraden  und  damit  den  Punkten 
einer  Ebene  immer  wieder  die  Punkte  einer  Ebene  zugeordnet  sind. 

Zwei  Räume  heißen  reziprok  (korrelativ),  wenn  sie  derart 
aufeinander  bezogen  sind,  daß  jedem  Punkte  des  einen  eine  einzige 
Ebene  des  anderen  entspricht  und  hierbei  den  Punkten  einer  ge- 
raden Punktreihe  immer  die  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  und 
damit  den  Punkten  eines  ebenen  Feldes  die  Ebenen  eines  Ebenen- 
bündels entsprechen.  Auf  diese  Weise  wird  auch  einem  Punkte  des 
zweiten  Raumes  (dem  Scheitel  des  Ebenenbündels)  eine  Ebene 
des  ersten  Raumes  (der  Träger  des  ebenen  Feldes)  zugeordnet, 
und  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Räumen  ist  durchaus 
wechselseitig.  Kollineation  und  Koirelation  gelten  als  die  pro- 
jektiven Beziehungen  zwischen  den  beiden  Räumen. 

Zwei  Bäume,  die  m  demselben  dritten  in  projektiver  Be- 
ziehimg stehen^  sind  meinander  kollinear  oder  reziprok,  je  nachdem 
die  Beziehung  zu  dem  dritten  Baum  von  gleicher  oder  verschiedtmer 
Art  ist. 

Bei  Kollineationen  und  Korrelationen  im  Räume  entsprechen 
die  Geraden  einander  (als  Träger  entweder  von  Punktreihen  oder 
von  Ebenenbüscheln),  und  den  Strahlen  eines  Strahlenbüschels 
entsprechen  wieder  die  Strahlen  eines  Strahlenbüschels. 

In  projektiven  Bäumen  sind  entsprechende  Gru/ndgebilde  1.  Stuft 
und  2.  Stufe  projektiv  aufeinander  bezogen. 

Eine  Kollineation  zwischen  zwei  Räumen  ist  festgelegt, 

wenn  5  Punkten  des  einen  Rau-  wenn  5  Ebenen  des  einen  Rau- 
mes, von  denen  aber  keine  4  in  mes,  von  denen  aber  keine  4 
einer  Ebene  liegen  dürfen,  die      durch  einen  Punkt  gehen  dürfen. 
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entsprechenden  Punkte  des  an-  die  entsprechenden  Ebenen  des 
deren  Raumes,  die  derselben  Be-  anderen  Raumes,  die  derselben 
dingung  unterliegen,  zugeordnet  Bedingung  unterliegen,  zugeord- 
sind.  net  sind. 

Eine  Koi'relation  zwischen  zwei  Räumen  ist  festgelegt,  wenn 
5  Punkten  des  einen,  von  denen  keine  4  in  einer  Ebene  liegen, 
I  die  entsprechenden  Ebenen  des  anderen,  von  denen  keine  4  durch 
i  einen  Punkt  gehen  dürfen,  zugeordnet  sind. 

I  Sehen  wir  die  Räume  als  ineinanderliegend  an,  so  kann  eine 

Kollineation ,  ohne  eine  Identität  zu  werden,  nicht  5  sich  selbst 
entsprechende  Punkte,  von  denen  keine  4  in  einer  Ebene  liegen, 
besitzen,  und  keine  5  sich  selbst  entsprechende  Ebenen,  von  denen 
keine  4  durch  einen  Punkt  gehen. 

Existieren   mehr   als  vier  sich  selbst  entsprechende  Punkte 
oder  mehr  als  vier  sich  selbst  entsprechende  Ebenen,  so  existieren 
unendlich   viele.    Die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  können 
zunächst   aus   zwei    einzelnen  Punkten  P,  Q  und  allen  Punkten 
einer  Geraden  r   bestehen.    Dann  entsprechen  auch  alle  Ebenen 
durch  die  Gerade  PQ  oder  s  sich  selbst  und  außerdem  die  zwei 
Ebenen,  die  r  mit  P  und  mit  Q  verbinden.    Diese  Kollineation 
heißt  axial ^  r,  s  sind  ihre  Achsen.    Die  sich  selbst  entsprechen- 
Iden  Punkte    können    sich   aber   auch    entweder   auf  zwei   wind- 
schiefe Geraden,  die  Achsen^  verteilen,  dann  ist  die  Kollineation 
eine   biaxiale  Homologie^    oder   es   entsprechen  außer  einem  iso- 
lierton Punkte,  dem  Homologiezentrum,  alle  Punkte  einer  Ebene, 
der  Homologieehene ,  sich  selbst,  dann  heißt  die  Kollineation  eine 
zentrische  Homologie.    In  beiden  Fällen  entsprechen  auch  immer 
anendlich  viele  Ebenen  sich  selbst,  die  bei  einer  biaxialen  Homo- 
logie durch  irgendeine  der  beiden  Achsen  oder  bei  einer  zentrischen 
Homologie  durch  das  Zentrum  gehen,  im  letzteren  Falle  kommt  noch 
iie   Homologieebene   als   eine  Ebene,   von  der  jeder  Punkt  sich 
»elbst  entspricht,  hinzu.    Bei  einer  hiaxialcn  Homologie  liegen  je 
!wei  entsprechende  Punkte  P,  P'  auf  einer  Geraden,  die  beide 
ichsen  schneidet,  und   die  beiden  Schnittpunkte  bilden  mit  den 
Punkten  P,  P'  ein  konstantes  Doppelverhältnis.    Bei  einer  zen- 
rischen  Homologie  liegen  je  zwei  entsprechende  Punkte  mit  dem  Zen- 
rum  in  gerader  Linie  und  bilden  ein  konstantes  Doppel  Verhältnis  mit 
lern  Zentrum  und  dem  Punkte,  in  dem  ihre  Verbindungslinie  die  Ho- 
nologieebene  trifft.    Bei  der  biaxialen  Homologie  haben  zwei  ent- 
^rechende  Ebenen  die  Schnittpunkte  mit  den  Achsen  gemein,  bei 
liner  zentrischen  Homologie  haben   sie   die  Schnittlinie  mit  der 
lomologieebene  gemein  und  sind  perspektiv  aufeinander  bezogen. 
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Bei  einer  biaxialen  Homologie  können  auch  die  Achsen  zu- 
sammenfallen, dann  heißt  sie  parabolisch  im  Gegensatz  zu  der 
bisher  betrachteten  Homologie,  die  hyperbolisch  genannt  wird.  Es 
gibt  noch  eine  elliptische  Homologie,  bei  der  überhaupt  keine 
Punkte  sich  selbst  entsprechen,  aber  unendlich  viele  Paare  ent- 
sprechender Punkte  auf  jeder  Geraden  liegen,  die  zwei  einander 
entsprechende  Punkte  verbindet. 

Jede  der  besprochenen  Homologien  mit  Ausnahme  der  para- 
bolischen kann  involutorisch  werden.  Dann  bilden  die  Paare  ent- 
sprechender Punkte  auf  den  Strahlen,  die  sie  enthalten,  jedesmal 
eine  Involution. 

Eine  involutorische  Korrelation  heißt  ein  räumliches  Polar- 
system oder  Polarität.  Sie  läßt  sich  definieren  als  eine  Beziehung- 
zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  des  Raumes,  bei  der,  wenn 
ein  Punkt  in  einer  Ebene  liegt,  die  dem  Punkt  entsprechende 
Ebene  durch  den  der  Ebene  entsprechenden  Punkt  geht.  Punkt 
und  Ebene,  die  einander  entsprechen,  heißen  Pol  und  Polarebene. 
Als  zwei  reziproke  Polaren  werden  definiert  zwei  Geraden  von  der 
Eigenschaft,  daß,  wenn  ein  Punkt  auf  der  einen  wandert,  seine 
Polarebene  sich  um  die  andere  dreht. 

In  einem  räumlichen  Polarsystem  heißen  konjugiert 

zwei  Punkte,  wenn  der  eine  in      zwei  Ebenen,  wenn  die  eine  durch 
der  Polarebene  des  anderen  liegt,      den  Pol  der  anderen  geht, 

ein  Punkt  und  eine  Gerade,  wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade,  wenn 

die  Gerade  in  der  Polarebene  des  die  Gerade   durch  den  Pol  der 

Punktes   liegt   und  mithin   der  Ebene  geht  und  mithin  die  Ebene 

Punkt  auf  der  reziproken  Polaren  durch  die  reziproke  Polare  der 

der  Geraden  liegt.  Geraden  geht. 

Zwei  Gerade  sind  konjugiert,  wenn  die  eine  die  reziproke 
Polare  der  anderen  trifft. 

Selbstkonjugiert  ist  ein  Punkt,  Selbstkonjugiert  ist  eine  Ebene, 

der    in    seiner    eigenen    Polar-      die    durch    ihren    eigenen    Pol 
ebene  liegt.  geht. 

Selbstkonjugiert  ist  eine  Gerade,  wenn  sie  ihre  reziproke  Polare 
trifft  oder  mit  ihr  zusammenfällt. 

Ein  räumliches  Polarsystem  heißt  ein  eigentliches  Polarsyt-tem^ 
wenn  nicht  jeder  Punkt  und  damit  jede  Ebene  selbstkonjugiei-t 
ist.  Ist  das  Gegenteil  der  Fall,  so  heißt  das  Polarsystem  ein 
Nullsysicm. 
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Eine  Korrelation  im  Raum  ist  ein  eigentliches  Polarsystem, 
wenn  ein  Tetraeder  existiert,  dessen  Seitenflächen  den  gegenüber- 
liegenden Ecken  entsprechen.  Ein  derartiges  Tetraeder  heißt  ein 
Polartetracder.  Gibt  es  ein  solches,  so  gibt  es  unendlich  viele. 
Eine  Ecke  des  Polarteträeders,  eine  durch  die  Ecke  gehende  Kante 
und  eine  durch  diese  Kante  gehende  Seitenfläche  können  beliebig 
angenommen  werden,  dann  ist  das  Polartetraeder  jedesmal  ein- 
deutig bestimmt. 

Ein  eigentlidies  Polarsystcm  ist  festgelegt,  wenn  außer  einem 
Folartetraeder  ein  Punkt  mit  seiner  Polarcbcne  gegeben  ist,  voraus- 
gesetzt, daß  die  letzteren  beiden  mit  keinem  Elemente  des  Polar- 
tetraeders vereinigt  liegen. 

Die  in  einer  nicht  selbstkon-  Die  durch  einen  nicht  selbst- 
Jugierten  Ebene  liegenden  Punkte  konjugierten  Punkt  gehenden 
mid  ihre  konjugierten  Geraden,  Strahlen  und  ihre  durch  den- 
die  derselben  Ebene  angehören,  selben  Punkt  gehenden  konjugier- 
steJien  in  der  Beziehung  eines  ten  Ebenen  stehen  in  der  Be- 
ebenen Polarsystems.  ziehung    eines  Polarsystems  im 

Bündel. 

Die  Paare  konjugierter  Punkte  DiePaare  konjugierter  Ebenen 

auf  einer  nicht  selbstkonjugierten  durch  eine  nicht  selbstkonjugierte 

Graden  bilden  eine  Involution.  Gerade  bilden  eine  Involution. 

Die  Geraden,  die  in  einer  selbstkonjugierten  Ebene  liegen 
und  durch  deren  Pol  gehen,  sind  einander  paarweise  konjugiert 
und  bilden  eine  Involution. 

Bei  einem  Nullsystem  liegen  in  jeder  Ebene  unendlich  viele 
selbstkonjugierte  Gerade.  Diese  bilden  ein  Büschel,  dessen  Scheitel 
der  Pol  der  Ebene  ist.  Sie  heißen  nach  Moebius  die  Nullinien 
des  Nullsystems,  der  Pol  wird  der  Nullpunkt  seiner  Polarebene 
and  die  Ebene  selbst  Nullebene  ihres  Poles  genannt.  Wir  können 
ilso  sagen:  Die  Nullinien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  gehen  durch 
ien  Nullpunkt  dieser  Ebene.  Die  Nullinien,  die  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehen,  liegen  umgekehrt  immer  in  einer  be- 
itimmten  Ebene,  der  Nullebene  des  Punktes.  Jede  Linie,  die  zwei 
eziproke  Polaren  eines  Nullsystems  trifft,  ist  stets  eine  Null- 
inie.  Eine  Ebene,  die  durch  eine  der  reziproken  Polaren  geht, 
vird  von  der  anderen  in  ihrem  Nullpunkt  geschnitten,  und  die 
S^uUebene  eines  Punktes  auf  einer  der  beiden  Polaren  ist  die 
ebene,  die  den  Punkt  mit  der  anderen  Polaren  verbindet.  Jedes 
jj  infache  Fünfeck  im  Raum,  von  dem  keine  vier  Ecken  in  einer 
übene  liegen,  bestimmt  ein  Nullsystem,  in  dem  jeder  Ecke  des 
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Fünfecks  die  diese  Ecke  mit  den  benachbarten  Ecken  verbindende 
Ebene  als  Nullebene  zugeordnet  ist. 

Das  Nullsystem  ist  von  Giorgini  entdeckt  (Mcm.  clella  Soc. 
Ital.  Modena  20ypartemat.,  1828, p.  243)  und  dann  von  Moebius 
wiedei'gefunden  und  ausfübrlich  behandelt  worden  {Journ.  f.  Math. 
10  (1833)  317,  WerU  Bd.  1,  S.  489,  vgl.  sein  Lehrbuch  der 
Statik,  1837,  insbesondere  §  84,  ^Verke  Bd.  1,  S.  118ff.). 

Für  die  allgemeinen  Grundlagen  der  projektiven  Geometrie 
sind  zunächst  zu  vergleichen  die  bereits  zitierten  grundlegenden 
Werke  von  Poncelet,  Traite  des propricie's proj.  des  figures  1822, 
und  Steiner,  Systematische Entioickelung  usw.  1832  {Werkend,  l), 
ferner  Moebius'  Barycenirischer  Calcul  1827  {Werke  Bd.  1). 
Eine  neue  Epoche  beginnt  mit  v.  Staudts  Geometrie  der  Lage 
1847,  in  der  zuerst  die  Prinzipien  der  projektiven  Geometrie  von 
allen  metrischen  Beimischungen  gereinigt  sind.  Das  Werk  ist 
fortgeführt  in  den  Beiträgen  zur  Geometrie  der  Lage,  3  Teile, 
1856  bis  1860.  Den  Abschluß  der  Entwicklung  in  Frankreich 
bezeichnet  Chasles  [Apergu  historique  sur  l'origine  et  le  deve- 
loppement  des  methodes  en  geometrie  1837  (1875,  1883),  Geo- 
metrie superieure  1852  (1870)]. 

Unter  den  neueren  Lehrbüchern  sind  besonders  zu  nennen: 

Reye,  Geometrie  der  Lage,  zuerst  1866,  1.  Teil,  5.  Aufl. 
1908,  2.  Teil,  4.  Aufl.  1907,  3.  Teil,  4.  Aufl.  im  Erscheinen. 
Cremona,  Elemenfi  di  geometria proiettiva  1873.  Hankel,  Ele- 
mente der  proj.  Geom.  1875.  DePaolis,  Sui  fondamenti  di  geom. 
proiett.  1881.  Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Geom.  1882. 
Weyr,  Elemente  der  proj.  Geom.,  2  Teile,  1883,  1887.  Sannia, 
Geom.  proiettiva  1894.  Bobek- Küpper,  Einl.  in  die  proj, 
Geom.  der  Ebene  1897.  Döhlemann,  Froj.Geom.  1898  (Samm- 
lung Göschen).  Böger,  Ebene  Geom.  d.  Lage  1900.  Enriques, 
Lesioni  di  geom.  proiett.  1898  (1904),  deutsch  von  Fleischer  1903. 


Kapitel  VII. 
Projektive  Koordinaten. 

Von  G.  Guareschi  in  Pavia. 


1.     Projektive  Koordinaten  in  den  Grundgebilden 

erster  Stufe. 
Die  projektiven  Koordinaten  lassen  sich,  entsprechend  der 
doppelten  Begründungsart  der  projektiven  Geometrie,  auf  zweierlei 
Weisen  einführen:  man  kann  entweder  von  metrischen  Beziehungen 
oder  rein  projektiven  Sätzen  ausgehen.  In  beiden  Fällen  aber  kann 
man  die  Koordinaten  auf  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses  zu- 
rückführen. 

Unter  einem  Grundgebilde  erster  Stufe  verstehen  wir  wie 
früher  eine  gerade  Punktreihe,  ein  Strahlenbüschel  oder  ein 
Ebenenbüschel.  Wir  nehmen  in  ihm  nun  drei  Elemente,  A,  B,  0, 
m.  Zu  jedem  vierten  Elemente  F  des  Grundgebildes  gehört  dann 
}in  und  nur  ein  Wert  x  des  Doppelverhältnisses  (PC,  BÄ),  und 
imgekehrt,  wenn  eine  Zahl  x  gegeben  ist,  so  bestimmt  sich  in 
dndeutiger  Weise  das  Element  P  des  Grundgebildes,  für  das 
PC,  BÄ)  =  X  wird.  Diese  Zahl  x  heißt  die  projeldive  Koordi- 
late  des  Elementes  P.  Die  Elemente  Ä,  B,  C  heißen  die  Grund- 
lemente  des  Koordinatensystems  und  werden,  weil  (J.  C,  BÄ)  =  cx), 
Bö,  BÄ)  ==  0,  {CO,  BÄ)  =  1,  als  die  Elemente  oo,  0,  1  be- 
eichnet. 

Vom  metrischen  Gesichtspunkte  aus  sind  einzelne  Koordi- 
atensysteme  ausgezeichnet.    Die  wichtigsten  sind  folgende: 

1.  In  der  eigentlichen  Punktreihe  u  lege  man  einen  positiven 
lichtungssinn  und  eine  Maßeinheit  fest,  man  nehme  dann  für  das 
ilement  A  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  und  für  B 
ind  C  zwei  eigentliche  Punkte,  für  welche  die  Entfernung  BC  =  1 
tt,  so  wird  die  Koordinate  eines  beliebigen  Punktes  P 

X  =  (PC,  BA)==  BP. 
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Dies  X  heißt  Ahseissenkoordinate  und  B  der  Ursprung  des  Koordi- 
natensystems. 

2.  In  einem  eigentlichen  (zentrischen)  Strahlenhüschel  U 
lege  man  einen  positiven  Drehsinn  fest  und  nehme  füi'  die  Grund- 
elemente zvi^ei  zueinander  senkrechte  Strahlen  a,  h  des  Büschels 
uad  für  c  den  Strahl,  für  den  ■=^  («c)  =  <^  (^^)-  Dann  ^vird  die 
Koordinate  eines  Strahles  p  des  Büschels 

X  =  {pc^  ha)  =  tang  (hp). 

Dies  X  heißt  Tangentialkoordinate  und  b  die  Achse  des  Koordi- 
natensystems. 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  Elementen  P, ,  Pg ,  Pq  ,  P 
eines  Grundgebildes  erster  Stufe  ist  gleich  dem  Doppelverhältnis 
ihrer  Koordinaten  x^^  iCg,  Xq,  x: 


(^XXq,      X^Xy)     


Wenn  in  einem  Grundgebilde  erster  Stufe  ein  Koordinaten- 
system festgelegt  ist,  so  wollen  w^ir  übereinkommen,  auch  jedem 
komplexen  Werte  der  Koordinate  ein  Element  des  Grandgebildes 
entsprechen  zu  lassen.  Dieses  Element  heißt,  wenn  der  imaginäre 
Teil  der  komplexen  Zahl  nicht  verschwindet,  ein  imaginäres  Elemoif  . 

Wenn  von  vier  Elementen  Pj,  Pg,  P^,  P  irgendwelche  ima- 
ginär sind,  so  definieren  wir  als  das  Doppelverhältnis  der  ^^er 
Elemente  das  Doppelverhältnis  ihrer  Koordinaten.  Wenn  ins- 
besondere von  den  sechs  Doppelverhältnissen,   die  sich  aus  den 

1         i/s 
vier  Punkten  bilden  lassen,    eines  gleich ^n  i  *    g"  wird,  soj 

bilden  die  vier  Punkte  eine  äquianharmonisclic  Gruppe.  \ 

Ist   in   einem   Grundgebilde   erster   Stufe   ein  Koordinaten-! 
System  festgelegt,  so  entspricht  jeder  Gleichung  mit  einer  einzigen 
Unbekannten  in  dem  Grundgebilde  die  Gruppe  derjenigen  Elemente, 
deren  Koordinaten  der  vorgelegten  Gleichung  genügen      Ist  die! 
Gleichung  algebraisch  imd  vom  Grade  «,  so  enthält  die  Gruppe  n 
(reelle  oder  imaginäre,  getrennt  liegende  oder  zusammenfallende) 
Elemente.     Umgekehrt  kann  man,   um  eine  Gruppe  von  n  Ele-r 
menten    darzustellen,    statt    ihrer    Koordinaten    eine    Gleichung' 
^ten  Qj-ades  angeben,  der  diese  Koordinaten  genügen. 

Aus  der  projektiven  Koordinate  x  leitet  man  die  homogench 
projektiven  Koordinaten  x^,  x^  her,  indem  man 

^1 
X  =  — 

X, 


if. 
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setzt.  Dann  wird  rr^ ,  x.2  nur  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  be- 
stimmt. Nimmt  man  an,  daß  keines  von  beiden  je  unendlich  wird, 
so  Avird  x^  =  0  für  den  Punkt  A,  für  den  x  =  oo  ist. 

In  homogenen  Koordinaten  wird  eine  Gruppe  von  n  Elementen 
des  Grundgebildes  bestimmt  durch  eine  homogene  algebraische 
Gleichung  n*^^  Grades  f  =  0,  wo  f  von  der  Form 


/■=2^0«.-^r^- 


Die   algebraische   Theorie    der   Binärformen   findet   so   ihre 
geometrische  Interpretation   in   den   Grundgebilden   erster  Stufe. 
Die  Form  (n  —  1)^^  Ordnung  von  x^,  x^ 


stellt,  gleich  Null  gesetzt,  eine  Gruppe  von  n  —  1  Punkten  dar, 
welche  die  (erste)  Polargruppe  des  Punktes  (y^ ,  y^)  bezüglich  der 
Punktgruppe  f=0  heißt. 

Als  die  QjfemiscJite)  Polare  von  Je  Punkten  y,  y',  .  .  .,  y^^~^^ 
bezeichnet  man  die  Gruppe  von  n  —  k  Punkten,  die  durch  die 
Gleichung 

gegeben  wird.  Diese  gemischte  Polare  wird  zur  Ti^^  Polare  eines 
Punktes  y: 

wenn  die  h  Punkte  ?/,  y\  . . .,  y^^~^^  zusammenfallen  (Jonquieres, 
J.  de  Math:  (2)  2,  249  (1857)). 

Die  U^  Polare  eines  Punldies  P  bez.  einer  Punktgruppe  P^, 
Pj  .  .  .  P^  läßt  sich  auch  durch  die  metrische  Relation  definieren 
(Cremona,  Introd.  alle  curve  plane,  Art.  III): 

^  \pF  ~  pp,) \PP'  ~  ppj  ' '  ■  IpF  "~  TpJ  ^  ^' 

wobei  die  Summation  über  alle  Kombinationen  der  Zahlen  1  bis  n 
zu  je  k  zu  erstrecken  ist  und  P'  einen  Punkt  der  polaren  Gruppe 
bezeichnet. 

Für  k  =  n  —  1  ergibt  sich  ein  einziger  Punkt,  der  nach 
Poncelet  (/.  f.  Math.  3,  213  (1828))  das  Zentrum  P'  der  har- 
monischen Mittel  des  Poles  P  heißt  und  durch  die  Gleichung  be- 
stimmt wird: 

I        Pascal,  BepertoriTun.  II.    2.  Aufl.  9 
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1  1/1,1 


PP'        n  \PP^ 


^  PP,  ^      ^  ppj 


Rückt  der  Pol  ins  Unendliche,  so  wird  der  letztgenannte  Punkt 
das  Zentrum  M  der  mittleren  Entfernungen  und  ist  dann  durch 
die  Gleichung  gegeben: 

MP^  ^  MP,^  ^         ^  MP„       ^ 

Jede  Kovariante  der  Form  f  stellt  gleich  Null  gesetzt  eine  ko- 
variante  PunMegruppc  zu  der  Punktegmppe  dar,  die  durch  das 
Verschwinden  von  f  gegeben  wird.  Insbesondere  liefert  die 
Gleichung  i?  =  0,  wo 

n^(n  —  lytdxl     cxl       \dxidxj  J'' 

eine  kovariante  Gruppe  von  m  =  2(n  —  2)  Punkten,  welche  die 
Hessesche  Gruppe  der  durch  /"=  0  gegebenen  Gruppe  von  n  Punkten 
heißt.  Eine  neue  kovariante  Gruppe  wird  durch  die  Gleichung 
<S=  0,  wo 

^' = -—  r  ^^  • — — -^  •  — ] 

mn\_dx^     dx^       dx^     ^a^^J' 

geliefert  usw.  Das  Verseh winden  einer  Invariante  von  f  bedeutet 
allemal  eine  projektive  Beziehung  zwischen  den  Punkten  der 
Punktegruppe  /"  =  0.    Ist  z.  B.  eine  Form  vierter  Ordnung 

/=  aQx\  +  ^a^x\xci  +  Cia^x\x\  +  ^a^x^x\  +  »4Ä!| 

gegeben,  so  bedeutet  das  Verschwinden  der  Invariante 

i  =  ^ia^a^  —  40^03  -f-  3a|), 

daß  die  vier  Punkte  /=  0  in  äqmanharmoniscJier  Lage  sind,  das 
Verschwinden  von 

j  =  Qi^a^a^a^  +  2a^a2a^  ~  «2  —  ^o^s  ~~  (^i^a)i 

daß  sie  vier  harmonische  Punkte  bilden. 

Zwei  Punktgruppen  von  je  n  Punkten: 

heißen  zueinander  apolar,  wenn  die  bilineare  simultane  Invariante 
für  die  beiden  Formen  verschwindet. 
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haben  mindestens  einen  Punkt  gemein,  wenn  die  Resultante  von 
f\  und  /g  verschwindet. 

Eine  Punktgruppe  f  enthält  einen  doppelt  zählenden  Funkt, 
wenn  ihre  Diskriminante,  d.  h.  die  Resultante  der  ersten  Polaren 
irgend  zweier  Punkte  der  Punktreihe  bez.  der  Punktgruppe  f 
verschwindet. 

Die  Punktgruppe  f  enthält  allgemein  einen  {k  -|-  l)-fachen 
Punkt  (ä;  <  w),  wenn  die  Resultante  der  gemischten  Polaren  irgend 
zweier  Gruppen  von  je  k  Punkten  der  Punktreihe  verschwindet. 

Wenn  zwei  Grundgebilde  erster  Stufe  projektiv  aufeinander 
bezogen  sind,  ist  das  Doppelverhältnis  von  irgend  vier  Elementen 
Ay  B,  C,  P  des  einen  gleich  dem  Doppelverhältnis  der  vier  ent- 
sprechenden Elemente  A\  B',  C\  P'  des  anderen.  Lassen  wir 
A,  B,  C  und  A',  B' ,  C'  fest  und  beziehen  darauf  projektive 
Koordinaten  x,  x\  indem  wir  setzen 

(PC,  BA)  =  X,     (P'C,  B'Ä)  =  x\ 
so  wird 

imd  die  projektive  Beziehung  drückt  sich  einfach  so  aus,  daß  ent- 
sprechenden Elementen  derselbe  Koordinatenwert  zukommt. 

Sind  aber  die  Koordinatensysteme  in  den  beiden  Grund- 
gebilden irgendwie  anders  angenommen,  werden  dann  a,  h,  c,  x 
die  Koordinaten  von  A^  B,  0,  P  und  «',  6',  c,  x  die  Koordinaten 
von  Ä^  B',  C\  P',  so  drückt  sich  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse aus  wie  folgt: 


a  —  c 

a  —  X 
'  b  —  X 

a 

—  c 

a  —  X 

b-c 

b' 

—  c' 

'  b'  —  x' 

Dieser  Gleichung  läßt  sich  die  Form  geben 

(l)  axx'  -\-  ßx  -\-  yx  -|-  ^  =  0, 

wobei  die  Determinante  a8  —  jSy  =f=  0.  Die  Ausdrücke  a^  —  j3y 
uad  ^  —  y  heißen  die  Invarianten  der  projektiven  Beziehung. 

Umgekehrt  stellt  jede  bilineare  Gleichung  zwischen  x,  x'  mit 
nich  f  verschwindender  D  etermin  ante  eine  projektive  Besiehung  zwisch  en 
den  beiden  Grundgebilden  dar. 

In  homogenen  Koordinaten  wird  die  Gleichung  mit  ver- 
änderter Bezeichnung  der  Koeffizienten 

(«81=^1  +  ^'22^2)^1'  —  («11^1  +  «12%)^2'  =  0- 

9* 
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Diese  Gleichung  aber  läßt  sich  in  die  folgenden  zwei  zerlegen: 

Q  3Ca     —  t*|  -t  (JC-t   ~\~  Qj-t  ()  jOa  ^ 
QX^    =  0^2 1  -^1  "r  '^2  2  "^2  ' 

wobei  Q  einen  Proportionalitätsfaktor  bezeichnet  und  die  Deter- 
minante «ji  «22  —  ^12  ^21  "4=  0  ist. 

Sind  die  beiden  Gnindgebilde  von  gleicher  Art  und  träger- 
gleich (konjektiv  oder  kollokal),  so  sind  ihre  Doppelelemente  U^ 
V  (die  sich  selbst  entsprechen)  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen 

ax^  -\-  {ß  -\-  y)x  +  d  =  0. 

Die  Projektivität  ist  hyperbolisch,  parabolisch  oder  elliptisch, 
je  nachdem  A  =  (|3  -  7)^— 4(a(J  -  ßy)  =  {ß  -fy)^-  iaS^O; 
im  letzten  Falle  kann  man  sagen,  die  Doppelelemente  seien  kon- 
jugiert imaginär.  Sind  P,  P'  irgend  zwei  entsprechende  Elemente, 
so  wird  das  Doppelverhältnis 

~  '       ß-y-VL' 

es  ist  also  konstant  und  heißt  die  absolute  Invariante  der  Pro- 
jektivität. Die  Projektivität  wird  zur  Involution  und  d-  =  —  1, 
wenn  in  der  Grundgleichung  (l)  ß  =  y  ist. 

Sind  zwei,  eigentliche  Punktreihen  m,  u  projektiv  aufeinander 
bezogen,  so  heißen  Fliiditpunlde  7,  J"  die  beiden  Punkte,  die  jedes- 
mal dem  unendlich  fernen  (uneigentlichen)  Punkte  der  anderen 
Punktreihe  entsprechen.  Liegen  /,  J  im  Endlichen  und  bezieht 
man  die  Punkte  der  beiden  Punktreihen  auf  zwei  Systeme  von 
Abszissenkoordinaten,  bei  denen  der  Ursprung  durch  je  einen  der 
Punkte  /,  J'  gebildet  wird,  so  wird  die  Gleichung  der  Projektivität 

IP  •  J'P'  =  const., 

sie  sagt  aus,  daß  das  Produkt  der  Abstände  zweier  entsprechenden 
Punkte  P,  P'  von  den  zugehörigen  Fluchtpunkten  7,  J'  kon- 
stant ist. 

Die  Projektivität  wird  zur  Ähnlichkeit,  wenn  die  unendlich 
fernen  Punkte  in  beiden  Punktreihen  einander  entsprechen.  Dann 
ist  das  Verhältnis  der  Längen  entsprechender  Strecken  konstant. 
Wird  dies  AJinlichlccits Verhältnis  gleich  1,  so  wird  die  Ähnlichkeit 
zur  Kongruenz. 

In  jedem  von  zwei  eigentlichen  projektiven  Strahlenbüscheln 
gibt   es  ein  und  nur  ein  Paar  zueinander   senki-echter  Strahlen. 
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dem  in  dein  anderen  Büschel  ein  ebensolches  Paar  entspricht. 
Gibt  es  zwei  solcher  Paare,  so  entspricht  jedem  Paare  senkrechter 
Strahlen  im  einen  Büschel  ein  ebensolches  Paar  im  anderen  Büschel, 
und  die  Winkel,  die  die  Paare  entsprechender  Strahlen  bilden,  sind 
allemal  gleich,  die  Strahlenbüschel  sind  Iwngruent.  Gehören  sie 
einer  Ebene  an,  so  ist  die  direMe  und  die  inverse  Kongruenz  zu 
unterscheiden,  je  nachdem  bei  der  Drehung  eines  Strahles  im  einen 
Büschel  der  entsprechende  Strahl  im  anderen  Büschel  sich  im 
gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinne  dreht.  Zwei  solche  Strahlen- 
büschel begründen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  ihrer  Ebene 
zwei  und  nur  zwei  Projektivitäten,  welche  als  direkte  und  mverse 
Kongruenz  (oder  Gleichheit)  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
unterschieden  werden. 

m  Grundgebilde  erster  Stufe  stehen  in  m-linearer  Beziehung, 
wenn  zwischen  den  m  Koordinaten  x,  x\  .  .  .,  x^"'\  welche  die  Ele- 
mente in  den  einzelnen  Grundgebilden  festlegen,  eine  m-lineare 
Beziehung,  d.  h.  eine  Gleichung,  die  für  jede  dieser  Variabein 
linear  ist,  besteht.  Dann  wird  durch  je  ein  Element  aus  m  —  1 
der  m  Grundgebilde  das  zugehörige  Element  des  letzten  Grund- 
gebildes  eindeutig  bestimmt.  Über  trilineare  Grundgebilde  vgl. 
man  insbesondere  Schubert,  Math.  Ann.  17  (1880)  457  und 
Sturm,  Gcom.  Venvandschaften  1908,  p.  319. 

Sind  /"j,  /"g,  .  .  .,  /^j.^!  Binärformen  w*®'  Ordnung,  die  einzeln 
=  0  gesetzt  Gruppen  von  je  n  Elementen  eines  Grundgebildes 
erster  Stufe  darstellen,  so  sagt  man  von  allen  Elementegruppen 
des  Grundgebildes,  die  in  der  Fonn 

darstellbar  sind,  daß  sie  eine  Involution  von  der  Ordnung  oder 
dem  Grade  n  und  von  der  Stufe  oder  der  Dimension  Je  bilden. 
Durch  je  Je  Elemente  einer  Gruppe  der  Involution  sind  die  übrigen 
n  —  Je  bestimmt,  denn  durch  sie  lassen  sich  die  Verhältnisse  der 
Je  -\-  1  Parameter  ^i,  ^g»  •  •  •>  ^*  +  i  bestimmen. 

Eine  simultane  Invariante  der  Je  -\-  1  Formen  /"j,  .  .  .,  /"^  ,  ^ 
stellt  durch  ihr  Verschwinden  nur  dann  eine  projektive  Eigenschaft 
der  Involution  dar,  wenn  sie  sich  bei  einer  Vertausch ung  der 
Formen  mit  irgendwelchen  anderen  linear  unabhängigen  aus  der 
linearen  Formenschar  k^f^  -f-  •  •  •  -f  K+ifk+i  ^^^  ^^  einen  Faktor, 
der  von  den  Koeffizienten  der  Grundformen  frei  ist,  ändert,  mit 
anderen  Worten,  eine  Kombinantc  der  linearen  Formenschar  ist. 
Ähnliches  gilt  für  die  Ko Varianten.  Insbesondere  liefert  die  Ko- 
variante 
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z/  = 


dx," 

o'-f. 

^fk  +  i 
dx,' 

^  fk^i 

dx^  ~  dx^ 

dx,''-^bx. 

dx^  ~  dx^ 

tf. 

i'f. 

^  /i  +  i 

dx^ 


dx^_ 


dxj' 


die  eine  Kombinante  ist,  =  0  gesetzt,  die  Elemente,  in  deren 
jedem  sich  ^'  -j-  1  Elemente  einer  Gruppe  der  Involution  vereinigen. 

So  existieren  im  allgemeinen  {h-\-l)  (n  —  fc)  Punkte,  die  für 
eine  Punktgruppe  der  Involution  die  Multiplizität  h  -\-  1  besitzen. 
Füi'  ifc  =  1  ergibt  sich  insbesondere^  die  Jacobische  Gruppe  zweier 
Punktgruppen  /"j^  =  0,  /"g  =  0. 

Die  auf  Moebius  zurückgehende  Geometrie  in  den  Ginind- 
gebilden  erster  Stufe  hat  namentlich  v.  St  au  dt  in  seinen  Bei- 
trägen zur  Geometrie  der  Lage  systematisch  ausgestaltet. 


§  2.    Projektive  Koordinaten  in  den  Grundgebilden 
zweiter  Stufe. 

Unter  den  Grundgebilden  zweiter  Stufe  betrachten  wir  nur 
die  Ebene,  die  hier  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  sofort  auf 
das  Bündel  übertragen. 

Es  sei  in  der  Ebene  ein  Dreieck,  das  Grimddreieck,  mit  den 
Ecken  X,  Y,  Z,  den  Grundpunkien,  und  ein  Punkt  E,  der  FÄn- 
heitspunld,  der  nicht  auf  einer  Seite  des  Grunddreiecks  liegen  darf, 
gegeben.  Dann  wird  ein  projektives  Koordinatensystem  begründet, 
indem  man  den  darzustellenden  Punkt  P  und  den  Einheitspunkt  E 
mit  X  und  Y  verbindet  und  die  inhomogenen  projektiven  Koordi- 
naten X,  y  von  P  gleich  den  Doppelverhältnissen  der  vier  durch 
Tund  X  gehenden  Strahlen  setzt;  symbolisch  kann  man  schreiben: 

X  =  Y{PE,  ZX),    y  =  X{PE,  ZY). 

Verbindet  man  P  und  E  auch  mit  der  dritten  Ecke  Z,  so  ergibt 
sich  die  weitere  Gleichung: 


Z(PE,  YX). 


Homogene  Koordinaten  werden  eingeführt  durch  den  Ansatz 
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a;  ==  ^,   w  =  — , 

aus  dem  folgt,  daß  die  betrachteten  Doppelverhältnisse  gleich  den 
Verhältnissen  dieser  drei  Zahlen  rc^,  rCg,  x^  sind.  Die  letzteren 
sind  nur  bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmt.  Läßt  man 
für  sie  nur  endliche  Werte  zu,  so  wird  a?^  =  0  für  die  Seite  YZ, 
iCg  =  0  für  ZX,  a?3  =  0  für  XY.  Für  den  Einheitspunkt  B  wird 
a;^  =  rCg  =  a?3,  für  die  Ecken  des  Grunddreiecks  verschwinden  je 
zwei  der  homogenen  Koordinaten. 

In  einer  eigentlichen  Ebene  erhält  man  durch  metrische 
Spezialisierung  besondere  Koordinatensysteme.  Nimmt  man  X 
und  Y  auf  der  uneigentlichen  Geraden  an,  so  erhält  man  ein 
affines  Koordinatensystem.  Sind  ZX  und  ZY  ferner  senkrecht 
aufeinander  und  hat  E  von  ihnen  beiden  den  Abstand  1,  so  ge- 
langt man  zu  den  gewöhnlichen  recMwinliigen  cartesiscJien  Ko- 
ordinaten. 

Wählt  man  das  Grunddreieck  beliebig,  aber  für  den  Einheits- 
punkt den  Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises,  so  erhält  man 
die  trimetrischen  oder  trilinearen  Koordinaten,  die  den  Abständen 
des  darzustellenden  Punktes  von  den  Seiten  des  Grunddreiecks 
proportional  sind.  Wählt  man  zum  Einheitspunkt  den  Schwer- 
punkt (Schnittpunkt  der  Mittellinien)  des  Grunddreiecks,  so  erhält 
man  die  hary zentrischen  Koordinaten.  Diese  sind  gleich  drei 
Massen,  die  man  in  den  Ecken  des  Grunddreiecks  anbringen  muß, 
damit  der  Schwerpunkt  in  den  darzustellenden  Punkt  fällt. 

Die  homogenen  Koordinaten  ic^,  ajj,  x^  der  Punkte  einer 
geraden  Linie  genügen  einer  homogenen  linearen  Gleichung 

^a)  u^x^  -{-  u^x^  -f-  u^Xo^  =  0. 

Dabei  ist  unter  den  Geraden  mit  einbegriffen  die  unendlich  ferne 
Gerade.    Ist 

',b)  a^X^  -h  «2^2  +  «3^3  =  0 


iie  Gleichung  für  die  letztere,  so  wird 


a.  a«  a„ 


^1  •  ^2  •  ^3  /^     P\  '  /j^  P'i  '  j^    P31 

renn  p^,  p^,  p^  die  Abstände  des  darzustellenden  Punktes  von 
Seiten  des  Grunddreiecks  und  Äj,  /ig,  h^  dessen  Höhen  be- 
hüten.   Die  Gerade,  deren  Gleichung  lautet: 

ß)  Ä-j  -f  «3  -f  a;g  =  0, 
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heißt  die  Einheitsgerade.  Sind  ZJq,  7^,  Wq  die  Schnittpunkte 
derselben  mit  den  Seiten  YZ,  ZX,  XY  des  Grunddreiecks  und 
U,  V,  W  die  entsprechenden  Punkte  für  die  Gerade  (a),  so  findet 
man  für  die  Doppelverhältnisse  der  vier  Punkte,  die  man  so  auf 
jeder  Dreiecksseite  erhält: 


(ÜU„  YZ),    ^  =  (7Fo,  ZX),    ^  =  {WW„  XY). 


%  ?  ^2 '  ^'3  ^^°^  allgemeine  homogene  projeMive  Linienkoordinaten. 
Sie  sind  nur  bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor  festgelegt.  Sie 
werden  einander  gleich  für  die  Einheitsgerade.  Für  eine  Gerade 
durch  X  verschvsrindet  u^,  usw.  Für  die  Seiten  des  Grunddreiecks 
verschwinden  je  zwei  der  Linienkoordinateu. 

Zu  inhomogenen  Linienkoordinaten  u,  v  geht  man  über,  in- 
dem man  setzt: 


II  =  —- 


V  = 


die  Gleichung  der  geraden  Linie  ist  dann  die  folgende: 
ux  -{-  vy  -\-  1  =  0, 

wenn  x,y  die  zugehörigen  inhomogenen  Punktkoordinaten  bedeuten; 

Die  Gleichung  (a)  drückt  aus,  daß  der  Punkt  {x^,  x^,  x^ 
und  die  Gerade  {u■^^,  u^,  Mg)  vereinigt  liegen.  Läßt  man  in  ihr 
also  x^,  x^,  *3  fest  und  sieht  Wj,  Wg,  u^  als  veränderlich  an,  so 
liefert  sie  die  Gleichung  eines  Punktes  in  Linienkoordinaten. 

Benutzt  man  die  homogenen  projektiven  Koordinaten,  um 
die  Grundbeziehungen  zwischen  den  Punkten  und  Geraden  der 
Ebene  aufzustellen,  so  ergeben  sich  folgende  Sätze: 


1  a.     Die    Koordinaten     des 
Schnittpunktes  zweier  Geraden 


1  b.    Die  Kordinaten  der  Ver- 
bindungslinie    zweier     Punkte 


(%,  ««2  5  ^%)  "nd  (m/,  1(2,  «3')      {x^,  x^,  x^)  und   (a;/,  x^',  x^) 


sind  proportional  den  Determi- 
nanten 


sind  proportional  den  Determi- 
nanten 


'   7 

W3M1 

%  % 

^2  "^3 

^ 

X^  X^  j 

5 

1       2 

i 

Mg'  Wg'  j 

U^  «1 

%'V 

rKg  x^ 

^3  ^1   1 

^1  ^2   ! 

2  a.  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß   drei  Gerade   (u.,  u^,  u^), 

durch  einen  Punkt  gehen,  lautet 


2  b.      Die    notwendige     und 

hinreichende  Bedingung   dafür, 

daß   drei  Punkte   (x^,  x^,  aig), 
/    /        I        '\      f    "        "        "\ 

\^l  ,     3*2  ,    ^3  7?     V%    »^2    5     ^3    / 

auf  einer  Geraden  liegen,  lautet 


i 
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^1 

«2 

Mg 

w,' 

^2 

Wg 

ft 

11, 

«2" 

t<3 

ifir-i  JUq  Ji'f* 


Oü-t  OCe*  OCn 


/v»  /y  /Y" 


=  0. 


3  a.  Die  Koordinaten  (wj,M25%) 
einer  Geraden  j)  des  Strahlen- 
büschels, das  durch  zwei  Gerade 
p',  p"  mit  den  Koordinaten 
(u,\  u^'i  u^')  und  (%",  ^2  "1  ^3") 
bestimmt  wird,  sind  von  der  Form 

H,  =  Au,    -[-  X   U,    , 

Xfo      ^    'Wo         -|—      A       'Wo       , 

wenn  A',  k"  endliche,  nicht  gleich- 
zeitig verschwindende  Zahlen 
sind. 

X" 


Der  Parameter  X 


V 


ist  die 


projektive  Kooi'dinate des  Strahls 

p  in  dem  Büschel,  bezogen  auf 

die   Strahlen   p,   p"    und   den 

I  Strahl  Pq  mit  den  Koordinaten 


3b.  Die  Koordinaten  {x-^^x^^x^ 
eines  Punktes  P  der  geraden 
Punktreih  e,die  durch  zwei  Punkte 
P',  P"  mit  den  Koordinaten 
(a;/,  x^,  x^)  und  (a?/',  a^g",  x^') 
bestimmt  wird,  sind  von  der  Form 

Xh   —  A  X-t     ~Y~  K   X-t    , 

w        '       1^     ■,  II        II 

Xa   K  Xa     -y"   A    Xa    , 

x^  —  Ax^    -j-  A  ajg  , 

wenn  X',  X"  endliche,  nicht  gleich- 
zeitig verschwindende  Zahlen 
sind. 

;/' 
Der  Parameter  X  =  j,-  ist  die 

projektive  Koordinate  des  Punk- 
tes P  in  der  Punktreihe,  bezogen 
auf  die  Punkte  P',  P"  und  den 
Punkt  Pq  mit  den  Koordinaten 


/     ]  '/  /     1^         //  r     ,  ir  /      I  /  /      I  //  I      i  II 


mit  anderen  Worten  das  Doppel- 
verhältnis {ppqj  p'p")- 


mit  anderen  Worten  das  Doppel- 
verhältnis (PPo,  P'P"). 


Sind  X,  Y,  Z,  E  Grundpunkte  und  Einheitspunkt  eines 
Koordinatensystems  und  X',  Y',  Z' ,  E'  die  analogen  Punkte  für 
ein  zweites  Koordinatensystem,  so  besteht  zwischen  den  Koordi- 
naten (ajj,  «j,  a^g)  und  (x^',  iCg',  Xq)  desselben  Punktes  in  den 
beiden  Systemen  eine  Relation  von  folgender  Foim: 

QX,'  =  a,iX,  -f  tti^or^  +  «igajg, 

QX2    =  Cl^l^l  "r   0^22^2     I     ^23*3» 
pajg  =  Ö3iÄ;i  +  «32^2  "T  ^38^3? 

wobei  ^  einen  Proportionalitätsfaktor  bezeichnet  und  die  Deter- 
minante der  Koeffizienten  |  a-f.  j  von  Null  verschieden  ist.  Um- 
tgekehrt  läßt  sich  jede  homogene  lineare  Substitution  von  der  vor- 
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stehenden  Form  deuten  als  der  Übergang  zu  einem  neuen  System 
projektiver  Koordinaten. 

Für  inhomogene  Koordinaten  a?,  y  und  x\  y  werden  die 
Substitutionsgleichungen 

Wir  kommen  überein,  auch  komplexen  Werten  der  allgemeinen 
Koordinaten  ic,  y  einen  Punkt  entsprechen  zu  lassen.  Diesen  Punkt 
nennen  w^ir  einen  imaginären  PunM.  Konjugiert  imaginär  nennen 
wir  zwei  Punkte,  deren  gleichnamige  Koordinaten  konjugiert 
komplexe  Werte  haben.  Es  läßt  sich  dann  immer  eine  und  nur 
«ine  lineare  Gleichung  finden,  der  die  Koordinaten  beider  Punkte 
genügen:  die  Verbindungslinie  konjugiert  imaginärer  Pmikte  ist 
reell,  aber  außer  ihr  geht  durch  keinen  der  beiden  PunMe  eine  reelle 
Gerade  hindurch. 

Die  analogen  Festsetzungen  treffen  wir  auch  für  die  Geraden 
der  Ebene.  Wir  finden  zu  jeder  imaginären  Geraden  eine  kon- 
jugiert imaginäre,  und  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  ist 
reell,  er  ist  aber  auch  der  einzig  reelle  Punkt  einer  jeden  der 
beiden  Geraden. 

T^bene  analytische  Kurve  heißt  die  Gesamtheit  aller  Punkte 
der  Ebene,  deren  inhomogene  Koordinaten  x,  y  einer  analytischen 
Gleichung  f{x.,  y)  =  0  genügen.  Ist  f  ein  Polynom  w*®"^  Grades, 
so  heißt  die  Kurve  eine  algebraische  Kurve  w'*'"  Ordnung. 

Ebene  analytische  Enveloppe  heißt  die  Gesamtheit  aller  Ge- 
raden, deren  inhomogene  Koordinaten  w,  v  einer  analytischen 
Gleichung  F(w,  v)  ==  0  genügen.  Ist  F  ein  Polynom  w*®°  Grades, 
so  heißt  die  Enveloppe  eine  algebraische  Enveloppe  n*^''  Klasse. 

Die  Gleichungen  werden  homogen  bei  Benutzung  homogener 
Koordinaten.  Sie  sind  also  für  eine  algebraische  Kurve  von  der 
Form 

n 

«■>  y  =  0 
für  eine  algebraische  Enveloppe  von  der  Form 

n 

Sind  zwei  Ebenen  7t,  n  kollinear  aufeinander  bezogen,  wird 
in  jeder  ein  System  homogener  projektiver  Koordinaten  angenommen, 
sind  dann  (xj,  iCg,  x^  die  Koordinaten  eines  Punktes  P  von  tt, 


II 
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Kj',  3^2',  afg')  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  P'  von 
;',  so  bestehen  Gleichungen  von  folgender  Form: 

H^^P'  QX.^    =  a^^Xj^   -j-  ö'32Ä'2   -f-  «gg^Jg 

lit  nicht  verschwindender  Determinante  |  a^^  | .  Gleichzeitig  be- 
tehen  zwischen  den  auf  dieselben  Koordinatensysteme  bezogenen 
Koordinaten  (wj,  Wg,  Wg)  und  (u/,  u^  %')  zweier  entsprechenden 
Geraden  p  und  p'  die  folgenden  Gleichungen: 

öu^  =  «ii«i'  +  «21 '^2'  +  «31^3', 

0W3  =  a^gn/  +  «23  ^2'  +  «33 ^3'? 

'^enn  0,  wie  ^,  einen  Proportionalitätsfaktor  bezeichnet. 

Wählt  man  die  Koordinatensysteme  in  den  Ebenen  so,  daß 
ie  Grundpunkte  und  Einheitspunkte  durch  entsprechende  Punkte 
ebildet  werden,  dann  reduzieren  die  vorstehenden  Gleichungen 
ch  auf 

X^    1X2     '  X^    =    X-^   '.  X2  '  ^g 


ad 


tla    l    tlo    t*^       l   ti/a      *    IvQ 


W-i     •    Wo    •    Wo    Wj      •    €*o      •    t*o    • 

Werden  die  kollinearen  Felder  jr,  n  aufeinandergelegt,  so 
ird  man  die  Grundelemente  ihrer  Koordinatensysteme  ebenfalls 
)ereinanderliegend  wählen.  Dann  erhebt  sich  sofort  die  Frage 
ch  den  bei  der  kollinearen  Beziehung  übereinanderliegenden 
tementen  oder  Doppelelementen  der  KoUineation.  Zur  Bestim- 
ung  der  Doppelpunkte  ergibt  sich,  indem  man  Xy'  =  x^,  x^  =^21 
'  =  iCg  setzt,  das  Gleichungssystem 

(«11  —  9)^1  +  %2^2  +  «13^3  =  0: 
«21^1  +  (%2  —  ?)^2  +  «23^3  =  0, 
«31^1  +  «32^2  +  («33  —  ^)H  =  0. 

Inmach  muß 
I  «11  ~  9         «12  «13       I 


«81  «32  «38         9    I 

n.    Dies  ist  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  9,  deren  drei 
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Wurzeln  q^,  q^i  Qs  entsprechend  man  drei  Doppelpunkte  erhä! 
Die  Doppelgeraden  sind  dann  die  Linien,  die  diese  Punkte  paa 
weise  verbinden.  Fallen  zwei  der  drei  Wurzeln  derart  zusamme 
daß  für  diesen  Wert  von  q  die  Determinante  ^{q)  mit  ihr( 
ersten  Unterdeterminanten  verschwindet,  so  hat  die  Kollineatic 
unendlich  viele  Doppelpunkte,  die  eine  gerade  Linie  erfüllen,  w 
erhalten  also  eine  perspeMive  Kollincation  (Homologie). 

Sind  die  drei  Doppelpunkte  der  Kollineation  reell  und  wähh 
wir   sie   zu  Grundpunkten  des  Koordinatensystems,   so  wird  d 
Kollineation  in  der  folgenden  einfachen  Form  darstellbar: 
'        '        ' 

In  diese  Form  lassen  sich  die  Homologien  einschließen,  die  si( 
für  «2  =^  "s  ergeben.  Dann  ist  «^  :  a^  das  konstante  Doppf 
Verhältnis,  das  zwei  entsprechende  Punkte  P,  P'  mit  dem  Hom 
logiezentrum  X  und  dem  Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslin 
mit  der  Homologieachse  bilden. 

Bei  einer  kollinearen  Beziehung  zwischen  zwei  ebenen  Fe 
dem  7C,  jr',  die  keine  Affinität  ist,  entspricht  der  unendlich  fern( 
Geraden  der  einen  Ebene  eine  eigentliche  Gerade,  die  Fluchtim 
in  der  anderen  Ebene.  Unter  den  Loten  der  Fluchtlinie  in  d^ 
einen  Ebene  gibt  es  eines,  dem  in  der  anderen  Ebene  wieder  e 
Lot  ihrer  Fluchtlinie  entspricht.  Die  Fußpunkte  dieser  Lo 
heißen  Mittelpunkte  oder  ÄugenpunJcte,  die  Lote  selbst  Hauptlini« 
oder  Fökallinien  der  kollinearen  ebenen  Felder.  Bezieht  man  ai 
die  Fluchtlinien  und  Fokallinien  als  Achsen  gewöhnliche  kart 
sische  Koordinaten  a;,  y  und  x\  y\  so  wird  in  diesen  die  kollineai 
Beziehung  durch  die  einfachen  Gleichungen  gegeben 

,        ,  e         ,        ,  V 

als  deren  Umkehrung  sich  sofort  ergibt 

c  y  Ä 

Die  Punkte  J',  i*\  in  jt,  für  die  a?  =  +  c,  y  ==  0,  und  d: 
entsprechenden  Punkte  F\  F^  in  tc',  für  die  a;'  =  +  c-,  y  = 
wii'd,  heißen  die  BrennpunMe  der  beiden  projektiven  ebenen  Felde 
Zwei  Strahlen  durch  einen  Brennpunkt  bilden  denselben  Wink 
wie  die  entsprechenden  Strahlen  durch  den  entsprechenden  Brem 
punkt  der  anderen  Ebene. 

Die  Parallelen  f,  f^  zur  Fluchtlinie  (x  =  0)  in  tt,  für  dere 
Punkte  ic  =  +  c',  und  die  ihnen  entsprechenden  Parallelen  /'',  f 
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ur  Fluchtlinie  {x  =  O)  in  n\  für  deren  Punkte  a?'  =  +  c  wird, 
eißen  die  Leitlinien  (equisegmental  axes)  der  beiden  projektiven 
'eider.  Zwei  Punkte  auf  einer  von  ihnen  haben  dieselbe  Ent- 
jrnung  wie  die  entsprechenden  Punkte  auf  der  entsprechenden 
leitlinie  der  anderen  Ebene. 

Die  sehr  interessanten  metrischen  Relationen  zwischen  kolli- 
earen  Feldern  sind  behandelt  worden  von  Smith,  Lond.  Math, 
'oc.  Proc.  2,  196,  Papers  T,  p.  545,  Reye,  Math.  Ann.  46,  423; 
lan  findet  sie  ausführlich  dargestellt  bei  Fiedler,  Darstellende 
reometrie,  Reye,  Geom.  d.  Lage,  4.  Aufl.,  Bd.  2,  Anhang,  Sturm, 
jchre  von  den  geom.  Verwandtschaften,  1908,  II. 

Sind  TT,  jt'  zwei  reziproke  ebene  Felder,  und  nehmen  wir  in 
sdem  von  ihnen  wieder  ein  projektives  Koordinatensystem  beliebig 
n,  so  wird  die  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  x^,  x^,  x^ 
ines  Punktes  P  von  tc  und  den  Koordinaten  w^'.  Mg»  %'  'ißr  ent- 
prfichenden  Geraden  p  von  %'  durch  die  Gleichungen  der  Rezi- 
rozität  gegeben,  die  folgende  Gestalt  haben: 

QU^  =  a^^x^  -\-  a^^x^  +  0^23 "^3 » 

j  ^Mg    —  0^31^1   -r  '^33^2  "T  ''^33*3' 

■obei  die  Determinante  der  Koeffizienten  wieder  4°  0  ist.  Sind 
Xg',  ajg'  die  Kooi-dinaten  eines  Punktes  P'  auf  p',  so  daß 
^x^  4"  ^2'^^'  "^  ^'^a'  =  0  wird,  dann  findet  man  aus  den  vor- 
,ehenden  Gleichungen  sofort  die  bilineare  Gleichung 

?,       3 

e  auch  zur  Darstellung  der  Reziprozität  benutzt  werden  kann. 
Sind  die  beiden  Felder  übereinandergelagert,  so  sind  die 
linkte,  die  auf  der  ihnen  zugeordneten  Geraden  liegen,  durch  die 
leichung  gegeben: 

+  («23  +  «32)^2^3  +  («31   +  «13)^3*1   +  («12  +  «21)^1^2  =  0, 

(einen  Kegelschnitt  darstellt.  Die  Reziprozität  wird  dann  und 
dann  zur  Polarität,  wenn  a^g  =  agg,  ttg^  =  a^g,  a^g  =  «gi  ist. 
ann  ist  jedem  Punkt  dieselbe  Gerade  zugeordnet,  gleichgültig 
►  man  ihn  zum  ersten  oder  zweiten  Felde  rechnet.  Die  vor- 
ehende  Gleichung  liefert  den  Ordnungskegelschnitt  der  Polarität, 
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dessen  Punkten  die  in  ihnen  berührenden  Kegelschnitttangente 
als  entsprechende  Gerade  zugeordnet  sind. 

Jede  kollineare  oder  reziproke  Beziehung  zwischen  zw< 
Bündeln  läßt  sich  durch  eine  ebensolche  Beziehung  zwischen  zw 
konjektiven  ebenen  Feldern,  deren  gemeinsamer  Träger  die  Mitte 
punkte  der  Bündel  nicht  enthält,  erzeugen.  Sind  die  Bund 
zentrisch,  so  kann  man  für  diese  Ebene  die  uneigentliche  Ebei 
wählen.  In  dieser  Ebene  aber  ist  eine  reziproke  Beziehung,  d 
orthogonale,  vor  allen  anderen  ausgezeichnet.  So  ergibt  sich  au( 
zwischen  zwei  Bündeln  eine  ausgezeichnete  reziproke  Beziehun 
die  der  OrthogonaUtät,  bei  der  jedem  Strahl  des  einen  Bündels  d 
zu  ihm  senkrechte  Ebene  des  anderen  Bündels  zugeordnet  ist.  B 
dieser  Beziehung  wird  der  Winkel  zwischen  zwei  Strahlen  d 
einen  Bündels  gleich  dem  Winkel,  den  die  entsprechenden  Eben« 
des  anderen  Bündels  bilden,  woraus  man  die  bekannte  Tatsacl 
folgern  kann,  daß  das  Gesetz  der  Dualität  im  Bündel  sich  au< 
auf  die  metrischen  Eigenschaften  erstreckt. 

Sind  die  beiden  Bündel  konzentrisch,  so  wird  die  Zuordnui 
der  Orthogonalität  ein  besonderer  Fall  der  Polarität.  Der  Or 
nungskegel  dieser  Polarität,  dessen  Strahlen  die  in  ihnen  h 
rührenden  Tangentialebenen  zugeordnet  sind,  ist  ein  imaginär 
Kegel,  der  der  absolute  Kegel  des  Bündels  heißt.  Alle  die  Keg( 
die  man  so  erhält,  haben  die  imaginäre  Ordnungskurve  der  orth 
gonalen  Beziehung  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  den  unendli( 
fernen  Kugelkreis,  gemeinsam. 

Betreffs  der  Einführung  homogener  projektiver  Koordinat« 
in  der  Ebene  vgl.  man  Plücker,  Analytisch-geometrische  Et, 
Wicklungen,  1828 — 31,  Über  ein  neues  Koordinatensystem,  Jour 
f.  Math.  5  (1830)  1,  Abh.  I,  p.  124,  Salmon-Fiedler,  Höhe 
ebene  Kurven^  Kap.  I. 


§  3.    Projektive  Koordinaten  in  den  Grundgebilden 
dritter  Stufe. 

Im  Räume  sei  ein  Grundtetraeder  gegeben  mit  den  Eck« 
X,  Y,  Z,  T,  den  GrundpunUen,  und  ein  Punkt  E^  der  Einheit 
punJd,  der  keiner  Seitenfläche  des  Tetraeders  angehören  dai 
Dann  werden  als  projeMve  homogene  Koordinaten  eines  beliebig« 
Raumpunktes  P  vier  endliche  und  nicht  gleichzeitig  verschwinden« 
Zahlen  x^^,  cc^,  x^,  x^  definiert,  für  welche  die  folgenden  Relation« 
bestehen: 


§  3.  Projektive  Koordinaten  in  den  Gnindgebilden  dritter  Stufe.  14S 
?^  =  YZ(PE,  TX),  "^^-  =  ZX{J?E,  TY),  ^  =  XY{PE,  TZ), 

vC^  t*/^  oc^ 

^  =  ~TX{PE,  ZY),  ^  =  TY{PE,  XZ),  ^  =  TZ(PE,  YX); 
Xg  x^  x^ 

von  diesen  sind  drei  eine  Folge  der  übrigen.  Es  bezeichnet  in 
ihnen  z.  B.  YZ{FE,  TX)  das  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen, 

die  aus  der  Kante  YZ  des  Grundtetraeders  die  Punkte  P,  E,  T,  X 
projizieren.  Die  homogenen  Koordinaten  sind  wieder  nur  bis  auf 
einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmt.  Die  nicht  homogenen  Ko- 
ordinaten werden  eingeführt  durch  die  Gleichungen 

iX/j  "^2  ^ 

/y»        *         "^  /y»        '  /y» 

•*'4  **-4  •*'4 

Für  einen  Punkt  der  Ebene  X  YZ  wird  mindestens  eine  von  ihnen 
unendlich. 

In  homogenen  projektiven  Koordinaten  wird  durch  eine 
tomogene  lineare  Gleichung  ausgedrückt,  daß  ein  Punkt  einer 
iEbene  angehört.  Umgekehrt  ist  jede  Ebene,  die  uneigentliche  Ebene 
angeschlossen,  durch  eine  solche  Gleichung  darstellbar.    Ist 

lie  Ebenengleichung,  so  heißen  M^,  Wg,  %,  u^  die  homogenen  pro- 
ektiven  Koordinaten  dieser  Ebene  tc;  aus  ihnen  werden  die  in- 
lomogenen  Koordinaten  durch  den  Ansatz 

x/f  jAa  Xi/u 

U  =  ~  ,     t;  =  —  ,    IV  =  -- 

M4  W4  W4 

.bgeleitet,  können  aber  auch  direkt  durch  die  Gleichimg  der  Ebene 
inhomogenen  Piinktkoordinaten 

ux  -{-  vy  -{-  WS  -{-  1  =  0 
sefiniert  werden. 

Die  Ebene  f,  deren  Gleichung 

3)  x^ -{-  x^  +  Xq -\- x^  =  0 

it,  heißt  die  Einheitsebene.  Mit  ihrer  Hilfe  können  die  homogenen 
benenkoordinaten  direkt  durch  die  folgenden  Relationen  definiert 
erden,  in  denen  ^,  tj,  f,  r  die  Seitenflächen  des  Grundtetraeders 
^zeichnen,  so  daß  ^  der  Ecke  X  gegenüberliegt  usw. 

^^  =  n^ine,  xi),      ^^  =  Uijce,  rrj\       ^  =  ?^(«£,  tf), 
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Dabei  bedeutet  z.  B.  'j]^(7r£,  t^)  das  Doppelverhältnis  der  vier 
Punkte,  in  denen  die  Schnittlinie  von  >^  und  ^  getroffen  wird  von 
den  Ebenen  tc,  e,  t,  ^. 

Faßt  man  in  der  Gleichung  («)  die  x  als  fest  und  die  u  als 
Yeränderlich  auf,  so  stellt  sie  einen  PunJct  in  Ebenenlioordinaten  dar. 

hs  seien  {^x^,  a?g,  a^g,  x^),  (^x-^ ,  x^ ,  x^ ,  x^  J,  (x^  i  ^2  ^  ^3  »  ^4  J» 


<^i 


',  aj/")  die  Koordinaten  von  vier  Punkten  P,  P', 


I'",P"',  analog  (wi,^M2,  Mg,  wj,  (w/,  u^',  %',  w/),  (wj",  «3"  u^",  u^'), 
(wj'",  Mg",  %'",  W4'")  die  Koordinaten  von  vier  Ebenen  it,  n\ 
jt",  tt"',  so  ergibt  sich: 


1  a.  Ist  P  ein  Punkt  auf  der 
Verbindungslinie  von  P',  P", 
so  sind  seine  Koordinaten  von 
der  Form 

^i  =  ^'^/  +  ^"^/'      C»  =  1'  2'  3'  *)■ 

Der  Parameter  X==  -rr  ist   die      Der  Parameter  X 


Ib.  Ist  jr  eine  Ebene  durch 
die  Schnittlinie  von  tt',  jt",  so 
sind  ihre  Koordinaten  von  der 
Form 

U^  ==  X'u!  -\-  X"u!'        {i  =  1,  2,  3,  4). 


projektive  Koordinate  von  P  in 
der  Punktreihe,  bezogen  auf  die 
Grundpunkte  P',  P"  und  Pq, 
wobei  Pq  die  Koordinaten 

x!  -\-  X"        («  =  1,2,3,4) 

hat,  oder  mit  anderen  Worten  das 
Doppelverhältnis  {FP^,  P'P"). 
Die  Beziehung  zwischen  den 
Punkten  P,  P',  P"  läßt  sich 
auch  so  ausdrücken,  daß  die 
Determinanten  der  aus  ihren 
Koordinaten   gebildeten  Matrix 


J^-t  %Ä/Q  tl/O  tl/A 

verschwinden. 

2  a.  Ist  P  ein  Punkt  auf  der 
Verbindungsebene  von  P',  P", 
P'",  so  sind  seine  Koordinaten 
von  der  Form 

Xi  —  A  Xi    ~p  A.    Xi     ~7~  K     Xi 
(»■  =  1,  2,  3.  4). 


r 


ist   die 


projektive  Koordinate  von  %  in 
dem  Ebenenbüschel,  bezogen  auf 
die  Grund  ebenen  tt',  n"  und  Tt^^^ 
wobei  tTq  die  Koordinaten 

m/  +  W/'        («■  =  1,  2,  3,  4) 

hat,  oder  mit  anderen  Worten  das 
Doppelverhältnis  {nit^^  titi"). 
Die  Beziehung  zwischen  den 
Ebenen  jt,  Tt\  n"  läßt  sich  auch 
so  ausdrücken,  daß  die  Deter- 
minanten der  aus  ihren  Koordi- 
naten gebildeten  Matrix 


v-t  Iva  (A/o  tvj       Ij 

verschwinden. 

2  b.    Ist  n  eine  Ebene  durch 
den  Schnittpunkt  von  tc',  tt",  n ' 
so   sind   ihre  Koordinaten   vod 
der  Form 

.  r       f      I      .rr       rt      ,       .iit       r, 
U.  =  X  Uf    +  A    U^     -f-  l      U. 

(i  =  1,  2,  3,  4). 
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Die  Werte  X',  A",  X'"  lassen  sich 
als  homogene  Koordinaten  des 
Punktes  P  in  dem  ebenen  Feld, 
bezogen  auf  die  Grundpunkte 
P',  P",  P'"  und  den  Einheits- 
punkt Pj  mit  den  Koordinaten 

^i  +  ^/'  +  ^r  (*■  =  ^'  ^'  ^'  ■*) 
auffassen. 

Die  Beziehung,  die  zwischen 
den  vier  Punkten  P,  P',  P",  P'" 
besteht,  läßt  sich  auch  so  aus- 
drücken, daß  die  folgende  De- 
terminante verschwindet : 


«1 

x^ 

Xq 

^4 

X,' 

x^ 

x; 

xl 

K 

x;' 

x^ 

X, 

rrr 
X^ 

xl" 

Die  Werte  i',  A",  A"'  lassen  sich 
als  homogene  Koordinaten  der 
Ebene  n  in  dem  Ebeuenbündel, 
bezogen  auf  die  Grundebenen 
7r',  Tc",  %"  und  die  Einheits- 
ebene 7tj  mit  den  Koordinaten 

x^'^  4-  m/'  -}-  m/"      («•  =  1, 2, 3, 4) 

auffassen. 

Die  Beziehung,  die  zwischen 
den  vier  Ebenen  jt,  tt',  tt",  tt'" 
besteht,  läßt  sich  auch  so  aus- 
drücken, daß  die  folgende  De- 
terminante verschwindet: 


Ml  Uq, 


3.  Bei  beliebiger  Lage  der  Punkte  P,  P',  P"  sind  die 
Koordinaten  der  Ebene,  welche  diese  Punkte  verbindet,  proportional 
den  Determinanten 


S/g     x^    x^ 

Xg       X^       X^ 

X^      Xt^     "^  4,   \  ^ 

fl?3      X-^      X^ 

7 

rr         ir         ir  1 
Xg       X^      X^ 

r/         ti        II 
^3      ^1      ^4 

3/ j  U/o  Ä/ 4 

^1  •'^O         »^/t 


»V1        iCo 


MO.  X-t 


•Z/Q  U/-I  Xq 


«I/o  ^1  mCq 


Analog  werden  die  Koordinaten  des  Punktes,  in  dem  sich  die  drei 
Ebenen  jt,  jc',  %'  schneiden,  gegeben  durch  die  Determinanten  der 
Matrix 

""1         <*2         "'S  "'4 


1  2  *5  4. 

Die  Koordinaten  {x^^  ajg,  iCg,  a;^  und  {x^^  x^^  iCg',  a;/)  des- 
selben Punktes  P  in  zwei  verschiedenen  Koordinatensystemen  sind 
durch  Transformationsgleichungen  von  folgender  Form  vermittelt: 

QX^    =  a^-^X^  -\-  0^12^2     i"  '^IS^S  "r  Ö!l4^4i 

?^2    =  0^21 3^1  +  ^22*^2     1"  ^23''^3     '     ^24 ''^41 

qX^    =  «giO^j   -f-  »323^2     I     ^33^3     >     %4^4» 

QX^    =  «4^3^^   -j-  a^X2  -T  ^43^3  T  '^44''^4i 
Pascal,  Repertorium.  II.  2. Aufl.  10 
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wobei  die  Determinante  der  Koeffizienten  \  a^^  |  wieder  von  Null 
verschieden  ist.  Die  entsprechenden  Formeln  füi*  inhomogene 
Koordinaten  sind  daraus  wie  bei  der  Ebene  abzuleiten. 

Wir  kommen  wie  früher  überein,  auch  jeder  Kombination 
von  komplexen  Werten  der  inhomogenen  Koordinaten  einen  ima- 
ginären  Punkt  entsprechen  zu  lassen. 

Bei  einer  analytischen  Fläche  ist  eine  von  den  Koordinaten 
ihrer  Punkte  eine  analytische  Funktion  der  übrigen.  Wird  diese 
Funktion  durch  eine  algebraische  Gleichung  w*®°  Grades  zwischen 
den  Koordinaten  festgelegt,  so  heißt  die  Fläche  eine  algebraische 
Fläche  n^^  Ordnung.  Ihre  Gleichung  in  homogenen  Pnnktkoordi- 
naten  ist  dann  von  der  Form 

Als  analytische  Baumkurve  bezeichnet  man  die  Gesamtheit 
der  Punkte,  von  deren  drei  inhomogenen  Koordinaten  zwei  irgend- 
welche analytische  Funktionen  der  dritten  oder  alle  drei  analyti- 
sche Funktionen  eines  Parameters  sind.  Genügen  die  Koordinaten 
aller  Punkte  der  Kurve  zwei  algebraischen  Gleichungen,  so  heißt 
die  Raumkurve  algebraisch. 

Ebenenenveloppe  nennt  man  die  Gesamtheit  der  Ebenen,  deren 
inhomogene  Koordinaten  u,  v,  w  einer  Gleichung  f(u,  v,  w)  =  0 
genügen.  Ist  f  ein  Polynom  w*®'^  Grades,  so  spricht  man  von  einer 
algebraischen  Ebenenenveloppe  w'*""  Klasse. 

Ebenengewinde  heißt  die  Gesamtheit  der  Ebenen,  deren  Ko- 
ordinaten (analytische)  Funktionen  eines  Parameters  sind.  Genügen 
die  Koordinaten  aller  Ebenen  des  Gewindes  zwei  algebraischen 
Gleichungen,  so  heißt  das  Ebenengewinde  algebraisch. 

Seien  2,  S'  zwei  kollineare  Räume,  die  beide  auf  ein 
System  projektiver  Koordinaten  bezogen  werden.  Sind  dann 
(a?!,  rrg,  ajg,  icj  und  («/,  iCg',  a^g',  xl)  die  Koordinaten  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  P  und  P',  so  lauten  die  Gleichungen  der 
Kollineation  genau  ebenso  wie  die  Transformationsgleichungen 
der  projektiven  Koordinaten:         ^ 

?<  =  Äi%-  (-1,2,3,4). 

i  =  1 

Die  Determinante  \a^j^\  ist  wieder  stets  von  Null  verschieden. 
Bedeutet  0,  wie  ^,  einen  Proportionalitätsfaktor,  so  kann  man  die 
vorstehenden  Gleichungen  auch  durch  die  folgenden  ersetzen: 


öth 


2aa<  (*  =  i,2,3,4), 
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Av eiche  die  Koordinaten  (u^,  u^,  %,  u^  und  (u^\  u^\  u^\  u^ 
zweier  entsprechenden  Ebenen  yerknüpfen. 

Bei  Verwendung  inhomogener  Koordinaten  werden  die  Ko- 
ordinaten x,  y\  z  von  P'  gehrocJiene  lineare  Funktionen  der 
Koordinaten  ic,  y,  z  von  P. 

Sind  die  beiden  Bäume  auf  dasselbe  Koordinatensystem  be- 
zogen, so  bestimmen  sich  die  Doppelpunkte  (d.  h.  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte)  der  Kollineati on  aus  den  Gleichungen: 

Kl  —  ?)%  +  «12^2  +  «13  3^3  +  «14*4  =0, 
^21*1  ~r   (^23  ?)^2  ~r  '*23%     I     ^24^4  "^  ^l 

«31^1  +  «32%  +  («33  —  ?)%  +  «34^4  =  0, 
«41^1  +  «42%  +  «43%  +  («44  —  ?)  %  =  0  ? 

aus  denen  folgt: 


A(?)- 


«12 
«22  —  Q 


«33  —  ? 


*34 


a 


42 


=  0. 


Den  Wurzeln  9^,  q^^  q^,  q^  dieser  Gleichung  entsprechen  im 
allgemeinen  vier  Doppelpunkte,  die  in  irgendwelcher  Weise  auch 
koinzidieren  können.  Hat  die  Gleichung  eine  Doppelwurzel  ^2  =  9^ 
derart,  daß  für  diese  auch  alle  erstenünterdeterminanten  von  A(9) 
verschwinden,  so  ist  die  Kollineation  axial:  alle  Punkte  einer  be- 
stimmten geraden  Linie  sind  sich  selbst  zugeordnet.  Wird  auch 
?i  =  Qs  u°d  gilt  für  diese  Doppelwurzel  das  gleiche  wie  für  die 
erste,  so  ist  die  Kollineation  biaodal  perspektiv.  Wird  dagegen 
^2  =  ^3  =  P4  tind  verschwinden  für  diese  dreifache  Wurzel  alle 
zweiten  Unterdeterminanten  von  A(9),  so  ist  die  Kollineation 
zentrisch  perspektiv. 

Läßt  man  imaginäre  Grundpunkte  des  Koordinatensystems 
zu,  so  kann  man  die  Darstellung  der  Kollineation  immer  auf  die 
Form  bringen: 

9%'  =  ?i%» 

9%'  =  ?21%  +  ?2%» 

P%    =  ^»31^;^   -\-  ^32%  +  Qs^Si 

9<  =  ?41%  +  ?42%  +  ?43%  +  94%- 

10* 
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Hat  die  KoUineation  yier  getrennt  liegende  Doppelpunkte,  so  wird 
ihre  einfachste  Darstellung  von  der  Form: 

r  r  t  r 

Xi  '  x^  '  x^  :  x^  =  QiX^  :  Q^X2  '.  Q^x^  :  q^x^. 

Wird  gleichzeitig  Qt  =  Q3,  Q^  =  Q^,  so  ist  die  Kollineation  biaxial 
perspektiv,  und  für  (»2  =  P3  =  ^4  ist  sie  zentrisch  perspektiv. 
^j  :  ^2  liefert  in  diesen  Fällen  das  invariante  Doppelverhältnis  der 
KoUineationen. 

Ist  die  Kollineation  keine  Affinität,  so  läßt  sich  durch  Ein- 
führung zweier,  für  2^  und  I^'  im  allgemeinen  verschiedenen, 
rechtwinkligen  cartesischen  Koordinatensysteme  die  Beziehung  auf 
die  kanonische  Form  bringen 

ä;  =  — ,     y  =  a~   ,     /  =  ß~- 

iK/  tA^  %Ay 

Die  Ebenen  a;  =  0  und  x'  =  0  sind  dann  die  Fluchtebenen  der 
Räume  2,  E\  die  jedesmal  der  unendlich  fernen  Ebene  des  an- 
deren Raumes  entsprechen. 

Sind  zwei  Räume  E,  Z  reziprok  aufeinander  bezogen,  so 
wird  diese  Beziehung  durch  Gleichungen  von  folgender  Form  ver- 
mittelt: 

4 

Q^h    =  2aik^k  {t  =  l,2,3,4), 

bei  denen  wieder  die  Detei'minante  a^^.  |  =j=  0  ist  und  durch 
die  dem  Punkt  {x^,  x^,  iTg,  x^)  von  2  die  entsprechende  Ebene 
(u^',  Mg',  W3',  u^')  von  Z'  zugeordnet  wird.  Sind  (x^',  x^,  Xg,  x^')  die 
Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  so  ergibt  sich  die  bilineare 
Gleichung:  ^      ^ 

^  ^^a^k^i  =  0, 
/•  =  1  *  =  1 

aus  dieser  kann  man  rückwärts  auch  die  Beziehungen 

4 
GUj^  =  ^a^^  x!  {k  =  1, 2, 3, 4) 

ableiten,  welche  die  Koordinaten  (m^,  Wg?  ^3»  %)  einer  Ebene  von 
Z  mit  den  Koordinaten  (x.^,  x,^\  x^\  x^')  des  entsprechenden 
Punktes  von  Z'  verknüpfen. 

Eine  Polarität  ergibt  sich,  wenn  ciik  "^  ^h  («.  *  =  1. 2, 3, 4)  ist, 
ein  Nullsystem  für  a^f.  =  —  a^-,  a^,-  =  0. 

Die  Entdeckung  der  homogenen  Koordinaten  von  Punkten 
im    Räume    gebührt    anscheinend   Karl   Feuerbach    (zuerst    in 
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Okens  Isis  1826,  S.  565,  dann  in  der  Schrift  Grundriß  zu  analy- 
tischen Untersuchungen  der  dreieckigen  Pyramide  1827).  Fast 
gleichzeitig  treten  dieselben  Koordinaten  in  Möbius'  Barycen- 
trischem  Calcul,  1827,  auf,  der  sie,  wie  aus  seinen  Diarien  (vgl. 
Werke  4,  710)  hervorgeht,  schon  1821  besaß.  Ihre  endgültige 
Methodisierung,  die  mit  einer  Erweiterung  des  Begriffes  über  die 
von  Feuerbach  und  Möbius  innegehaltenen  Grenzen  verbunden 
war,  istPlücker  zn  dunken  (^Analytisch  geometrische  Entwicklungen 
1828 — 31,  Analytische  Geometrie  des  Baumes  1846,  Gesammelte 
AhhanMuMgen,  Bd.  1,  1895).  Die  Fortführung  der  auf  sie  ge- 
gründeten Theorien  ist  vor  allen  durch  Hesse  {Ges.  Abhandlungen 
1895,  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  3.  Aufl.,  1876),  Cayley 
{CoUected papers,  13  Bde.,  1889—1897),  Clebsch  (vgl.  Clebsch- 
Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie)  geschehen.  Siehe  auch 
Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  1.  Teil, 
4.  Aufl.,  1898,  Castelnuovo,  Lezioni  di  geometria  analitica  e 
proiettiva,  1904. 

§  4.    Linienkoordinaten. 

Es  handelt  sich  endlich  noch  darum,  die  geraden  Linien  des 
Kaumes  durch  projektive  Koordinaten  festzulegen.  Der  Weg,  der 
hierzu  führt,  ist  schon  von  Feuerbach  betreten,  aber  erst  von 
Cayley  bis  zu  Ende  verfolgt  worden  {Quart.  Journ.  3  (1860)  225, 
Papers  IV  446).    Vgl.  Zeuthen,  3Iath.  Ann.  1  (1869)  432. 

Als  homogene  projektive  Koordinaten  einer  geraden  Linie  be- 
zeichnen wir  sechs  Ausdrücke,  die  aus  den  Koordinaten  (aJ^,  X2,x^,  x^) 
und  (t/j,  y^,  ^3,  2/4)  zweier  Punkte  der  Geraden  derart  gebildet 
sind,  daß  sie  sich  nur  um  einen  gemeinsamen  Faktor  ändern,  wenn 
die  Punkte  eine  beliebige  Verschiebung  auf  ihrer  Verbindungslinie 
erfahren.    Solche  Ausdrücke  werden  durch  die  Determinanten  der 

zweireihigen  Matrix 

I 

1        2        'i       A 

Pi     Vi     2/3     Vi, 
geliefert,  und  zwar  wollen  wir  setzen: 

^i'i  ^x^y^  —  x^y^,  QPi  =  x^y^  —  x^y^ , 

QPi  =  ^sVi  —  a;i2/3,  QP^  ==  a^ij^^  —  x^^y^, 

QPi  =  ^xVi  —  x^yi,  QP^^x^Vi  —  ^iVi- 

Dann  besteht  die  identische  Beziehung: 

PxP4.+P%Ph  -^  Püh^  0. 
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Sind  (^<J^,  Wg,  Wg,  u^  und  (v^,  v^,  v^^  v^  die  homogenen 
Koordinaten  zweier  Ebenen,  die  sich  in  der  Verbindungslinie  der 
Punkte  (ajj,  x^^  x^,  x^  und  {x^^  x^\  x^\  x^)  durchschneiden,  so 
wird  auch: 

ap^     =    U^  V^    —    U^V^,  6P^    =    U^  t'g    —    Wg  v^ , 

Gi^g  =  Mg  4?^  —  M4  Vg ,  0Pq  =  Wj^  ^;2  —  «2  ^1 , 

WO  (?,  wie  (),  einen  Proportionalitätsfaktor  bezeichnet. 

Die  Ebenen,  welche  die  gerade  Linie  mit  den  Ecken  des 
Grundtetraeders  verbinden,  haben  die  Gleichungen: 

-^6^2— -^5^3  +Pl^i^O, 

Pi^'i  -Pi^2  H-l's^A^O, 

Pl^l  -\-  2h^2  +-^3^3  =  0- 

Die  Punkte,  in  denen  die  gerade  Linie  die  Seitenflächen  des  Tetra- 
eders triflFt,  haben  die  Gleichungen: 

2^3  ^2  —  i'2%  +  Pi^i  =  0 , 
Pi^s  —Pä'^i  +i'5'^*4  =  0, 
P2^1  —Pl^i  +1^6^4  =  0, 
Pi^i+P5^2+P6^3  =  ^- 

Bei  jedem  dieser  Gleichungssysteme  sind  zwei  Gleichungen 
eine  Folge  der  übrigen.  Dem  ersten  Gleichungssjstem  genügen 
die  Koordinaten  jedes  Punktes,  der  auf  der  Geraden  liegt,  dem 
zweiten  die  Koordinaten  jeder  Ebene,  die  durch  die  Gerade  geht. 

Zwei  gerade  Linien  (p^,  P^i----)  Pe)  und  (g^,  q^i----)^^  schneiden 
sich,  wenn 

Px^A  +P2%  +Ps1&  +  P4.I1  +Pö%+Pg<1z  =  0. 

Eine  Transformation  des  Koordinatensystems  wird  ausgedrückt 
durch  homogene  lineare  Gleichungen 

6 

QPi  =  2<*ikPk  ('■  =  1-  2. 3.  *'  5. 6) 

k  =  l 

zwischen  den  ursprünglichen  Koordinaten  (j?^ »  i?2 »  •  •  • » -^e)  ^^^ 
den  transformierten  Koordinaten  {py,p^\  .  .  -jPe)  einer  geraden 
Linie. 
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Aber  nur,  wenn  durch  die  Transformationsgleichungen  die 
Relation 

(«)  Pi>4'  +  P^Ph  +  PzP&  =  ^  (PlPi  +  P2Ph  +  P^Pg)^ 

wobei  r  einen  Proportionalitätsfaktor  bezeichnet,  identisch  erfüllt 
wird,  sind  die  neuen  Koordinaten  ebenso  wie  die  alten  aus  Punkt- 
oder Ebenenkoordinaten  abzuleiten. 

Im  anderen  Falle  gelangt  man  so  zu  einem  erweiterten  Be- 
griffe von  Linienkoordinaten,  die  in  ihrer  allgemeinsten  Form  als 
homogene  lineare  Funktionen  der  ursprünglichen  Linienkoordinaten 
definiert  sind. 

Besonders  beachtenswert  ist  noch  der  spezielle  Fall,  wo 
durch  die  Transformationsgleichungen  die  identische  Relation 

iß)  P,''+P2"+Ps'-P,''  -P^-Pe"  = 

=  T:iPiPi+P2Pb  i-PsPe) 
befriedigt  wird.    Von  solcher  Art  sind  z.  B,  die  Koordinaten 

Pi  =  -^  Ü^i  +  Pi),  pI  =  ^{Pi-  Pi\ 

Pi  =  ■'^  (^2  +  Ph)^  Ps'  -^{P^—  Ps)^ 

Ps  =  ^  (i^3  +  Pe),  P&  =^(Pä-  Ps)- 

Die  Koordinatensysteme,  die  der  Beziehung  (a)  genügen,  werden 
als  tetraedrale  von  den  Jcanonis'hcn  Systemen  unterschieden,  bei 
denen  die  Identität  (|3)  erfüllt  ist. 

Man  vgl.  F.  Klein,  Diss.  1868,  abgedruckt  Math.  Ann.  23 
(1884)  531,  und  Math.  Ann.  2  (1870)  201,  366. 
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Von  H.  Timer  ding  in  Straßburg.. 


§  1.    Geometrisclie  Theorie  der  komplexen  Zahlen. 

Da  die  besonderen  Methoden,  durch  welche  die  analytische^ 
Operationen  direkt  auf  geometrische  Größen  ausgedehnt  werdet 
im  folgenden  nicht  weiter  benutzt  werden,  können  einige  alll 
gemein  orientierende  Bemerkungen  über  sie  genügen.  Sie  habe| 
ihren  Ausgangspunkt  genommen  von  der  geometrischen  Dar 
Stellung  der  (gemeinen)  komplexen  Zahlen,  die  nach  einem  erstel 
"Versuch  von  Kühn,  Novi  Gomm.  Ac.  Petrop.  3  (1753),  170,  voi 
Wessel  {Essai  sur  la  repre'senfation  analytique  de  la  directiot 
Paris  Mem.  1797)  und  Argand  {Essai  sur  une  maniere  de  ri 
presenter  les  qvantiles  imaginaires,  1806)  begründet  worden  is 
und  gewöhnlich  nach  Gauß  (vgl.  Werlce,  Bd.  2,  S.  171)  b« 
nannt  wird. 

Diese  Darstellung  besteht  in  Folgendem.  Wird  in  eint 
Ebene  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  festgelegt  und  sind 
in  diesem  x,  y  die  Projektionen  einer  Strecke  AB  auf  die  Ko- 
ordinatenachsen, so  weist  man  der  Strecke  die  Jcomplexe  Zahl 
z  =  X  -\-  iy  (i  =  y —  l)  zu.  Der  Strecke  BA  ist  dann  die  kom- 
plexe Zahl  —  z  zuzuweisen;  einer  Strecke,  die  zur  a;- Achse,  der 
reellen  Achse,  parallel  ist,  entspricht  eine  reelle  Zahl. 

Es  ergibt  sich  sofort,  daß,  wenn  zwei  Strecken  AB  und  AB' 
gleich  lang  und  gleich  gerichtet  sind,  ihnen  dieselbe  komplexe  Zahl 
zugeordnet  ist.  Die  Strecken  heißen  dann  nach  Bellavitis  äqid- 
pollent  (Ann.  di  Scienee  del  Begno  Lomh.  Vcn.  5  (1835),  7  (1837;, 
Nom.  Ann.  (2)  12  (1873),  13  (1874)  in  französischer  Über- 
setzung von  Laisant.  Vgl.  Hoüel,  Nouv.  Ann.  (2)  8  (1869) 
237,  289,  femer  Scheffler,  Über  das  Verhältnis  der  Arithmetik 
mr  Geometrie  1846,  Riecke,  Bie  Bechnung  mit  Bichtungszahlen 


§  1.    Geometrische  Theorie  der  komplexen  Zahlen.  153- 

1856,  Hankel,  Theorie  der  komplexen  Zahlensysteme  1867,  Stolz, 
und  Gmeiner,  Theoret.  Arithmetik   1902,  XI.  Abschnitt). 

Alle  Operationen  mit  komplexen  Zahlen  la.ssen  sich  unmittel- 
bar auf  die  sie  darstellenden  Strecken  übertragen,  wobei  man  sich 
jede  Strecke  nach  Belieben,  ohne  Änderung  ihrer  Länge  und  Rich- 
tung, in  der  Ebene  verschiebbar  zu  denken  hat.  Die  0  wird  durch 
eine  Strecke  mit  zusammenfallenden  Endpunkten,  also  mit  ver- 
schwindender Länge   und   unbestimmter  Richtung,   repräsentiert. 

Die  Summe  zweier  komplexen  Zahlen  wird  gefunden,  indem 
man  die  sie  darstellenden  Strecken  aneinander  legt.  Ist  die  eine 
AB,  die  andere  BC,  so  ist  AC  die  Strecke,  welche  die  Summe 
AB-\-BG  der  beiden  ersten  Strecken  und  der  zugehörigen  kom- 
plexen Zahlen  darstellt. 

Um  die  Differenz  zweier  komplexen  Zahlen  zu  finden,  läßt 
man  die  sie  darstellenden  Strecken  von  demselben  Punkte  A  aus- 
gehen.   Sind  B  und  C  ihre  Endpunkte,  so  wird  genommen 

BG=^AC—AB, 

welche   Gleichung    sich    direkt    auf    die   zugehörigen   komplexen 
Zahlen  übertragen  läßt. 
Die  Proportion 

AB  _ÄB' 

AC  ~  A'C 

ist  für  gerichtete  Strecken  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  im 
Sinne  der  Elementargeometrie 

AABCr^AÄB'C 

ist.  Die  vorstehende  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit  der  fol- 
genden; 

A'C    AB^  AC    A'B'. 

Setzt  man  für  die  Strecken  die  zugehörigen  komplexen  Zahlen 
ein,  so  ist  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  diese  Gleichung 
bei  Annahme  der  gewöhnlichen  Multiplikationsregeln  und  der 
Relation  i^  =  —  1  in  der  Tat  erfüllt,  und  sie  liefert  die  geo- 
metrische Darstellung  der  Multiplikation  komplexer  Zahlen,  wenn 
man  für  A'C  eine  Strecke  1,  nämlich  eine  mit  der  positiven 
X-Achse  (der  reellen  Achse)  gleichgerichtete  Strecke  AE  von  der 
Länge  1  nimmt.     So  sieht  man,  daß  die  Gleichung 

AB  =  AC-  AD 
erfüllt  ist,  wenn 

AABCr^  AADE. 
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Aus  der  Multiplikationsgleicliung  folgt  die  Divisionsgleichung 

AB  :  AC  ^  AD 

und  ihre  geometrische  Bedeutung  sofort. 

Nennt  man  r  die  Länge  der  Strecke  AB,  welche  die  Zahl 
£=  X  -\-  iy  darstellt,  cp  den  Winkel,  welchen  sie  mit  der  positiven 
ä;- Achse  bildet,  so  wird  x=  7'  cos  q>,  p  =  r  sin  q)  und 

g  =  X  -\-  iy  =-  re^^\ 


r  =  Yx^  -\-  y^  heißt  der  Modul,  cp  die  Amplitude  der  komplexen 
Zahl.  Gehört  zu  einer  anderen  Strecke  AC  die  Zahl  z  =  r  e^f\ 
so  wird 

AC        r 

Liegen  A,  J5,  C  in  gerader  Linie,  so  ist  qp  —  qo'  =  0.  Das 
Streckenverhältnis  dreier  Pwikte  ist  dann  und  nur  dann  reell,  wenn 
die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  und  zwar  ist  es  in  diesem 
Falle  gleich  dem  zugehörigen  Ahstandsverhältnis. 

Liegen  A,  B,  C  nicht  in  gerader  Linie  und  bildet  man  für 
einen  weiteren  Punkt  D  analog 

DC       r/^ 

so  wird  (p  —  (p  =  (p^  —  cp^  dann  und  nur  dann,  wenn  die  vier 
Punkte  A,  J5,  (7,  D  auf  einem  Kreise  liegen.   Das  Doppelverhältnis 

AB    DB 
AC  '  DC 

von  vier  Punkten  wird  dann  und  nur  dann  reell,  wenn  die  vier 
Punkte  entweder  auf  einem  Kreise  oder  auf  einer  Geraden  liegen, 
mid  zwar  ist  es  in  diesem  Falle  gleich  dem  Doppelverhältnis  der 

ßuqehöriqen  Abstände  ->  :  -A  • 

*^     %/  tj  TT 

Statt  den  Strecken  einer  Ebene  kann  man  die  komplexen 
Zahlen  werte  auch  den  Punkten  der  Ebene  zuordnen,  indem  man 
die  darstellenden  Strecken  alle  vom  Koordinatenursprung  0  aus- 
gehen läßt  und  statt  jeder  Strecke  selbst  ihren  Endpunkt  nimmt. 
Punkte,  die  zu  konjugiert  komplexen  Zahlen  z  =  x  -\-  iy  und 
z=^X  —  iy  gehören,  liegen  hierbei  symmetrisch  zur  reellen  Achse. 
Man  kann  weiter  auch  die  Ebene  durch  eine  Kugel  ersetzen,  auf 
die  man  die  Punkte  der  Ebene  durch  stereographische  Pi-ojektion 
tiberträgt.     Sind  X,  6  die  geographische  Länge  und  Breite  eines 
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Punktes   auf  der  Kugel   und  r,  93  die  Polarkoordinaten  des  zu- 
gehörigen Punktes  in  der  Ebene,  so  ist 


(p  =  X,     r  =  tang  (^^  +  y) 


zu  setzen,  und  dem  Punkte  (A,  ß)  auf  der  Kugel  wird  sonach  die 
komplexe  Zahl  x  -{-  12/,  für  die 

X  =  tang  (y  +  YJ  cos  ;,,     y  =  tang  (^  +  --)  ^^^  ^' 

zugeordnet. 

Setzt  man  Z  =  X-\-iY  ?ds  lineare  Funktionen  von  z  =  x-\-iy 
an  in  der  Form 

Z=as  +  h, 

•wobei  a  =  öj  +  tag,  &  ==  6^  -}-  iJg  konstante  komplexe  Zahlen 
sind,  so  wird: 

X  =  a^x  —  a^?/  +  &i, 

r  =  «2^^  +  %?/  +  ^2- 

Liese  Gleichungen  bedeuten  bei  der  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  durch  die  Punkte  einer  Ebene  eine  JL/«w7ic/<A;ei^stransforma- 
tion  dieser  Ebene,  durch  welche  die  Punkte  z  in  die  Punkte  Z 
übergehen. 

Der  allgemeinere  Ansatz  für  Z==X-\-iY  oder  Z  =  X  —  iY 

(a)     Z  =  «-^      oder(b)     2  =  "^^ 
^  ■'  cz  -\-  d  ^  ■'  cz  -\-  d 

führt  zu  einer  eindeutigen  Punkttransformation,  bei  welcher  die 
Pimkte  eines  Kreises  (oder  einer  Geraden)  immer  wieder  in  die 
Punkte  eines  Kreises  (oder  einer  Geraden)  übergehen,  mit  anderen 
Worten  zu  einer  Kreisverwandtschaft.  Bei  dieser  bleiben  wie  bei 
einer  Ahnlichkeitstransformation  die  Winkel  ungeändert,  indem 
irgend  zwei  Kreise  sich  unter  demselben  Winkel  schneiden  wie 
die  ihnen  entsprechenden.  Bei  der  Form  (a)  bleibt  auch  der 
Sinn  des  Winkels  erhalten,  bei  der  Form  (b)  wird  er  umgekehrt. 
In  einer  der  beiden  Formen  aber  läßt  sich  jede  Kroisverwandt- 
chaft  darstellen. 

§  2.    Die  Quaternionen.     Vektoren.     Äußere   und   innere 

Produkte. 
Der  Gedanke,   die    durch   die   komplexen   Zahlen    gelieferte 
geometrische  Analyse   der  Ebene    auf  den  Raum  zu  übertragen, 
lag  sehr  nahe.    Der  Weg,  der  zu  dieser  Übertragung  führt,  wurde 


156  Kapitel  Vül.    Geometrische  Rechnungsarten. 

aber  lange  vergebens  gesucht,  bis  W.  R.  Hamilton  1843  seine 
Auffindung  gelang  {Proc.  B.  Irisli  Acad.  2  (1844),  PJiilos.  Mag, 
(2)  25  (1844)  10).  Man  kann  ihn  unmittelbar  an  die  Darstellung 
der  gemeinen  komplexen  Zahlen  durch  die  StrecJcenverhältnisse  in. 
einer  Ebene  anknüpfen.  Bilden  zwei  Strecken  AB  und  ÄC  von 
den  Längen  r,  r'  miteinander  den  Winkel  a,  so  ist  die  durch  das 
Verhältnis  AB  :  ÄC  dargestellte  komplexe  Zahl : 

r 

AB  soll  die  ZäMerstrecJce,  AC  die  Nennerstrecke  heißen.  Die  0 
wird  durch  ein  Streckenverhältnis  mit  verschwindender  Zähler- 
strecke, die  1  durch  ein  Verhältnis,  bei  dem  Zähler-  und  Nenner- 
strecke zusammenfallen,  repräsentiert.  Ein  Streckenverhältnis  hat 
einen  rein  imaginären  Wert,  wenn  seine  Strecken  aufeinander 
senkrecht  stehen.  Wir  wollen  es  dann  der  Kürze  halber  ein 
normales  Streckenverhältnis  nennen. 

Es  ergeben  sich  sofort  folgende  drei  Regeln: 

1.  Wenn  drei  Streckenverhältnisse  die  Nennerstrecken  ge- 
meinsam haben,  während  die  Zählerstrecken  sich  ohne  Änderung 
ihrer  Länge  und  Richtung  zu  einem  Dreiecke  von  bestimmtem 
ümlaufssinne  schließen  lassen,  so  ist  ihre  Summe  gleich  0. 

2.  Wenn  drei  Streckenverhältnisse  aus  drei  Strecken  AB^ 
AC,  AD  in  der  folgenden  Weise  gebildet  sind: 

AB       ÄC       AD 

ÄC '    äd'    ab' 

so  ist  ihr  ProduM  gleich  1,  und  es  wird  das  Produkt  zweier  von 
ihnen  gleich  dem  umgekehrten  dritten  Verhältnis. 

3.  Ein  normales  Streckenverhältnis  ergibt  mit  sich  selbst 
multipliziert  ein  reelles  Verhältnis,  das  gleich  dem  negativen  Ver- 
hältnis aus  den  Quadraten  der  Längen  von  Zähler-  und  Nenner- 
strecke ist,  und  der  umgekehrte  Wert  eines  normalen  Strecken- 
verhältnisses ist  gleich  dem  Negativen  desjenigen,  das  man  be- 
kommt, wenn  man  die  Längen  der  Strecken  durch  ihre  umgekehrten 
Werte  ersetzt. 

Diese  Regeln  lassen  sich  nun  unmittelbar  auf  den  Raum 
übertragen,  indem  man  die  Forderung,  daß  die  ein  Strecken- 
verhältnis liefernden  Strecken  AB,  AC  einer  festen  Ebene  an- 
gehören sollen,  fallen  läßt,  aber  nach  wie  vor  die  Forderung  fest- 
hält, daß  ein  Strecken  Verhältnis  seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn 
seine  Strecken  parallel  verschoben  oder  in  ihrer  Ebene  so  gedreht 
werden,  daß  der  Winkel  zwischen  ihnen  ungeändert  bleibt,  oder 
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die  eine  in  beliebigem  Verhältnis  vergrößert  und  die  andere  in 
demselben  Verhältnis  verkleinert  wird. 

Gemäß  der  ersten  Regel  ergibt  sich  zunächst,  daß  man 
ein  Streckenverhältnis  mit  einer  reellen  Zahl  multipliziert,  indem 
man  die  Länge  seiner  Zählerstrecke  mit  dieser  Zahl  multipliziert, 
während  man  ihre  Richtung  und  die  Nennerstrecke  völlig  un- 
geändert  läßt. 

Man  kann  dann  weiter  alle  Streckenverhältnisse  auf  vier 
Einheiten  zurückführen,  von  denen  eine  die  durch  zwei  zusammen- 
fallende Strecken  gelieferte  Zahleinheit  1  ist  imd  die  übrigen 
drei,  i,  ^*,  A*,  durch  drei  zueinander  senkrechte  Strecken  OX,  OY, 
OZ  von  der  Länge  1  in  der  folgenden  Weise  gegeben  werden: 

woraus  nach  der  dritten  Regel  auch  folgt: 

^~0Z'  ^~0X'  oy' 

Dann  ist  auf  Grund  der  ersten  Regel  jedes  Streckenverhältnis  in 
der  Form  darstellbar 

Wobei  ^,  ^,  ri,  f  reelle  Zahlen  bedeuten.  Wegen  der  Vierzahl  der 
Terme  hat  Hamilton  diese  Streckenverhältnisse  Quaternionen 
genannt.  Die  Zahl  |/^2  _|_  ^2  ^  ^2  _^  ^-2  j^g^ß^  ^er  Tensor  oder 
absolute  Betrag  der  Quaternion. 

Fallen  die  Geraden  der  das  Streckenverhältnis  bestimmenden 
Strecken  zusammen,  so  reduziert  sich  das  Verhältnis  auf  eine  reine 
Zahl  'ö',  es  ist,  wie  Hamilton  sagt,  ein  SJcälar,  und  zw&r  positiv, 
wenn  die  beiden  Strecken  gleich,  negativ,  wenn  sie  entgegengesetzt 
gerichtet  sind. 

Sind  die  Strecken  senkrecht  aufeinander,  so  fehlt  in  dem 
Strecken  Verhältnis  das  Zahlglied  oder  der  skalare  Teil  &.  Ha- 
milton spricht  dann  von  einem  Vektor.  Sind  r,  /  die  Längen 
der  beiden  Strecken  AB,  ÄC,  so  kann  man  eine  dritte  Strecke  A D 

von  der  Länge  —r  hinzunehmen,  die  zu  den  ersten  beiden  senk- 
recht und  mit  ihnen  ebenso  orientiert  ist  wie  die  drei  Einheits- 
strecken OX,  OY,  OZ,  von  denen  wir  annehmen  wollen,  daß  sie 
ein  Rechtssystem  bilden  (d.  h.  die  eine  nach  rechts,  die  andere  nach 
vorn,  die  dritte  nach  oben  weist).  Die  dritte  hinzugefügte  Strecke 
kann  das  normale  Streckenverhältnis  oder  den  Vektor  verbildlichen, 
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denn  bei  einer  gemeinsamen  Drehung  der  beiden  ersten  Strecken 
in  ihrer  Ebene  ändert  sich  deren  Verhältnis  nicht  und  ebensowenig, 
wenn  die  Länge  der  einen  in  demselben  Verhältnis  vergrößert 
wird,  in  dem  man  die  der  anderen  verkleinert.  Schreibt  man  den 
Vektor  Q  =  H  -i-  vJ  ~^  t^i  so  sind  ^,  ->/,  ^  die  Projektionen  der 
ihn  darstellenden  Strecke  auf  die  Achsen,  die  die  Einheitsstrecken 
OX,  OY,  OZ  enthalten. 

Aus  der  dritten  Regel  folgt  sofort  für  die  Multiplikation  der 
Einheiten 

aus  der  zweiten 

ijk  =  -  1 , 

und  weiter 

jk  =  —  kj  =  i,    ki  =  —  ik=j,    ij  =  —ji  =  k. 

Jede  Quaternion  läßt  sieh  als  Produkt  zweier  Vektoren  ge- 
winnen. Sind  diese  Q  =  H  +  -rij  +  tk,  ^'  =  ^'i  +  7]'i  +  ^'Ä*, 
so  wird  das  Produkt  gemäß  der  zweiten  Regel 

q  =  ^.^'  =  -  (^'  -\-7jrj'  +  fO  +  iv^  -  M^  + 

+  {U'-lt')j+{^r]-ril')k, 

d.  h.  es  wird  gewonnen,  indem  man  die  Ausdrücke  der  Vektoren 
wie  algebraische  Summen  multipliziert  unter  Beachtung  der  für 
die  Produkte  der  Einheiten  gegebenen  Regeln.  Der  vorstehende 
Ausdruck  läßt  sich  auch  schreiben 

5  =  —  ss'  cos  6  +  ss'  sin  G  (cos  li  +  cos  ^j  +  cos  vife), 

wenn  s,  /  die  Längen  der  die  Vektoren  verbildlichenden  Strecken 
sind,  6  den  Winkel,  den  sie  einschließen,  bedeutet,  und  A,  ft,  v  die 
Richtungswinkel  der  mit  ihnen  ein  Rechtssystem  bildenden  Nor- 
malen ihrer  Ebene  bezeichnen.   Insbesondere  wird  q^=  —  s^. 

Den   skalaren   Teil   des   vorstehenden  Produktes   bezeichnet 
Hamilton   mit   Sqq\   sein   entgegengesetzter   Wert   heißt   nach  \ 
Graßmann  das  innere  Produkt   der  beiden  Vektoren  und  wird 
von  ihm  [^  |  (>']  geschrieben  {Ausdehnungslehre  von  1862,  S.  120, 
Werke,  Bd.  1^,  S.  125).   Das  innere  Produkt  wird  bei  der  Strecken 
darstellung  der  Vektoren  gefunden,  indem  man  das  Produkt  der 
Längen   dieser  Strecken   miteinander   und   mit  dem  Kosinus  des 
Winkels  zwischen  ihnen  multipliziert.    Es  verschwindet,  wenn  die 
Strecken   zueinander  senkrecht  sind,  und  ändert  sich  nicht,  wenn  J 
die  beiden  Faktoren  vertauscht  werden. 
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Der  vektorielle  Teil  des  Quaternionenproduktes,  der  nach 
Tilgung  des  skalaren  Teils  übrig  bleibt,  heißt  das  VeUorproduht 
der  beiden  Vektoren  und  wird  von  Hamilton  Yqq\  jetzt  auf 
verschiedene  Arten  geschrieben.  Der  Vektor,  der  es  darstellt,  steht 
senki-echt  auf  der  Ebene  der  beiden  multiplizierten  Vektoren,, 
bildet  mit  ihnen,  wenn  man  sie  in  der  gehörigen  Reihenfolge 
nimmt,  ein  Rechtssystem  und  ist  an  Länge  gleich  dem  Inhalte 
des  Parallelogramms,  das  die  beiden  Vektoren  als  zwei  Seiten 
bestimmen. 

Dieses  Parallelogramm  kann  aber  auch  unmittelbar  zur  Dar- 
stellung des  Vektorproduktes  benutzt  werden,  wenn  man  ihm  noch 
einen  bestimmten  Umlaufssinn  gibt.  Diesen  wählt  man  so,  daß 
der  im  Produkt  voranstehende  Vektor  in  dem  richtigen  Sinne 
durchlaufen  wird.  Von  dem  Parallelogramme  braucht  man,  um 
dadurch  das  Vektorprodukt  darzustellen,  nur  festzuhalten:  seinen 
Inhalt,  seinen  ümlaufssinn  und  die  Stellung  seiner  Ebene.  Eine 
solche  geometrische  Größe  bezeichnete  Graßmann  {Ansdelmungs- 
lehre  von  1844,  S.  48,  WerTce,  Bd.  1\  S.  77)  direkt  als  Parallelo- 
gramm oder  Spateck  und  nannte  das  dadurch  dargestellte  Vektor- 
produkt ein  äußeres  Produkt,  das  er  [^^']  schreibt.  Das 
Charakteristische  des  äußeren  Produktes  ist,  daß  es  bei  Ver- 
tauschung der  beiden  Faktoi'en  sein  Vorzeichen  wechselt,  indem 
der  Umlaufssinn  des  dasselbe  darstellenden  Parallelogramms  sich 
umkehrt,  und  daß  es  verschwindet,  wenn  die  zu  multiplizierenden 
Vektoren  der  Richtung  nach  zusammenfallen. 

Ist  (1=  Q  ■  q   und  setzt  man  Q  "=  q'  •  Q,  so  wird 

g[  =  Sq—  Vq 

und  heißt  die  zu  q  konjugierte  Quaternion ;  q?,  i&i  q  •  q  ==  q^  ■  q  ^. 
Das  Produkt  dreier  Vektoren  ^,  q\  q"  kann  auf  doppelte 
Art  gebildet  werden,  einmal  indem  man  p,  q  zu  einer  Quaternion 
vereinigt  und  diese  mit  q"  multipliziert,  zweitens  aber  auch,  in- 
dem man  q  mit  dem  Produkt  von  q'  und  q"  multipliziert.  Beide- 
mal aber  ergibt  sich  dasselbe  Resultat.    Dieses  assoziative  Gesetz: 

{q  •  qI  'q"  =  q-  (q'  •  q") 

ist  eine  der  wichtigsten  Eigenschaften  des  Quatemionenkalküls. 
Vgl.  dazu  u.  a.  Möbius,  Leip0.  Ber.  11  (1859)  138,  Werke  II  55. 
Das  Produkt  von  drei  Vektoren  Q  =  '^i  -\-  -ijj  -f-  ^  7c,  q'  =  ^'i 
+  rfj  -f  J'7c,  q"  =  '^"i  -\-  ri'j  -\-  ^'  h  kann  man  sonach  einfach 
schreiben  Q  ■  q  •  q'\  indem  man  nach  Belieben  zuerst  die  beiden 
ersten  oder  die  beiden  letzten  Faktoren  zu  einer  Quaternion  ver- 
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einigen  kann.    Zerlegt  man  das  Produkt  dann  in  seinen  skalaren 
und  vektoriellen  Teil,  so  findet  man  für  den  ersteren 


a 

V 

^ 

S{q-9-q1  = 

1' 

n 

r 

f 

r 

Diese  Zahl  bedeutet  das  Volumen  des  von  den  drei  Vektoren  als 
drei  Kanten  bestimmten  Parallelepipedons ,  positiv  genommen, 
Avenn  die  drei  Vektoren  in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  in  dem 
Produkt  erscheinen,  ein  Rechtssystem  bilden,  negativ  im  entgegen- 
gesetzten Falle.  Den  so  bestimmten  Ausdruck  sieht  Graßmann 
als  das  äußere  Produlä  der  drei  Vektoren  an,  weil  er  sein  Vor- 
zeichen wechselt,  wenn  man  zwei  in  ihm  nebeneinanderstehende 
Vektoren  vertauscht.  Er  verschwindet,  außer  wenn  einer  der 
Vektoren  verschwindet,  dann  und  nur  dann,  wenn  die  drei  Vek- 
toren in  einer  Ebene  liegen  (bezw.  einer  Ebene  parallel  sind). 

Der  vektorielle  Teil  des  Quatemionenproduktes  wird  in  der 
Hamiltonschen  Schreibweise 

V{q  •  Q  •  q")  =  q'  ■  S{q  •  q")  —  Q  ■  S{q'  •  q")  —  q"  ■  S(q  ■  q")  . 

Er  gibt  zu  keinen  weiteren  Bemerkungen  Anlaß. 

Der  Quotient  zweier  Vektoren  ist  nach  Hamilton  definiert 
durch 

Q    _  g  ■  Q 
/  ~     9"   ' 

wobei,  für  Q  =  ^'i  +  Tj'j  +  r'fc,  ?''  =  -  (^''  +  V'  +  r')  wird. 

Nach  dieser  Definition  ist  der  Quotient  zweier  Vektoren 
identisch  mit  dem  Quotient  der  die  Vektoren  verbildlichenden 
Strecken. 

Es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß,  wenn  man  zwei  Quaternionen 
g  =  'O-  +  9,  q'  ^  ^'  -\-  q'  oder 

q^^  +  ^i-j-^Ji-  ?/^,    g'  =  ^'  +  r*  +  v'J  +  ^'f^ 

nach  der  gewöhnlichen  Regel  für  die  Multiplikation  zweier  Summen 
miteinander  multipliziert,  der  entstehende  Ausdruck 

der  durch  die  zweite  der  vorangestellten  Regeln  geforderte  ist. 


r- 


§  3.    Die  Graßmannsche  Punktrechnung.  IQl 

Das  Produkt  der  zwei  Quatemionen 


q  = 

'  1 

q' 

Q 
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ist 

glei 

ch  1, 
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wird 
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•q'  = 

.9_  . 
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=  ^ 

(•')• 
e'^- 

(9 

1^ 

= 

1 

9" 

q' 

_9_ 
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=  1 


q  und  q'  heißen  reziproke  Quatemionen,  und  man  schreibt  q'  =  q""^. 

Über  Quatemionen  vgl.  zunächst  die  Originalwerke  von 
W.  R.  Hamilton,  Lectures  on  Quaternions ,  Dublin  1853,  Ele- 
ments of  Quaternions  (posthum)  London  1866,  Tait,  An  elemen- 
tary  Treatisc  on  Quaternions,  zuerst  London  1867,  später  mehrere 
Auflagen  (deutsch  von  Scherff,  Leipzig  1880),  Hankel,  Theorie 
der  komplexen  Zahlensysteme,  Leipzig  1867,  Graefe,  Tlieorie  der 
Quatemionen,  Leipzig  1883. 

Die  Quatemionen  haben  eine  besondere  arithmetische  Be- 
deutung gewonnen  durch  den  von  Frobenius,  J.  f.  Math.  84, 
63,  geführten  Nachweis,  daß  sie  die  einzige  Erweiterung  der  ge- 
meinen komplexen  Zahlen  bilden,  für  die  sich  eine  Multiplikation 
mit  allen  Regeln  der  gewöhnlichen  Zahlenmultiplikation,  allein 
ausgenommen  das  kommutative  Gesetz,  aufstellen  läßt.  Vgl, 
Stolz-Gmeiner,  Theoret.  Arithmetik,  X.  Abschnitt. 

über  Vektoranalysis  s.  die  übersichtlichen  Darstellungen  in 
Heaviside,  Electromagnetic  Theory  (1894),  Vol.  I,  p.  132  seq., 
Föppl,  Geometrie  der  Wirhelf eider ^  1897,  Ferraris,  Lezioni  di 
dettrotecnica,  Kap.  I,  1899,  Abraham-Föppl,  Theorie  der  Elek- 
trizität, Bd.  1,  1907,  Gibbs-Wilson,  Vector  Analysis,  1905,  und 
die  neueren  Lehrbücher:  Gans,  Einführung  in  die  Vektoranalysis, 
1905,  Bucherer,  Elemente  der  Vektoranalysis,  2.  Aufl.,  1905, 
Jahnke,  Vorlesungen  über  Vektorenrechnung ^  1905  (letztei-es  mit 
(starker  Betonung  der  Graßmannschen  Theorie). 

§  3,    Die  Graßmannsche^Punktrechnung. 

Die  Bedeutung  Graßmanns  für  die  geometrische  Operations- 

|8ymbolik  liegt  in  der  Ausbildung  einer  wesentlich  von  Möbius' 

Lbaryzentrischem    Calcul"    beeinflußten    Punktrechnung.      Diese 

Punktrechnung  trägt  im  Gegensatz   zu  der  äquiform  metrischen 

Hamilton  sehen  Analyse  in  ihren  Grundlagen  einen  afßn  metrischen 

Charakter. 

Sowie  man  versucht,  mit  Punkten  analog  wie  mit  Zahlen  zu 
operieren,  stellt  sich  die  Notwendigkeit  heraus,  den  Punkt  nicht 

Pascal,  Repertorium.  II.    2.  Aufl.  11 
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schlechthin  als  geometi'isches  Element,  sondern  mit  einem  positiven 
oder  negativen  Zahlfaktor  behaftet  als  PunMgröße  aufzufassen.  So 
ergibt  sich  für  eine  allgemeine  Punktgröße  der  symbolische  Aus- 
druck 

^  =  mP. 

Hierbei  bezeichnet  m  den  Zahlfaktor,  P  den  zugehörigen  einfachen 
Punkt^  der  als  Träger  der  Punktgröße  auftritt  und  sich  selbst  als 
Punktgröße  für  m  =  1  ergibt.  Für  m  ==  0  findet  man  entweder 
eine  versclnvindende  oder  eine  wi eigentliche  Punktgröße,  ersteres, 
wenn  der  zugehörige  einfache  Punkt  als  ein  im  Endlichen  ge- 
legener Punkt  bestehen  bleibt,  letzteres,  wenn  dieser  Punkt  ins 
unendliche  rückt,  d.  h.  nur  als  eine  EicMung  fortbesteht.  Die 
Punktgröße  kann  dann  in  der  Form 

angesetzt  werden,  wo  p  ein  Symbol  für  die  betr.  Richtung  und  jw. 
ein  neuer  Zahlfaktor  ist.  Diese  un eigentlichen  Punktgrößen  sind 
mit  den  Vektoren  identisch  und  werden  von  Graßmann  als 
Strecken  bezeichnet.  Zur  Unterscheidung  ist  es  gut,  die  Punkt- 
größen, für  die  m  einen  endlichen,  von  0  verschiedenen  Wert  und 
P  eine  bestimmte  Lage  im  Endlichen  hat,  als  eigentliche  Punkt- 
größen auszuzeichnen. 

Die  Summation  zweier  eigentlichen  Punktgrößen  m^P^   und 
m^P^  entspricht,  solange  w  =  w^  -f  »^2  =H  0?  genau  dem  Archi- 
medischen Hebelgesetze.    Es  ergibt  sich  als  Summe  eine  eigent- 
liche Punktgröße  mP,  wobei  P  der  Punkt  auf  der  Verbindungs- . 
linie  von  Pj  und  Pg  ist,  für  den  der  Größe  und  dem  Sinne  nach 

PP^  _,    m, 
PP,        ^  m, 

wird.  Ist  dagegen  w^  -}-  mg  ==  0,  so  ist  die  Summe  ein  Vektor 
fip,  dessen  Richtung  wenn  m^  >  0,  die  der  Strecke  P2P1  und 
dessen  Zahlwert  ju,  =  m^  •  P2P1  ist.  So  läßt  sich  jeder  Vektor  AB 
als  die  Differenz  B  —  Ä  seiner  als  einfache  Punkte  behandelten 
Endpunkte  auffassen,  wenn  man  die  Subtraktion  einer  Punktgröße 
durch  die  Addition  der  entgegengesetzten  Punktgröße  (mit  dem- 
selben  Träger  und  entgegengesetzt  gleichen  Zahlfaktor)  definiert. 
Nimmt  man  vier  einfache  Punkte  -4j,  A^^  A^^  A^,  welche 
die  Ecken  eines  Grundtetraeders  bilden,  beliebig  an,  so  läßt  sich 
jede  Punktgröße  in  der  Form  darstellen 

^  =  x^A^  -h  x^A^  -}-  x^A.^  H-  x^A^, 
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sie  wird  zum  einfachen  Punkt  P,  wenn 

^1  "r  *2  ~r  %  "T"  ^4  ""^  ^ 

ist.  Die  Zahlfaktoren  x^,  x^,  x^,  x^  sind  Moebius'  hary zentrische 
Koordinaten. 

Statt  der  PunTcte  A^,  -dg,  A^  kann  man  die  Vektoren  e^  == 
A^  —  A^,  e^  =  A^  —  J.J ,  e^  ^  A^  —  A^  einführen  und  findet 
dann  für  einen  einfachen  Punkt  die  (inhomogene)  Darstellung 

P=  A^  -{-  xe^  ->r  ye^  +  se^, 

wenn  man  x,  y,  z  für  x^,  %,  x^  schreibt.  «,  y,  z  sind  die  ge- 
wöhnlichen affinen  (cartesischen)  Koordinaten  des  Punktes,  wenn 
für  die  Einheitsstrecken  auf  den  Koordinatenachsen  die  Tetraeder- 
kanten A^A^,  -^i-^si  -^lAi  genommen  wei'den. 

Sind  P,  Q  zwei  Punkte,  so  wird  jede  Punktgröße,  die  der 
Geraden  PQ  angehört,  von  der  Form  XP  -\-  fiQ.  Sind  P,  Q,  JR 
drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  wird  jede  Punkt- 
größe, die  der  Ebene  Pf^P  angehört,  von  der  Form  XP-{-  ^Q -j-vB. 

Das  wesentliche  Hilfsmittel  für  die  Raumanalyse  ist  bei 
Gr  aß  mann  nun  die  Bildung  der  äußeren  Produkte  von  Punkt- 
größen. Für  diese  Produkte  gilt  allgemein  die  Regel,  daß  sie  ihr 
Vorzeichen  (ihren  Sinn)  wechseln,  wenn  in  ihnen  zwei  neben- 
einanderstehende Faktoren  vertauscht  werden,  und  verschwinden, 
sowie  in  ihnen  zwei  gleiche  Faktoren  vorkommen,  femer  gilt  für 
sie  stets  das  assoziative  Gesetz  la{bc)  =  {ab)c].  Wir  wollen  die 
Produktbildungen  hier  auf  einfache  Punkte  beschränken,  die  Aus- 
dehnung auf  beliebige  Punktgrößen  gibt  keine  wesentliche  Er- 
weiterung. 

Das  Produkt  zweier  Punkte  P,  Q  ist  der  Linienteil  (oder 
die  Liniengröße)  \PQ\  d.  h.  eine  Strecke  von  bestimmter  Länge 
tind  bestimmtem  Richtungssinn  auf  einer  bestimmten  geraden 
Linie,  so  daß  das  Produkt  zweier  Punkte  sich  nicht  ändert,  wenn 
man  die  beiden  Punkte  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie 
um  dieselbe  Strecke  verschiebt. 

Das  Produkt  dreier  Punkte  P,  Q,  li  ist  der  Ebenenteil  (oder 
die  Ebenengröße)  [P^P],  d.  h.  eine  Fläche  von  bestimmtem  In- 
halt und  bestimmtem  Umlaufssinn  in  einer  bestimmten  Ebene. 
Das  Produkt  dreier  Punkte  ändert  sich  demnach  nicht,  wenn  man 
die  Punkte  in  ihrer  Verbindungsebene  derart  verschiebt,  daß  der 
Inhalt  des  Dreiecks,  das  sie  bilden,  und  der  ümlaufssinn,  den  sie 
durch  ihre  Reihenfolge  an  demselben  bestimmen,  sich  nicht  ändert. 

11* 


, 
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Das  Produkt  von  vier  Punkten  P,  Q,  B,  S  ist  der  Raiimteil 
l^PQBS],  d.  h.  ein  Körper  von  bestimmtem  Volumen  und  be- 
stimmtem Umkreisungssinn  in  seiner  Oberfläche.  Das  Volumen 
ist  bestimmt  durch  das  Tetraeder  PQRS,  der  Umki'eisungssinn 
durch  die  Reihenfolge  der  Ecken  PQB. 

Die  Verwendung  der  Ausdrücke  Länge,  Fläche,  Volumen 
kann  den  Anschein  erwecken,  als  handelte  es  sich  hier  um  Kon- 
gruenzbestimmungen und  nicht  um  affine  Beziehungen.  Man  er- 
kennt aber  sofort,  daß  in  Wirklichkeit  nur  Längen  auf  derselben 
Geraden  und  Flächen  in  derselben  Ebene  verglichen  werden,  und 
diese  Vergleichung  gehört  in  das  Gebiet  der  affinen  Geometrie. 
Bei  den  Raumteilen  handelt  es  sich  um  die  Vergleichung  des  ver- 
änderlichen Volumens  mit  einem  festen  Volumen,  für  das  man 
zweckmäßig  das  Volumen  des  Grundtetraeders  wählt,  und  auch 
diese  Vergleichung  gehört  in  die  affine  Geometrie.  Sind  die  vier 
Punkte  in  der  Form  gegeben: 

p  =  2a>,Ä„  q  =  zx;ä,,  b^£x;'ä,,  s  =  zx:"a, 

(»•  =  1,2,3,4), 

SO  findet  man  für  das  in  Rede  stehende  Volumenverhältnis : 

I    /¥•  /y»  /y»  /y» 

I   «A/-!  tA/o  tÄ/o  •/.•  j 

[PQRS]     _  !  ^i'       ^t        ^z        ^l 
L^i  ^2  ^8  ^4J       :  Xy         x^         x^         x^     ! 

X^  X^  Äg  X/^         I 

Führt  man  in  gleicher  Weise  das  Produkt  [-P^]  nach  der 
gewöhnlichen  Regel  für  die  algebraische  Multiplikation  zweier 
Summen  aus,  indem  man  hier  bedenkt,  daß  [J.^^^.]  =  —  [.^^(.^J 
und  [-4j.  AJ  =  0  wird,  so  ergibt  sich 

[^^]  =  -S'PaCAA]  (^^  =  1,8,3, 1,  .+*). 

Dabei  ist  '' 

I  I 

und   läßt   sich   gemäß   der.  obigen  Formel   deuten  als  Volumen - 
Verhältnis,  so  daß  z.  B, 

^28       [A,Ä,A,A,r    ^14       [A,A,A,A,] 
wird.    Analog  wird  das  Produkt 

[PQB']  =  u^lÄ^A^A^]  —  u^lA^^A^A^]  -f  u^lA^A^A^] 
—  n^[A^A^A^], 
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Avobei  die  u  als  die  Determinanten  der  Matrix 


auftreten  und  sich  auch  als  Volumenverhältnisse  in  folgender  Weise 
festlegen  lassen: 

_     [Ä,PQB]       ^_   _    [A,PQR-\        ^,    _     [^3^^^] 


[_A,A,A,A,Y    "^2       [A,A,A,A,V    "^^       {A,A,A,A,Y 

""^        {A,A,A,A,Y 

Die  p^j^  sind  die  homogenen  Koordinaten  der  geraden  Linie  PQ^ 
die  u-  die  homogenen  Koordinaten  der  Ebene  PQR,  so  wie  sie 
sich  auf  Grund  der  Möbius sehen  Punktkoordinaten  ergeben. 
Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich  die  folgende  übereinstimmende 
Definition  aller  dieser  Koordinaten:  Nimmt  man  das  Volumen  des 
Grundtetraeders  als  die  Volumeneinheit  an,  so  werden  die  Koordi- 
naten eines  Pwnhtes  P  gegeben  durch  die  (mit  bestimmten  Vorzeichen 
genommenen)  Volumina  der  Tetraeder,  welche  dieser  PunM  P  mit 
je  drei  Ecken  des  Grundtetraeders  zusammen  bestimmt,  die  Koordi- 
naten einer  Geraden  PQ  werden  gegeben  durch  die  Volumina  der 
Tetraeder,  welche  P,  Q  mit  je  zwei  Ecken  des  Grundtetracdtrs  be- 
stimmen, und  die  Koordinaten  einer  Ebene  durch  die  Volumina  der 
Tetraeder,  welche  P,  Q,  R  mit  je  einer  Ecke  des  Grundtetraeders 
bestimmen. 

Durch  Multiplikation  mit  einer  Zahl  geht  jede  der  betrach- 
teten geometrischen  Größen  in  eine  gleichartige  über,  deren  Träger 
(Punkt,  Gerade,  Ebene,  Raum)  derselbe  ist. 

Auf  Grund  des  distributiven  Gesetzes  der  äußeren  Multi- 
plikation, das  sich  in  der  Formel  [a(&  -\-  c)]  =  [a&]  +  [«c]  aus- 
spricht, ergibt  sich,  daß  ein  äußeres  Produkt  nicht  nur  dann  ver- 
schwindet, wenn  zwei  seiner  Faktoren  gleich  sind,  sondern  auch, 
wenn  ein  Faktor  durch  lineare  Kombination  (insbesondere  durch 
Addition  oder  Subtraktion)  aus  den  übrigen  entsteht. 

Das  Produkt  zweier  Punkte  [P^]  verschwindet  nur  dann, 
wenn  die  beiden  Punkte  zusammenfallen,  das  Produkt  dreier 
Punkte  [P^T?],  wenn  sie  in  gerader  Linie  liegen,  das  Produkt 
von  vier  Punkten  [PQRS],  wenn  sie  in  einer  Ebene  liegen. 

Die  Summe  n  -{■  n  zweier  Ebenenteile  tt,  n  ist  immer 
wieder    ein    Ebenenteil.      Alle  Ebenenteile,    die    von    der   Form 
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Att  +  A'tt'  sind,  gehören  den  Ebenen  eines  Büschels  an;  alle 
Ebenenteile,  welche  die  Form  In  -{■  X' n  -\-  X" n"  haben,  gehören 
den  Ebenen  eines  Bündels  an. 

Die  Summe  zweier  Linienteile  \PQ\  und  [BS]  ist  nur  dann 
wieder  ein  Linienteil,  wenn  [JPQBS]  =  0  ist.  Die  Summe  be- 
liebig vieler  Linienteile  läßt  sich  aber  immer  auf  die  Summe  von 
höchstens  zwei  Linienteilen  zurückführen.  Die  Summen  von 
Linienteilen  finden  ihre  mechanische  Deutung  in  der  Vereinigung 
der  Kräfte  am  starren  Körper,  sie  sind  auch  für  die  Theorie  des 
Nullsystems  (s.  S.  125)  von  großer  Bedeutung,  indem  die  Linien 
zweier  (windschiefen)  Linienteile,  welche  dieselbe  Summe  ergeben, 
immer  reziproke  Polaren  eines  bestimmten  Nullsystems  sind. 

Auf  die  Ergänzungen,  welche  die  vorstehenden  Sätze  er- 
fordern, wenn  man  auch  die  uneigentlichen  Punktgrößen  in  Be- 
tracht zieht,  wollen  wir  nicht  weiter  eingehen. 

Für  die  Gr  aß  mann  sehe  Theorie  vgl.  man  außer  den  bereits 
zitierten  Hauptwerken  die  Preisschrift  Geometrische  Analyse  usw., 
Leipzig  1847,  Werke  I\  S.  321,  und  die  im  zweiten  Bande  der 
gesammelten  Werke  vereinigten  Abhandlungen,  insbesondere  die 
aus  Journ.  f.  Math.  49  (1855)  10  (Werke  II\  S.  145.) 

Für  das  Verhältnis  von  Graßmanns  Lehre  zu  den  Unter- 
suchungen von  Möbius  ist  lehrreich  die  nachgelassene  Arbeit 
des  letzteren  in  seinen  Werken  IV,  S.  663. 

Eine  Darstellung  der  Graßmannschen  Ausdehnungslehre 
haben  gegeben:  V.  Schlegel,  System  der  Baumlehre,  Leipzig 
1875,  und  Graßmanns  Leben  und  Werke,  Leipzig  1878,  Peano, 
Calcolo  geometrico  secondo  V Ausdehnungslehre  di  H.  Graßmann, 
Torino  1888,  Deutscher  Auszug  von  Schepp,  Leipzig  1891, 
Kraft,  Abriß  des  geometrischen  Kallcids,  Leipzig  1893. 

Als  eine  Fortführung  der  Hamiltonschen  Quaternionen 
lassen  sich  in  gewissem  Sinne  die  Biquaternionen  von  Clifford 
(Proc.  Lond.  M.  Soc.  4  (1873),  381,  Math,  papers  p.  181)  an- 
sehen. Der  Weg,  der  zu  diesen  geführt  hat,  mündet  aus  in  den 
Untersuchungen  von  Study,  die  in  dessen  Geometrie  der  Dynamen 
(1903)  ihre  zusammenfassende  Darstellung  gefunden  haben.  Das 
Charakteristische  an  Cliffords  Forschung  ist  der  Übergang  zur 
nichteuklidischen  (elliptischen)  Geometrie,  aus  dieser  heraus  sind 
auch  die  Study  sehen  Arbeiten  zu  vei'steheu,  er  hat  aber  seine 
liesultate  nachher  auf  den  gewöhnlichen  Raum  übertragen.  Es 
handelt  sich  darum,  mehrere  einfache  Eaumelemente  (Punkte, 
Gerade,  Ebenen)  zu  einem  höheren  Raumelemente  zusammen- 
zufassen und  auch  auf  diese  höheren  Raumelemente  den  Begriff 


1^ 
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der  Summation  zu  übertragen.  So  erscheint  der  Inbegriff  zweier 
Ebenen  als  Keil,  eine  Ebene  und  ein  in  ihr  liegender  Punkt  als 
Quirl  usw.  Eine  Gerade  von  bestimmtem  Richtungssinn  und  ein 
auf  ihr  liegender  Punkt  als  primitives  Raumelement  haben  schon 
in  der  Lieschen  Theorie  der  Berührungstransformationen  eine 
große  Rolle  gespielt. 


§  4.    Theorie  der  Matrices. 

Die  gemeinen  komplexen  Zahlen  y  =  a  -\-  iß  lassen  sieh 
nicht  bloß  durch  die  Punkte  einer  Ebene  darstellen,  sie  lassen 
sich  auch  durch  die  Ähnlichkeitstransformationen  um  den  Ur- 
sprung 0 

X  ==  ux  —  ßy,    y  =  ßx  -\-  ay 

repräsentieren,  deren  Vergi-ößerungs Verhältnis  der  Modul,  deren 
Drehungswinkel  die  Amplitude  der  komplexen  Zahl  ist,  und  die 
für  z  =  X  -\-  iy\  z  =  x  ■{■  iy  in  der  einfachen  Form  dargestellt 
werden: 

/  =  yz. 

Das  Produkt  zweier  komplexer  Zahlen  wird  dann  durch  die  Auf- 
einanderfolge der  zugehörigen  Transformationen  gegeben. 

Die  komplexen  Zahlen  lassen  sich  aber  auch  zu  einer  be- 
stimmten Gruppe  von  Kreisverwandtschaften  in  einfache  Beziehung 
bringen.  Ist  a  -\-  iß  die  komplexe  Zahl,  so  wird  die  zugehörige 
Kreisverwandtschaft  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

az  +  iß 

Z       =     T-„ -. . 

ißz-\-a 

la  der  Tat  ergibt  sich,  wenn  man  eine  neue  gleichgeartete  Kreis- 
verwandtschaft hinzunimmt: 

"  _  "  ^'  +  iß' 
%ß  z  ■\-  a  ^ 

für  die  aus  diesen  beiden  zusammengesetzte  Transformation: 

„  ^  {ua  —  ß'ß)z-^  iicc'ßjj-  ß'cc) 
^    ~  i(a'ß  -\-  jT  a)  z  +"(a'  ä—  ß'  ß)  ' 

also  eine  Kreisverwandtschaft  von  derselben  Art,  die  durch  die 
Gleichung 

„       a"z-{-iß" 

g      = — ■ !— 

iß  z-\-  a 
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dargestellt  wird,  wenn  man 

a"  -f  iß"  =  (a  +  iß)(a'  +  iß') 

setzt.  Die  so  resultierende  Verwandtschaft  bezeichnet  man  als 
das  Frodiikt  der  beiden  gegebenen.  Dieses  Produkt  ist  von  der 
Reihenfolge,  in  der  die  Transformationen  angewandt  werden, 
unabhängig.  Die  zur  Verwendung  kommenden  Transformationen 
sind  vertauschbar  und  bilden  eine  Gruppe  vertauschbarer  Trans- 
formationen oder  eine  Ahelsche  Gruppe.  Sie  sind  femer  dadurch 
charakterisiert,  daß  sie  zwei  auf  der  reellen  Achse  im  Abstand  1 
vom  Nullpunkte  0  liegende  Punkte  (z  =-  1  und  z=  —  l)  un- 
geändert  lassen. 

Betrachtet  man  nun  die  allgemeinere  Gruppe  von  Kreis- 
verwandtschaften, die  durch  Gleichungen  von  der  Form 

dargestellt  werden,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  eine  neue  Trans- 
formation derselben  Art  hinzunehmen,  nämlich 

i(»3'-«T)/+(^'-ar 

für  das  Produkt  der  beiden  Transformationen: 

/'  _  («ij4iii>+i(£_+in 

indem  wir  d-'\  ^",  rj",  f"  durch  das  Quaternionenprodukt 

{&"  +  ^'i  +  ri'j  +  fU)  = 

=  (^  +  |i  +  rij  +  lh)l^^'  +  ■^i  +  ^3  +  ^]i) 

definieren.  Dieser  interessante  Zusammenhang  zwischen  den 
Quatemionen  und  linearen  Transformationen  im  binären  Gebiet 
ist  von  Cayley  aufgedeckt  worden.  S.  Math.  Ann.  15  (1879) 
238,  16  (1880)  260,  439,  Vapers  X  153,  XI  237,  Mess.  of  Math. 
14  (1885)  108,  Vapers  XII,  300,  und  das  von  Cayley  her- 
rührende Kap.  VI  in  Taits  Treatise  on  Quaternions  1890. 

Nimmt  man  statt  der  Darstellung  der  komplexen  Zahlwerte 
durch  die  Punkte  einer  Ebene  die  analoge  Darstellung  auf  der 
Kugel,  so  bedeutet  die  Transformation  (3),  falls 

^  +  ^'  +  ^'  +  ^'  =  1 

ist,  eine  einfache  Drehung  der  Kugel  um  einen  ihrer  Durchmesser, 
dessen  Endpunkte  den  Werten 
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entsprechen.    Der  Drehungswinkel  to  ist  dabei  durch  die  einfache 
Gleichung 

&  =  sin  ^(o 
bestimmt. 

Diese  Deutung  der  Quatemionen  legt  es  nahe,  eine  lineare 
Transformation 

oder  homogen  geschrieben 

direkt  als  Gegenstand  einer  analytischen  Operationssymbolik  an- 
zusehen und  sie  einfach  in  der  folgenden  Weise  zu  charakterisieren: 


^^^  _  /«u    «i2\  ßn    \i\  _  /«u&ii  +  «1 

Vagi     «22/  V^21      «22/  \«21  ^11   +  «2 


\(*21 

Sie  wird  dann  als  eine  Matrix  bezeichnet,  und  für  die  Multipli 
kation  der  Matrices  ergibt  sich  die  Regel 

Sl^ll  +  «12^21    «11^2  +  «12^: 
«"21    «21^12   T  «22  ^^82 

Die  Variablensysteme  selbst  lassen  sich  durch  die  Matrices 

repräsentieren,  und  die  Transformationsgleichungen  schreiben  sich 
dann  einfach 

Die  Multiplikationsregel  der  Matrices  erinnert  an  die  Multiplikation 
der  Determinanten.     Schreibt  man 

21       «22 

und  nennt  man  diese  Determinante  den  Modul  der  Matrix  Ä^   so 
ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

\ÄB\==\A\-\B\ 

sofort  der  Satz:  Der  Modul  des  Produktes  zweier  Matrices  ist  das 
Produkt  aus  den  Modulen  der  einzelnen  Matrices. 
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Das  Rechnen  mit  Matrices  läßt  sich  auf  solche  mit  beliebig 
vielen  Zeilen  und  Spalten  übertragen.  Für  die  Geometrie  kommei 
zunächst  nur  die  mit  drei  und  vier  Zeilen  in  Betracht,  welchi 
sich  ebenso  auf  die  projektiven  Transformationen  der  Grundgebild* 
zweiter  und  dritter  Stufe  beziehen  wie  die  zweizeiligen  auf  di( 
Projekt! vitäten  in  den  Grundgebilden  erster  Stufe.  Wir  wollei 
uns  der  Kürze  und  Bequemlichkeit  halber  auf  die  dreizeiliger 
Matrices  beschränken. 

Eine  dreizeilige  Matrix 

''21        '^22        ^23     j 
*31       %2       ^33  / 

begründet  eine  lineare  Transformation 

{y)  =  A{x) 

im  temären  Gebiet.  Mit  jeder  solchen  Transformation  ist  eine 
andere 

(w)  =  A\v) 

für  die  zu  a;^,  ^Z,- kontragredienten Variabein  ?/,,«; j.,  deren  Zusammen- 
hang durch  die  Identität 

U^X^  +  ^2^2  +  %^3  =  ^xVl  +  ^22/2   +  ^32^3 

definiert  ist,  verbunden.  A'  unterscheidet  sich  von  A  nur  da- 
durch, daß  Zeilen  und  Spalten  vertauscht  sind,  und  heißt  die 
Transponierte  von  A. 

Für  die  Zusammensetzung  zweier  Transformationen,  d.  h.  das 
Produkt  der  zugehörigen  Matrices  ergibt  sich  jetzt  die  Eegel: 


( 


«12    <^n\      1 

\, 

^2 

^3\ 

«22      ^23 

hl 

^2 

hs      = 

^32      ^33  ^         ^ 

hl 

*32 

*33/ 

%1  ^12  "1"  '^12*^22  "^  %3  ^32 

%1^3+«12^23+«J3 

«21^1^ +  «22  ^25 

i  +  ^23^32 

«21^3 +«22^23 +  «23 

%1  ^12  +  %2  ^2S 

( +  %3  ^32 

«31  ^13  +  «32  ^23  +  «33 

«11  V+ «12  ^21 +  «13  ^31 
«21  "11  +  «22  ^21  +  «23  ^31 
^31  ^11+  «32  ^21  +  «33  ^31 

Unter  allen  Matrices  ist  die  uneigentliche  Matrix,  deren  sämt- 
liche Elemente  0  sind  und  die  mit  0  bezeichnet  werden  mag,  und 
die  Matrix,  für  welche  die  Elemente  in  der  Hauptdiagonale  (a^, 
«22»  «23)  gleich  1,  alle  anderen  gleich  0  sind,  besonders  aus- 
gezeichnet.    Die   zur  letzteren   gehörige  Transfonnation   ist  die 
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Identität,  die  Matrix  selbst  mag,  da  sie  die  Rolle  der  Einheit 
spielt,  mit  E  bezeichnet  werden.  Bei  Multiplikation  mit  E  bleibt 
jede  Matrix  ungeändert,  und  es  ist  J^J-"  =  E.  Eine  Matrix  mit 
nicht  verschwindendem  Modul  ergibt,  mit  einer  anderen  multipli- 
ziert, nur  dann  die  Matrix  0,  wenn  der  zweite  Faktor  selbst  die 
Matrix  0  ist.  Ist  nun  das  Produkt  zweier  Matrices  mit  nicht 
rverschwindenden  Moduln  Ä-  B  =  E  und  damit  auch  JB  •  Ä  =  E, 
so  heißt  JB  die  Inverse  von  Ä  und  wird  geschrieben 

.B  =  A-\ 

Ist  (^)  =  ä(x),  so  wird 

Die  Inverse  wird  also  durch  die  ümkehi'uug  der  ursprünglichen 
Transformation  geliefert. 

I  Die  Transponierte  der  Inversen  ist  die  Inverse  der  Trans- 

ponierten, und  aus  AB  =  C  folgt 

A=CB-\    B  =  A-^C,    C-^  =  B-^A-\ 

Zwei  Matrices  A,  B  heißen  wie  die  zugehörigen  Transformationen 
yej-tauschbar,  wenn  A- B  =  B •  A  ist.  Dann  ist  auch  A~^- B~^  = 
B"^ •  A~^:  die  Inversen  vertauschbarer  Matrices  (und  ebenso  ihre 
Transponierten)  sind  wieder  vertauschhar. 

Wendet  man  auf  die  Variabein  in  der  Transformations- 
jleichung  {y)  =  A(x)  eine  und  dieselbe  Transformation  an,  in- 
tern man  setzt  ,  ,        ,„.  .        ,  ,        ^,,. 

o  ergibt  sich  T(?j)  =  AT{1)  oder 

(^)  =  T-M2'(^), 
vährend  umgekehrt 

{l)=^T-'A-'T{n) 
rird.    Die  zueinander  inversen  Matrices 

A^=  T-^AT  und   A'^  =  T-^A'^T 

eißen  die  Transformierten  von  A  und  der  Inversen  A  ~  ^  durch  T. 
.US  AB^  C  folgt  sofort  A^B^=  G/.  die  Transformierte  des  Pro- 
ktes  ist  das  ProduM  aus  den  Transformierten  der  Faktoren. 
Die  Summe  zweier  Matrices  wird  definiert  durch  die  Gleichung 

^2  \z\        A'U  +  &n    «12  +  *12    «13  +  ^li 
=      «21  +  &21 
V«31  +  ^31 
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Dementsprechend  wird,  wenn  m  eine  beliebige  Zahl  bedeutet, 
/  «11  <*i2  «13  \        /vna^^  ma^^  mai^^ 
m  I  agi  ag2  %3  1  =  I  *^«2i   '^'«22  »^«as 

V«31     «32    «33/  \»>*«31     »^«32    »^«33. 

gesetzt.  Von  allen  Matrices,  welche  sich  aus  (i  gegebenen  A^j 
Ä^,  .  .  .  A    linear  zusammensetzen  in  der  Form 

m^A^  +  m^A^  H h  m^A^  , 

tmd  ebenso  von  den  zugehörigen  Transformationen  sagt  man,  daß 
sie  ein  lineares  System  [^  —  l)*®'  Stufe  bilden. 

Die  Summen  der  Matrices  befolgen  die  gewöhnlichen  Rechen- 
regeln der  Addition.  Für  die  Verbindung  von  Addition  und  Multi- 
plikation gilt  das  distributive  Gesetz,  das  sich  in  der  Formel  aus- 
spricht: 

A{B-\-  C)  =  AB-^AC. 

Zwischen  irgend  10  Matrices  (bei  w-reihigen  Matrices  n^  -j-  l) 
besteht  immer  eine  homogene  lineare  Relation,  d.  h.  eine  der 
Matrices  läßt  sich  aus  den  übrigen  linear  zusammensetzen.  Aus 
einer  vorgelegten  Matrix  A  kann  man  die  Matrices  ableiten 

mE  +  wi^A  +  m^A^  +  •  •  •  +  w*^-^*"« 

Hierbei  aber  ergibt  sich  für  jx  die  obere  Grenze  2  (allgemein 
n  —  l),  indem  jede  höhere  Potenz  auf  Grund  einer  Relation 

A^=—  g^A^  -  g^A  -  g^E, 
aus  der  auch  für  |it  >  3 

Af^  =  -  g^A^^-^  -  g^A^^-^  -  g^A^^-^ 

folgt,  auf  niedrigere  Potenzen  zurückgeführt  werden  kann.  Jede 
dreireihige  Matrix  genügt  so  einer  symbolischen  Gleichung 

A^-\-g,A^  +  g,A-^g,E==0, 

die  von  Hamilton  entdeckt  ist.  Die  Bedeutung  der  Koeffizienten 
9\t  9'i-,  da  ist  die,  daß  sie  gleichzeitig  die  Koeffizienten  in  der 
Gleichung  dritten  Grades 


»21  «22  ~  ^  «23       I   ===  ^ 
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sind,  die  sonach  ausgeschrieben  lautet 

z^  -\-  g^z^  +  9iS  -\-  (j^  =  0. 

Anderseits  kann  man,  wenn  gj^,  z^^  z^  die  Wurzeln  dieser 
Gleichvmg  bezeichnen,  die  symbolische  Gleichung,  der  die  Matrix 
genügt,  auch  in  der  Form  schreiben: 

{A  -  z^E){A  -  z^E){A  -  z^E)  =  0. 

Die  Theorie  der  Matrices  ist  begründet  worden  durch  Gay ley, 
Phihs.  Trans.  148  (1858)  17,  Papers  11  475.  Sie  ist  in  origi- 
neller Weise  ausgeführt  von  Probenius,  J.  f.  Math.  84  (1878)  1, 
und  von  Sylvester  zu  einer  „universellen  Algebra"  systematisch 
ausgebUdet:  Sylvester,  Am.  J.  of  Math.  6  (1884)  270;  Taber, 
ibid.  12  (1890)  337  (hier  S.  352  ff.  eine  Skizze  der  Geschichte 
dieser  Theorie).  Vgl.  auch  das  neue  Lehrbuch  von  Whitehead, 
A  Treatise  on  universal  Algebra,  1900. 


Kapitel  IX. 
Topologie. 

Von  M.  Dehn  in  Münster  i.  W. 


§  1.    Einleitung. 

1.  Begriff  der  Topologie.  Die  „Topologie"  (Listing) 
oder  Analysis  situs  (Leibniz,  Euler)  beschäftigt  sich  mit  der 
Anordnung  räumlich  ausgedehnter  Gebilde.  Sie  wird  neuerdings 
in  zwei  nach  Methode  und  Inhalt  ganz  verschiedene  Teile  zerfällt. 
Der  erste  davon  gehört  der  sogenannten  Präzisionsmathematik 
an.  Hier  werden  die  Fragen  behandelt:  Wann  stellt  eine  Menge 
von  Zahlen,  Zahlenpaaren,  Zahlentripeln  usw.  auf  der  geraden 
Linie,  in  der  Ebene  oder  im  Räume  Strecken,  Kurvenstücke,  ge- 
schlossene Kurven,  geschlossene  oder  berandete,  ein-  oder  zwei- 
seitige Flächen  usw.  dar?  Dieser  Teil  soll  hier  nicht  näher  be- 
handelt werden.  Als  Literatur  sei  angeführt:  Schönflies,  Die 
EntwicMimg  der  Lehre  von  dm  PunJctmannigfaltigJceiten  [Math. 
Ver.)  I,  1900,  II  1908. 

Der  andere  Teil,  die  eigentliche  Topologie,  liefert  zunächst 
die  Grundlagen  für  die  vorigen  Untersuchungen,  indem  diejenigen 
Eigenschaften  der  Reihe  nach  aufgestellt  werden,  die  jene  Gebilde 
und  ihre  mehrdimensionalen  Analoga  charakterisieren.  Sodann  aber 
behandelt  diese  Topologie  die  Eigenschaften  der  Gebilde,  die  ihre 
Zusammensetzung  aus  Punkten,  Kurven,  Flächen  usw.  zur  Folge  hat. 

2.  Axiome.  Der  Betrachtung  zugrunde  liegt  das  folgende 
System  von  Postulaten  (vgl.  Math.  Em.,  Bd.  III,  S.  168): 

I.  Existentialaxiome. 

a)  Es  gibt  unbegrenzt  viele  PunJctc. 

b)  Linienstücke  (Strecken) ,  Flächen-  u/nd  Raumstüche  sind  Punkt- 
mengen. 

c)  Zu  je  zwei  Funkten  gibt  es  beliebig  viele  von  diesen  Punkten 
begrenzte  Linienstücke  (Strecken),  die  sonst  keine  gemeinsamen 
Pu/nkte  hoben. 
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d)  Zu  je  zwei  Linienstüchcn  mit  gemeinsamen  Grenspunlctcn,. 
sonst  aber  ohne  gemeinsame  Punkte,  gibt  es  beliebig  viele  von 
diesen  zivci  Linien  begrenzte  Fläclienstüelce  ohne  sonstige  ge- 
meinsame PtmJcte. 

e)  Zu  je  zioei  Flächenstüclcen,  die  durch  dieselben  beiden  Linien 
begrenzt  werden  und  sonst  Iceine  gemeinsamen  Punkte  haben^ 
gibt  es  ein  und  nur  ein  von  ihnen  begrenztes  Itaumstüclc. 

II.  Zerlegungsaxiome. 

a)  1.  Jedes  Linienstück  mit  den  Grenzpunkten  Pq   und  Pq"  ist 

gleich  der  Gesamtheit  von  zivei  Linienstücken,  die  einen 
gemeinsamen  Punkt  Q^  haben  und  durch  die  Punkte  Pq 
und  Qq  resp.  durch  Qq  und  Pq'  begrenzt  werden. 

2.  Jedes  Fldchenstück  mit  den  Grenzstrecken  S^'  und  S^"  ist 
gleich  der  Gesamtheit  von  zivei  Flächenstücken ,  die  bloß 
eine  Strecke  T^  gemeinsam  haben,  und  von  S^  tmd  Tj^ 
resp.  von  Tj  und  S^^'  begrenzt  iverden. 

3.  Jedes  Baumstück  mit  den  Grenzflächen  S^'  und  S^"  ist 
gleich  der  Gesamtheit  von  zwei  Baumstücken,  die  bloß  eine 
Fläche  1\  gemeinsam  haben  und  von  S^  und  T^,  resp. 
Tg  und  /Sg"  begrenzt  werden. 

Ein  Linienstück  S-y,  ein  Flächenstück  S^  oder  ein  Raum- 
stück 8.^  geht  durch  derartige  beliebig  oft  wiederholte  Zerlegungen 
über  in  ein  Gebilde,  das  wir  als  elementare  ein-,  zwei-  resp.  drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit  F^ ,  E^  resp.  E^  oder  auch  als^ 
Streckenzug,  Elementarflächenstück  resp.  Elementarraumstück  be- 
zeichnen wollen. 

b)  Gegeben  sei  irgendwie  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten^ 
Strecken,  Flächen  und  Baumstücken.  Dann  kann  man  ein 
Baumstück  S^  so  finden,  daß  jedes  einzelne  dieser  Elemente 
ein  inneres  Element  einer  aus  S^  durch  Zerlegung  nach 
II  a)  1.,  2.,  3.  entstehenden  E^  ist.  Mom  kann  für  alle  Ele- 
mente eine  solche  E^  finden,  wenn  zwei  Linien  des  gegebenen 
Systems  nur  eine  endliche  Anzahl  von  isolierten  Pwikten, 
zwei  Flächen  eine  endliche  Anzahl  von  isolierten  Punkten  u/nd 
Strecken,  zivei  Baumstücke  nur  eine  endliche  Anzahl  von  iso- 
lierten Punkten,  Strecken  und  Flächen  gemeinsam  haben. 

3.  Literatur.     Aus   der  Fülle  der  topologischen  Abhand- 
lungen   seien    als    besonders    ergiebige    Quellen    hervorgehoben: 
jLiisting,   Vorstudien  zur    Topologie   (1847)   und   Census  räum- 
licher Complexe  (1862),  Riemann,  Dissertation  (1851)  und  Abel- 
l 'Che  Funktionen  (J.  f.  Math.  (1857)),   Werke,   S.  88;   Möbius, 
Leipz.  Ber.  15  (1863),   Werke  2,  435,  C.  Jordan,  /.  d  Math, 
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(2)  11  (1866),  Dyck,  Math.  Ann.  32  (1888),  Poincare,  J.  ec. 
polyt.  (2)  1  (1895),  Palermo  Rend.  13  (1899)  und  ebenda  18 
(1904),  Lond.  Math.  Soc.  32  (1900).  Man  vgl.  für  alles  Folgende 
auch  den  zusammenfassenden  und  systematisch  ergänzenden  Artikel 
Math.  EnsyUopädie,  Bd.  III  1,  S.  153  (zitiert  als  „Enzykl."). 

4.  Einteilung  der  Topologie.  Man  kann  in  der  Topologie 
verschiedene  Gebiete  außerhalb  des  die  Grundlagen  betreffenden 
Teiles  unterscheiden,  nämlich: 

I.  Complexus.  Man  läßt  die  verschiedenen  Elemente  (Punkte, 
Strecken,  Flächenstücke),  aus  denen  das  zu  betrachtende  Gebilde 
zusammengesetzt  ist,  unzerlegt  und  untersucht  so  z.  ß.  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Anzahlen  der  Punkte  (Ecken),  Strecken 
(Kanten)  und  Flächenstücken,  die  eine  geschlossene  Fläche  bilden 
(Eulerscher  Polyedersatz). 

II.  Nexus.  Man  gestattet  beliebige  Zerlegungen  der  Elemente 
und  behandelt  als  wichtigstes  Problem  die  Frage  nach  den  bei 
solchen  Zerlegungen  unverändert  bleibenden  topologischen  Be- 
ziehungen, die  man  etwa  Zerlegungsinvarianten  nennen  kann, 
oder  was  auf  dasselbe  herauskommt,  man  fragt  nach  den  Be- 
dingungen, wann  zwei  gegebene  Gebilde  durch  Zerlegung  zu 
identisch  zusammengesetzten  (isomorphen^  gemacht  werden  können, 
d.  i.,  wann  sie  gleich-gusammenhängend  sind;  daher  der  Name 
„Nexus"  (Zusammenhang).  Zwei  solche  Gebilde  werden  im  An- 
schluß an  Poincare  homöomorph  genannt.  Möbius  brauchte  die 
Bezeichnung  „elementarverwandt". 

III.  Connexus.  Man  betrachtet  Gebilde,  die  Teile  von  an- 
deren Gebilden  sind,  und  führt  gewisse  besonders  einfache  Trans- 
formationen der  ersteren  Gebilde  innerhalb  der  letzteren  ein,  z.  B. 
die  stetigen  Transformationen  einer  Fläche  im  gewöhnlichen  Räume. 
Man  untersucht  dann  etwa,  welche  Flächen  bei  solchen  Trans- 
formationen ineinander  übergehen  können.  Besonders  wichtig  ist 
die  Frage  nach  den  Raumkurven,  die  aus  einer  gegebenen  Raum- 
kurve durch  stetige  Transformation  des  ganzen  Raumes  hervor- 
gehen können  (KnotcnproMeni).  Für  eine  streng  systematische 
Untersuchung  ist  vor  Inangriffnahme  solcher  Probleme  der  Be- 
griff „stetige  Transformation"  topologisch  zu  definieren  (Enzykl. 
S.  164). 

Die  stetigen  Transformationen  des  Raumes  und  im  Räume 
bildeten  früher  den  Ausgangspunkt  für  die  Beschreibung  der  Ziele 
der  Topologie:  die  lopologie  untersuchte  die  Invarianten  der  räum- 
lichen Gebilde  gegenüber  jenen  Transformationen.  Nach  der  hier  ver- 
tretenen Auffassung  werden  die  Gebilde  zunächst  unabhängig  von 
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ihrer  Darstellung  im  gewöhnlichen  Räume  betrachtet  und  bloß 
durch  ihre  Zusammensetzung  aus  den  Elementen  definiei-t.  A  pos- 
teriori ergeben  sich  dann,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  die  In- 
varianten des  „Nexus"  als  Invarianten  der  stetigen  Raumtrans- 
formationen und,  durch  weitere  Überlegungen,  in  besonders  wich- 
tigen Fällen  als  die  einzigen  solchen  Invarianten  (s.  S.  187). 

§  2.    Complexus. 

5.  Einteilung  der  Komplexe.  Eine  Gesamtheit  von 
Strecken  der  Art,  daß  je  zwei  von  ihnen  zu  einem  aus  Strecken 
der  Gesamtheit  gebildeten  Streckenzug  gehören,  heißt  Strecken- 
komplex, Liniensystem  oder  eindimensionaler  Komplex  G^.  Die 
Punkte,  die  die  verschiedenen  Strecken  begrenzen,  heißen  kurz- 
weg die  Punkte  des  Komplexes.  Eine  Gesamtheit  von  Flächen- 
stücken von  der  Art,  daß  die  begrenzenden  Strecken  einen 
Streckenkomplex  bilden  (hierdurch  wird  das  Zusammenhängen  der 
Flächenstücke  garantiert),  heißt  Flächenkomplex  oder  zweidimensio- 
naler Komplex  C^.  Die  Strecken  und  Punkte,  die  zur  Begrenzung 
der  Flächenstücke  gehören,  heißen  kurz  Strecken  und  Punkte 
des  C^. 

Unter  den  Komplexen  nehmen  eine  ausgezeichnete  Stellung 
ein  die  Mannigfaltigkeifen:  Die  eindimensionalen  geschlossenen 
Mannigfaltigkeiten  sind  die  geschlossenen  Kurven,  bei  denen  an 
jedem  Punkt  gerade  zwei  Strecken  hängen,  die  ungeschlossenen 
entstehen  aus  den  geschlossenen  durch  Weglassung  einer  Strecke 
und  sind  also  Streckenzüge  oder  Kurvenstücke.  Eindimensionale 
Mannigfaltigkeiten  mögen  mit  M^  bezeichnet  werden,  ebenso  die 
zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  mit  M^.  Eine  solche  31^, 
die  wir  auch  kurz  als  Fläche  bezeichnen,  wird,  wenn  sie  ge- 
schlossen ist,  durch  die  Eigenschaft  charakterisiert,  daß  an  jeder 
Strecke  gerade  zwei  Flächenstücke  hängen  und  daß  an  jedem 
Punkt  eine  und  nur  eine  Gruppe  von  Flächen  hängt,  die  sich 
lückenlos  aneinander  schließen.  Die  ungeschlossene,  berandete 
Fläche  entsteht  hieraus  durch  Weglassung  einer  Reihe  von  Flächen- 
stücken. Analog  lassen  sich  drei-  und  mehrdimensionale  Kom- 
plexe und  Mannigfaltigkeiten  erklären  (s.  Enzykl.  S.  161  ff.). 

6.  Streckenkomplexe.  Im  allgemeinen  kann  man  aus 
einem  Komplex  C^  Strecken  (ohne  ihre  Grenzen)  entfernen,  so  daß 
evn  Komplex  G-^  übrig  bleibt.  Ein  (7^,  der  durch  Wegnahme 
jeder  Strecke  zerfällt  (entweder  in  zwei  Komplexe,  wenn  die  weg- 
genommene Strecke   eine   „innere"   Strecke   war,   oder   in    einen 

Pascal,  Repertorium.  II.  2.  Aufl.  12 
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Komplex  und  einen  isolierten  Punkt,  wenn  jene  Strecke  eine 
„Eandstrecke"  war),  heißt  ein  Baum. 

Durch  Induktion  gelangt  man  leicht  zu  folgender  Beziehung: 
Die  Anzahl  fi  der  Strecken,  deren  Wegnahme  einen  Kom- 
plex C-^  zu  einem  Baum  macht,  ist,  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Strecken,  gleich  «q  —  «^  +  1,  wenn  a^  die  Anzahl  der  Strecken  und 
ccq  die  Anzahl  der  Punkte  des  C^  ist  (s.  Fig.  1,  wo  ein  System  von 
Strecken,  deren  Wegnahme  den  C^  zu  einem  Baum  macht,  durch 
Punktieren  ausgezeichnet  ist). 

Die  Zahl  (i  hat  noch  eine  andere  Bedeutung:  Wir  wollen 
jeder  Strecke  des  Komplexes  einen  bestimmten  Anfangs-  und  End- 
punkt und  damit  einen  bestimmten  Durchlaufungssinn  geben  und 
die  so  gerichtete  Strecke  mit  -\-  l^  bezeichnen.  Die  Strecke  im 
entgegengesetzten  Sinn  gerichtet  werde  mit  —  l^  bezeichnet. 
Irgendeine  lineare  Verbindung 

Vp  7  /  »■=  1,  2...ai  N 

-^   *  j  V*.  =  +  1,  -  1  oder  O) 

stellt  dann  eine  Reihe  von  Strecken  in  bestimmtem  Sinn  durch- 
laufen   dar.    Wir    wollen   den    Fall   be- 

,--' I "-,        /  ~'^~.,  trachten,  daß  eine  solche  Verbindung  in 

;  "^^^-o—'-^J^r^.- '-^  geeigneter  Reihenfolge  eine  geschlossene 

<j-_-__o-''''|^^~7:tq::^/  Kurve  (einen  „Kreis")  JJ^  in  bestimmtem 

\  /      \    ,'--Y\          ü  Sinne  durchlaufen  darstellt,  und  schreiben 

&''         /     .^  dann 

Fig.  1.  ^l^^^^ih- 

Eine  solche  Relation  wird  Kongruenz  genannt.  Bei  Poincare 
[s.  die  später  folgenden  Literaturangaben]  ist  die  Kongruenz 
etwas  anders  definiert.  Es  gibt  dann  gerade  f*  voneinander  un- 
abhängige Kreise  im  Komplex,  d.  i.  jedes  einen  beliebigen  Kreis 
des  Komplexes  darstellende  lineare  Aggregat  der  Strecken  l^  läßt 
sich  darstellen  als  lineare  Verbindung  von  fi  geeignet  gewählten 
Aggregaten,  die  voneinander  unabhängig  sind. 

Es  ist  interessant,  daß  zuerst  wohl  der  Physiker  Kirchhoff 
{Pogg.  Ann.  72  (1847))  bei  seinen  Studien  über  die  Verzweigung 
des  elektrischen  Stromes  auf  dies  Resultat  gestoßen  ist  (vgl. 
ferner  Ahrens,  Math.  Ann.  49  (1897)). 

Es  gibt  eine  Fülle  von  Untersuchungen  über  spezielle  Pro- 
bleme der  Theorie  der  Streckenkomplexe.  Wir  erwähnen  folgende: 
Wann  kann  man  den  ganzen  Komplex  in  einem  einzigen  Zug 
durchlaufen,  ohne  eine  Strecke  mehr  als  einmal  zu  durchlaufen? 
(Eulers  „Königsberger  Brückenproblem".)    Die  Antwort  ist  leicht 
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zu  finden:  Dann  und  nur  dann  ist  das  Durchlaufen  möglich,  wenn 
an  höchstens  zwei  Punkten  eine  ungerade  Anzahl  von  Strecken 
des  Komplexes  anstoßen.  Eine  große  Reihe  von  Problemen  ver- 
schiedener Art,  die  häufig  in  Form  von  „Mathematischen  Spielen" 
auftreten,  führen  auf  die  Präge:  Wann  liegen  sämtliche  Punkte 
eines  C\  auf  einem  einzigen  doppelpunktslosen  „Kreise"  desselben  ? 
Z.  B.  kommt  das  Hamilton  sehe  Dodekaederspiel  auf  die  Aufgabe 
hinaus,  sämtliche  Ecken  eines  Dodekaeders  nacheinander  in  ge- 
schlossenem Zuge  auf  Kanten  des  Dodekaeders  zu  erreichen,  ohne 
auch  nur  eine  Ecke  mehrfach  zu  passieren.  Eine  Lösung  der 
Aufgabe  ist  in  der  nebenstehenden  Fig.  2  durch  den  ausgezogenen 
Streckenzug  angedeutet. 

Für  den  allgemeinen  Fall  ist  jene  Frage  nicht  beantwortet 
(s.  die  Literatur:  EnsyM.  Anm.  32).  Weitere  Untersuchungen 
betreffen  die  speziellen  Komplexe,  für  die 
(i  '=•=  0  ist,  die  Bäume  (s.  Em.  S.  175 f.).  Man 
kann  an  solchen  Bäumen  ausgezeichnete  zen- 
trale Elemente  unterscheiden,  Punkte  oder 
Strecken.  So  z.  B.  findet  Jordan  (J.  f.  Math. 
70  (1869))  die  zentralen  Elemente  in  fol- 
gender Weise:  Man  entfernt  von  dem  Baume 
alle  Eandstrecken ,  durch  diesen  Prozeß  ent- 
steht wieder  ein  Baum,  man  entfernt  von  diesem  i'ig.  2. 
wieder  alle  Randstrecken  und  fährt  so  fort,  bis 
alle  übrigbleibenden  Strecken  von  einem  einzigen  Punkt  aus- 
gehen. Bleibt  so  bloß  eine  Strecke  übrig,  so  sind  diese  selbst  und 
das  Paar  ihrer  Endpunkte  ausgezeichnete  zentrale  Elemente;  bleiben 
mehrere  Strecken  übrig,  so  ist  der  allen  Strecken  gemeinsame 
Ausgangspunkt  das  zentrale  Element. 

Sehr  schöne  Untersuchungen  gibt  es  über  solche  spezielle  C^, 
bei  denen  von  jedem  Punkt  gleich  viele  Strecken  ausgehen;  man 
nennt  sie  Graphen  (z.  B.  ist  das  Kantensystem  eines  regulären 
Polyeders  ein  solcher  Komplex).  Wir  wollen  besonders  die  Unter- 
suchungen von  Petersen  (Acta  math.  15  (1891))  über  die  Zer- 
legbarkeit eines  Graphes  in  Graphen  erwähnen.  Mit  der  Graphen- 
theorie in  Verbindung  steht  das  bislang  noch  nicht  einwandfrei 
gelöste  Vierfarbenproblem:  Genügen  vier  Farben,  um  die  Gebiete 
einer  Landkarte  so  zu  färben,  daß  je  zwei  aneinander  (längs 
Linien)  grenzende  Gebiete  verschiedene  Farben  haben?  (s.  über 
die  umfangreiche  Literatur:  Enzyhl.  Anm.  60). 

7.  Flächenkomplexe.  Seien  J7^,  J7^  .  .  ,  J7"%  die  Kreise, 
die  die  a^  Flächenstücke  des  Flächenkomplexes  beranden,  und  seien 
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ferner  21j,  Tlf,  .  .  .,  JIJ'  beliebige  Kreise  des  Komplexes.  Besteht 
dann  die  Kongruenz 

1  1 

wo  Wj.  und  rif^  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  oder  null 
sind  und  die  m^  nicht  alle  gleich  null  sind,  dann  sagt  man  in 
zweckmäßiger  Erweiterung  der  anschaulichen  Bedeutung  des  Wortes 
„begrenzen":  Die  Kreise  27},  J7^  ...  il*  zusammen  begrenzen  m^, 
»Wg,  ...  resp.  m^  mal  genommen  auf  dem  Komplex.  Poincare, 
J.  e'c.  pol.  (2)  1  (1895),  schreibt 

^m^  ni  ~  0 

und  sagt,  die  Kreise  sind  zusammen  homolog  Null. 

Es  sei  nun  a^  die  Anzahl  der  Punkte 
eines  Komplexes  Cg,  «i  die  Anzahl  der 
Strecken,  cc^  die  Anzahl  seiner  Flächenstücke 
deren  Berandungskreise  voneinander  unab- 
hängig sind  (s.  Nr.  1  dieses  Abschnittes), 
endlich  P^  —  1  die  Maximalzahl  der  Kreise, 
die  zusammen  nicht  homolog  Null  sind.  Da 
dann  die  Gesamtzahl  der  voneinander  un- 
^^^'  ^'  abhängigen    Kreise    des    dem   Cj    zugrunde 

liegenden  Streckenkomplexes  gleich  a^  -j-  P^  —  1  ist,  so  er- 
halten wir  nach  der  Formel  für  Streckenkomplexe  sofort  die 
Beziehung 

^x  ~  cif^  +  1  =  a^  +  Pi  —  1 
oder 

«0  —  '^i  +  «2  =  1  —  (-Pi  —  !)■ 

Es  gibt  zwei  ganz  verschiedene  Arten  von  Flächen:  einseitige 
und  zweiseitige.  Betrachten  wir  die  Kugelfläche  oder  die  Ringfläche 
(s.  Fig.  3),  so  können  wir  zwei  Seiten  auf  ihnen  unterscheiden, 
eine  Innen-  und  eine  Außenseite.  Wir  können  etwa  davon  reden, 
ein  Lot  auf  der  Fläche  sei  nach  der  Innen-  oder  nach  der  Außenseite 
zu  gerichtet.  Zwei  Seiten  können  wir  desgleichen  unterscheiden 
bei  allen  berandeten  Teilen  der  Kugel-  oder  Ringfläche.  Das 
ist  aber  nicht  bei  allen  Flächen  der  Fall.  Das  erste  Beispiel 
einer  einseitigen  Fläche  hat  wohl  Möbius  (Werke  II,  519  (1858)) 
angegeben:  Man  kann  zwei  Elementarflächenstücke,  auf  deren 
Rändern  die  Punkte  AB  CD,  resp.  A'B'C'D'  in  der  angegebenen 
Reihenfolge  liegen,  auf  zwei  ganz  verschiedene  Weisen  zu  einem 
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D'C 


^Bande"  zusammensetzen:  entweder  so,  daß  A  mit  A\  B  mit  B\ 
C  mit  C  und  D  mit  D'  zusammenfällt  (Fig.  4),  oder  so  daß  Ä 
mit  Ä\  B  mit  B,,  B  mit  C  und  C  mit  D'  zusammenfällt  (Fig.  5). 
Das  erstemal  erhalten  wir  ein  gewöhnliches  Band,  das  in  seinen 
Zusammenhangsverhältnissen  übereinstimmt  mit  dem  von  zwei 
Kurven  berandeten  Teil  einer  Kugel.  Das  zweitemal  erhalten  wir 
ein  Band  mit  nur  einer  Eandkurve:  AD{=  G')B'(=  B)  C{=  B')A'. 
Bei  dem  ersten  Band  können  wir  zwei  Seiten  unterscheiden,  beim 
zweiten  nicht.    Das  zweite  Band  heißt  Möhiussches  Band. 

Geschlossene  einseitige  Flächen  im  dreidimensionalen  Räume 
gibt  es  im  gewöhnlichen  Verstände  nicht  Man  muß,  um  hier  die 
Darstellung  zu  ermöglichen,  Singularitäten  zulassen,  d.  i.  Elemente 
(Punkte,  Strecken),  die  in  der  Barstellung  zusammenfallen,  aber 
bei  dem  Studium  des  Zusammenhanges  als  verschieden  betrachtet 
werden,  wie  man  ja  auch  etwa  eine  ebene 
geschlossene  Kurve  mit  einem  Doppelpunkte 
(z.B.  eine Lemniskate) 
gewohnt  ist   als    eine 

geschlossene  Kurve 
mit  einem  singulären 
Punkt  und  nicht  als 
zwei  geschlossene  Kur- 
ven mit  einem  gemeinsamen  Punkt  anzusehen  (über  die  genauere 
Definition  der  Mannigfaltigkeiten  mit  Singularitäten  s.  Enzykl. 
S.  163  f.).  Auf  diese  Weise  erhält  man  in  der  Tat  Abbildungen 
jeder  beliebigen  Fläche  in  unserem  gewöhnlichen  Raum  und  im 
besondern  auch  der  geschlossenen  einseitigen  Fläche,  wie  sie 
Fig.  6  zeigt.  Wir  haben  hier  die  singulare 
Strecke  PQ.  Wir  erhalten  die  Fläche  einfach, 
indem  wir  das  Möbiussche  Band  durch  ein 
von  der  Randkurve  begrenztes  Flächenstück 
schließen. 

Es  ist  nun  von  großer  Wichtigkeit,  die  Ein- 
resp.  Zweiseitigkeit  einer  Fläche  ganz  unabhängig 
von  der  Vorstellung  der  Fläche  in  unserem  Raum 
zu  erklären.  Das  gelingt  einfach  in  folgender 
im  Grunde  auch  von  Möbius  herrührender  Weise:  Bei  einer  sivei- 
seitigen  Fläche  kann  man  jedem  ihrer  FlächcnstücJce  einen  solchen 
Umlaufssinn  geben,  daß  jede  Strecke,  an  der  zwei  Flächenstücke 
hängen,  von  jedem  derselben  verschiedenen  Burchlaufungssinn  be- 
kommt. Bei  einseitigen  Flächen  ist  eine  solche  Umlaufsbestimmung 
wimöglich.    Klein,  Math.  Ann.  7  (1871),  führt  eine  sich  auf  der 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


Fig.  (!. 
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Fläche  bewegende  unendlich  kleine  Kurve  mit  Umlaufssinn  (iw- 
dikatrix)  ein.  Wenn  man  die  Indikatrix  so  auf  der  Fläche  be- 
wegen kann,  daß  sie  an  die  Ausgangsstelle  mit  umgekehrtem  Um- 
laufssinn gelangt,  so  ist  die  Fläche  einseitig,  sonst  zweiseitig. 
Man  nennt  deswegen  auch  ein-  resp.  zweiseitige  Flächen  FläcJien 
mit  umkehrbarer  resp.  mit  nicht  umhehrharer  Indikatrix.  Poin- 
care  (1.  c.)  zeigt,  daß  bei  analytischer  Darstellung  im  gewöhn- 
lichen Eaum  durch  Betrachtung  der  Funktionaldeterminante  die 
gewünschte  Entscheidung  getroffen  werden  kann. 

Aus  der  Definition  der  Ein-  resp.  Zweiseitigkeit  folgen  nun 
leicht  die  Resultate:  Auf  einer  zweiseitigen  geschlossenen  Fläche 
besteht  die  Kongruenz 

wo  der  DurchJaufungssinn  der  27*  der  obigen  Umlaufsbestimmung 
entspricht.  Auf  einer  zweiseitigen  geschlossenen  Fläche  mit  a^ 
Flächenstücken  ist  also  die  Berandung  ii-gendeiner  von  ihnen 
von  der  Berandung  der  cc^  —  1  übrigen  abhängig.  Irgend  «g  ""  ^ 
Berandungen  aber  sind  voneinander  unabhängig.  Die  Flächen- 
stückberandungen  einer  einseitigen  Fläche  sind  stets  voneinander 
unabhängig.  Also  wird  in  der  Formel  des  vorigen  Abschnittes  «g 
in  dem  ersten  Falle  gleich  «2  —  ^i  i^  ^^^  zweiten  gleich  a^ ,  und 
wir  erhalten  die  Formeln: 

ccq  —  a^ -}-  a^  =  2  —  (P^  —  l)  für  zweiseitige  geschlossene  Flächen, 

ßjj  —  a^  -(-  ag  =  1  —  (Pj  —  1)  für  einseitige  geschlossene  Flächen. 

Für  alle  die  zweiseitigen  geschlossenen  Flächen,  die  durch 
jeden  Kreis  in  zwei  Teile  zerlegt  werden  (wie  das  z.  B.  bei  allen 
konvexen  Polyedern  der  Fall  ist),  ist,  wie  leicht  einzusehen,  Pj  —  1 
(die  Maximalanzahl  der  auf  der  Fläche  nicht  begrenzenden  Kreise) 
gleich  null  und  also 

«0  ~  "i  +  «2  =  ^5 

dies  ist  die  berühmte  Eulersche  Formel  für  „einfach  eusammm- 
hängende"  geschlossene  Flächen.  Auf  der  Ringfläche  kann  man 
bei  beliebiger  Überdeckung  leicht  zwei  Kurven  (s.  Fig.  3)  finden, 
die  zusammen  nicht  begrenzen,  und  einsehen,  daß  jede  weitere 
Kurve  mit  ihnen  zusammen  begrenzt.  Wir  erhalten  so  für  die 
Ringfläche  die  Formel 

«0  ~  <^i  +  "2  =  0  • 
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§  3.    Nexus. 
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8.  Das  Hauptproblem.  Das  Hauptproblem  des  Nexus  ist 
die  Aufstellung  der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  den  Homöomorphismus  (s.  §  2  11)  zweier  gegebener  Komplexe, 
und  zwar,  im  wichtigsten  und  vollkommen  erledigten  speziellen 
Fall,  für  den  Homöomorphismus  zweier  Flächen.  Die  Lösung 
dieses  Problems  hat  die  außerordentlich  einfache  Gestalt:  Zwei 
Flächen  sind  dann  und  nur  dann  homöomorph,  wenn 

1.  beide  gleich  viel  BandJcurven  haben, 

2.  beide  einseitig  oder  beide  zweiseitig  sind, 

3.  Uq  —  a^^  -\-  a^  =  ccq  —  f'i'  +  «2'  ^^^'  ^^  ^01  "11  ^2  ^'^^JP-  '^o? 
«i',  «2'  ^*^  Anzahl  der  Ecken  (PunJcte),  Kanten  (Strecken)  und 
Flächenstücke  der  ersten  resp.  zweiten  Fläche  bedeuten. 


Fig.  7. 

Daß  diese  Bedingungen  notwendig  sind,  ist  unschwer  zu  er- 
kennen. Denn  bei  einer  einzelnen  Zerlegung  (s.  §§  2  und  4)  wird  die 
Anzahl  der  Randkurven  nicht  geändert,  ebensowenig  werden  zwei- 
seitige Flächen  in  einseitige  Flächen  verwandelt  oder  umgekehrt, 
endlich  wird  die  Anzahl  der  Strecken  und  Punkte  je  um  1,  oder  die 
Anzahl  der  Strecken  und  Flächenstücke  je  um  1  vermehrt,  also  bleibt 
die  alternierende  Summe  of^  —  «1  "h  ^i  unverändert.  Daß  die  Be- 
dingungen auch  hinreichend  sind,  wird  durch  Konstruktion  von 
., Normal  formen"  für  die  Fläche  gezeigt.  Jede  zweiseitige  Fläche  mit 
r  Randkurven  (r  ]>  O)  kann  man  durch  Zerlegung  als  homöomorph 
nachweisen  mit  einer  Fläche,  die  aus  einem ElementarflächenstückZg 
besteht,  an  das  p  Doppelbänder  D^,  •  •  ■  ^2  ^^^  **  —  ^  einfache 
Bänder  B^',.  .  .  JB^~^  (s.  Fig.  7)  angeheftet  sind.  Man  kann  sich 
leicht  überzeugen,  daß  in  der  Tat  die  in  der  Figur  dargestellte 
Fläche  nur  r  (hier  zwei)  Randkurven  hat.  Eine  einseitige  Fläche 
mit  r  Randkurven  (r  >  0)  ist  homöomorph  mit  einem  Elementar- 
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flächenstück  Zg,  an  das  Je  „gedrehte"  Bänder  T\  .  .  .  T^  und 
r  —  1   ungedrehte  Bänder  angeheftet  sind  (s.  Fig.  8). 

Durch  direkte  Abzahlung  bei  den  Normalformen  folgt: 

«0  —  «1  +  «2  =  —  2i3  —  r  +  2, 

wenn  die  Fläche  zweiseitig  ist,  und 

«0  —  «1  +  «2  ==  —  *  —  ^  +  2, 

wenn  die  Fläche  einseitig  ist;  «^  —  «^  +  «g  heißt  auch  Charakte- 
ristik der  Fläche  Jfg  ^^^  wird  K{M,^  geschrieben  (Dyck,  Math. 
Ann.  32  (1888),  457).  Haben  also  zwei  zweiseitige  oder  zwei 
einseitige  Flächen  dasselbe  r  und  dieselbe  Charakteristik,  so  haben 
sie  auch  dasselbe  ^  oderÄ;  und  mithin  identische  Normalformen.  Sie 
sind  folglich,  wie  zu  beweisen  war,  homöoraorph.  Die  Normäl- 
form  für  geschlossene  Flächen  erhält  man  aus  der  für  berandete, 


l'ig.  9.  Fig.  10. 

indem  man  zu  der  Normalform  für  Flächen  mit  einer  Randkurve 
längs  dieser  ein  Flächenstück  hinzufügt.  Es  ergeben  sich  so  die 
Formeln : 

«0  —  '^i  +  «2  =  2  —2p 

für  zweiseitig  geschlossene  Flächen  und 

«0  —  <^i  +  «2  =  2  —  fc 

für  einseitig  geschlossene  Flächen.  Diese  Formeln  heißen  „er- 
weiterte  Euler  sehe  Formel".  Für  die  einfachsten  zweiseitigen 
Flächen,  die  mit  der  Kugelfiäche  homöomorph  sind,  ist  p  =  0; 
k  ist  immer  >  0.  Zweiseitige  Flächen  haben  immer  eine  gerade 
Charakteristik,  p  heißt  auch  das  Geschlecht  der  Fläche.  Eine 
übersichtliche  Darstellung  der  geschlossenen  Fläche  im  gewöhn- 
lichen Raum  liefert  die  Kugel  mit  p  „Henkeln"  (vgl.  Fig.  9)  für 
zweiseitige  Flächen  und  die  Kugel  mit  k  „Kreuzhauben"  (s.  Fig.  10) 
für  die  einseitigen  Flächen.  Die  Kreuzhaube  entsteht  aus  der  ein- 
seitigen geschlossenen  Fläche  (Fig.  6)  durch  „Lochung". 
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9.  Geometrische  Bedeutung  von  j?  und  Tc. 

a)  Auf  einer  zweiseitigen  Fläche  vom  Geschlecht  p  gibt  es 
(bei  geeigneter  Zerlegung)  p  und  nicht  mehr  geschlossene  Kurven 
ohne  gemeinsame  Punkte,  die  die  Fläche  zusammen  nicht  zerstückeln. 
Zerschneidet  man  die  geschlossene  zweiseitige  Fläche  durch  2p  sich 
paarweise  in  einem  Punkte  schneidende,  zusammen  nicht  zer- 
stückelnde Kurven,  so  geht  sie  in  ein  Elementarflächenstück  über. 
Man  nennt  solche  nicht  zerstückelnde  Kurven  häufig  schlechtweg 
Rückkehrschnitte  der  Fläche.  Durch  die  unmittelbar  anschauliche 
Bedeutung,  die  p,  das  Geschlecht,  als  Maximalanzahl  der  sich  nicht 
schneidenden  Rückkehi'schnitte  hat,  bekommt  die  Euler  sehe  Formel 
einen  größeren  Wert.  Bei  einseitigen  Flächen  gibt  es  k  und  nicht  mehr 
einander  nicht  schneidende  (die  Fläche  zusammen  nicht  zerstückelnde) 
Rückkehrschnitte.  Hier  muß  man  zwischen  zweiseitig  machenden  und 
einseitig  lassenden  Rückkehrschnitten  unterscheiden:  jede  einseitige 
Fläche  kann  durch  „Aufschneiden"  längs  eines  Rückkehrschnittes 
zu  einer  zweiseitigen  gemacht  werden  (s.  die  Kurve  in  Fig.  6). 
Femer  ist  zu  unterscheiden  zwischen  einrandigen  und  zweiran- 
digen  Rückkehrschnitten.  So  ist  z.  B.  die  Kurve  in  Fig.  6  ein- 
randig:  durchläuft  man  sie  einmal,  so  kommt  man  von  der  einen 
„Seite"  der  Linie  zur  andern.  Über  die  Anzahl  der  Rückkehr- 
schnitte und  Querschnitte  (Kurvenstücke,  die  von  Rand  zu  Rand 
laufen)  bei  ein-  und  zweiseitigen  Flächen  s.  Enzykl.  S.  200  ff. 
2p  resp.  k  ist  übrigens  die  im  vorigen  Abschnitt  eingeführte 
Maximalzahl  der  zusammen  nicht  begrenzenden  geschlossenen 
Kurven  Pj  —  1. 

b)  Für  geschlossene  Flächen,  die  im  gewöhnlichen  drei- 
dimensionalen Raum  liegen,  steht  p  resp.  k  in  einer  bemerkens- 
werten Beziehung  zu  der  Gauß sehen  Totalkrümmung  C  der 
Fläche     Es  ist  nämlich 

C  ==  —  4:7t(p  —  n  —  l), 
resp. 

0=  —  27t(k-  2n-  2), 

wo  n  die  Anzahl  der  ungeschlossenen  Doppellinien  bedeutet,  in 
denen  sich  die  Fläche  selbst  durchsetzt.  Hierbei  ist  für  die  An- 
wendung auf  Flächen  mit  Unstetigkeiten  (Kanten,  Ecken  usw.) 
der  Begriff  der  Totalkrümmung  zweckmäßig  erweitert  zu  denken, 
8.  Boy,  Math.  Ann.  57,  151  (1903).  Einen  analytischen  Aus- 
druck für  j3  im  Falle  singularitätenfreier  Flächen  (mit  der  Gleichung 
g){x,y,z)  =  0)  liefert  der  Satz  von  Dyck,  Math.  Ann.  32,  457 
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(1888),  daß  p  —  2  gleich  ist  der  mit  —  2  multiplizierten  Kro 
neck  er  sehen  Charakteristik  des  Funktionssystems: 


9^  =  0, 


dtp 

d  X 


«•    rv-^' 


d(p 


=  0. 


10.  Weitere  Normalformen. 

a)  Die  Möbiussche  Normal-  oder  Grundform  einer  Fläch 
erhält  man,  indem  man  sie  längs  j3,  resp.  k  sich  nicht  schneidende 
^Eückkehrschnitten  aufschneidet.  Dadurch  entsteht  eine  in  di 
Ebene  ausbreitbare  Fläche  mit  2  p  -\-  r  —  1 ,  resp.  h  -\-  r  — 
„Löchern"  und  einem  Außenrand.  Die  ursprüngliche  Fläch 
erhält   man    zurück ,   indem   man   bei    zweiseitigen   Flächen   2  j 


Mg.  11. 


Eandkurven  paarweise  und  in  bestimmtem  Durchlauf ungssini 
als  identisch  erklärt.  Bei  einseitigen  Flächen  sind  k  Rand 
kurven  dadurch  wegzuschaffen,  daß  man  die  Punkte  einer  Rand 
kurve  paarweise  als  identisch  erklärt,  die  sich  in  der  Weis 
entsprechen,  wie  beim  Kreise  die  zwei  Endpunkte  jedes  Durch 
messers. 

b)  Durch  Aufschneiden  längs  2  p  Rückkehrschnitten,  die  all 
durch  einen  Punkt  gehen  und  in  Paare  von  sich  schneidende'i 
Kurven  a^,  a^';  a^,  a^  .  .  .  a«,  a^  zerfallen,  wird  die  geschlossen^ 
zweiseitige  Fläche  übergeführt  in  ein  Polygon,  dessen  Rand 
strecken  einander  paarweise  zugeordnet  sind.  Poincare  nenn 
dies  Polygon  das  zur  Fläche  gehörige  Fuchs  sehe  Polygon 
Es  spielt  bei  funktionentheoretischen  Überlegungen  (z.  B.  be 
der  Theorie  der  automorphen  Funktionen)  eine  wichtige  Rolle 
Bezeichnet  man  mit  a^  und  ar^  usw.  die  Kurve  a,-  in  den  beide] 
verschiedenen  Riehtungen  durchlaufen,  so  erhält  man  das  in  de 
Fig.  12  angegebene  Polygon  für  die  „Doppelringfläche"  (Fig.  11) 
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wobei  die  Bezeichnung  den  im  Pfeilsinn  durchlaufenen  Seiten 
entspricht. 

Ähnlich  lassen  sich  auch  einseitige  Flächen  behandeln. 

§  4.    Connexus. 

11.  Einteilung.  Man  kann  verschiedene  Arten  unter- 
scheiden, wie  man  das  im  Gebilde  G  liegende  Gebilde  g  innerhalb 
von  6r  transformieren  kann. 

a)  Man  zerlege  g  in  Stücke  (Strecken,  Elementarflächenstücke) 
und  transformiere  jedes  einzelne  durch  stetige  Transformationen 
von  G,  so  daß  die  gemeinsamen  Elemente  zweier  Stücke  gleich 
transformiert  werden.  Entsteht  so  g'  aus  g,  so  wird  g'  aus  g 
durch  allgemeine  externe  Transformation  auf  G  entstanden,  sowie 
g  und  g'  als  homotop  auf  G  bezeichnet.  Die  verschiedenen  hierbei 
benutzten  stetigen  Transformationen  von  G  brauchen  durchaus 
nicht  einer  einzigen  stetigen  Transformation  anzugehören.  Z.  B. 
sind  je  zwei  geschlossene  (auch  etwa  verknotete)  Raumkurven 
im  Raum  miteinander  homotop.  Aber  es  gibt  keine  stetige  Trans- 
formation des  Gesamtraumes,  die  eine  verknotete  Kurve  in  eine 
unverknotete  überführt. 

Wir  werden  bei  der  Betrachtung  der  allgemeinen  externen 
Transformationen  auch  Singularitäten  der  Gebilde  zulassen:  hat 
z.  B.  eine  geschlossene  Kurve  im  gewöhnlichen  Sinne  einen  Doppel- 
punkt, so  werden  wir  den  beiden  Zweigen  gemeinsamen  Punkt 
nicht  als  „gemeinsam"  im  Sinne  der  obigen  Bedingung  auffassen, 
vielmehr  darf  er  bei  der  stetigen  Transformation  der  beiden  Zweige 
in  zwei  verschiedene  Punkte  übergehen.  Im  gewöhnlichen  Räume 
können  alle  zweiseitigen  Flächen  in  singularitätenfreie  Gebilde 
transformiert  werden.  Als  Fundamentalsatz  der  Homotopie  kann 
man  folgenden  (auf  beliebig  viele  Dimensionen  verallgemeinbaren) 
Satz  bezeichnen:  Zwei  beliehige  homöomorphe  (gleich  zusammen- 
setzbare) zweidimensionale  Komplexe  des  Raumes  können  im  Bamn 
stetig  ineinander  transformiert  werden  (s.  S.  177) 

b)  Die  zweite  Art  von  Transformationen  ist  viel  spezieller: 
jjr  möge  durch  eine  stetige  Transformation  des  ganzen  Gebildes  G 
[in  g'  übergehen.  Dann  sagt  man,  g  sei  in  g'  durch  eine  spezielle 
ixterne  Transformation  übergeführt,  und  g  und  g'  heißen  isotop 
)iuf  G. 

J  Durch  spezielle  Transformationen  kann  keine  Singularität 
l|rines  Gebildes  fortgeschafft  werden;  verknotete  und  unverknotete 
fEtaumkurven  sind  niemals  isotop  usw. 
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Wie  man  durch  nähere  Überlegung  erkennt,  kann  man  d 
allgemeinen  resp.  speziellen  externen  Transformationen  auch  a 
stetige  Transformationen  mit  gestatteter  Sclbstdurchdringung  res 
ohne  solche  bezeichnen. 

12.  Kurven  auf  Flächen.  Von  speziellen  üntersuchung( 
über  „Homotopie"  sind  bei  weitem  am  wichtigsten  die  über  d 
stetigen  Transformationen  auf  einer  Fläche.  Es  sei  die  Fläc] 
zweiseitig  und  geschlossen.  Wir  konstruieren,  wie  im  vorigen  A 
schnitt,  2p  durch  einen  Punkt  0  laufende,  paarweise  sich  sehnt 
dende  Kurven  a^^,  a^';  a^,  a^  ■ .  .a^  a  ',  längs  denen  aufgeschnitt< 
die  Fläche  in  ein  Elementarflächenstück  übergeht.  Hierbei  i 
wieder  jede  Kiirve  mit  einem  bestimmten  Durchlaufungsinn  b 
haftet  zu  denken.  Es  bezeichne  a~^  die  Kurve  a^  mit  entgege; 
gesetztem  Durchlaufungssinn: 

a)  Jede  Verbindung  der  Kurven  a^,  «^^;  a^,  a[~^,  a^  . 
stellt,  in  bestimmter  Reihenfolge  betrachtet,  eine  bestimmte  g 
schlossene,  durch  0  hindurchlaufende  Kurve  der  Fläche  dar,  d 
im  allgemeinen  Doppelpunkte  und  Doppelstrecken  besitzt. 

b)  Jede  durch  0  hindurchlaufende  Flächenkurve  läßt  si< 
stetig  auf  der  Fläche  mit  Festhaltung  des  Punktes  0  in  eine  d 
in  a)  betrachteten  Kurven  überführen. 

c)  Jede  Flächenkurve  läßt  sich  stetig  transformieren  in  eil 
der  unter  a)  betrachteten  Kurven. 

d)  Die  Kurve  a^a[a:[^a[~^a^  .  .  .  a'p~^  ist  auf  einen  Pun] 
zusammenziehbar:  sie  ist  die  Begrenzung  des  Polygons,  in  das  d 
Fläche  durch  die  2p  Schnitte  übergeht. 

e)  Die  Symbole  «j,  a.^,  .  .  .  a'  bestimmen  als  erzeugem 
Operationen  eine  diskontinuierliche  Gruppe  von  unendlich  viel< 
Substitutionen  mit  der  einzigen  Relation  a^a[a:^^ a[~^ . . .  ap~  ^  = 
Jedes  Element  dieser  Gruppe  stellt  eine  durch  0  laufende  Fläche] 
kurve  dar.  Man  nennt  die  Gruppe  die  Fundamentalgruppe  di 
Fläche  (Poincare). 

f)  Eine  Flädienkurve  ist  auf  einen  Punkt  zusammenziehha 
wenn  das  Element  der  Fundamentalgruppe,  das  eine  in  sie  stet 
transformierbare  Kurve  darstellt,  die  Identität  ist.  Zwei  Kurvt 
auf  der  Fläche  sind  ineinander  stetig  transformierbar,  wenn  d 
beiden  Elemente  der  Fundamentalgruppe  F  wnd  ^,  die  stetig  i 
die  beiden  Kurven  i/r  ans  formierbare  Kurven  darstellen,  in  einandt 
„transformierbar"  sind,  d.  i.  wenn 

ist,  wo  S  irgendein  Element  der  Gruppe  ist. 
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g)  Auf  der  Kugel  {p  ==  0)  sind  alle  Kurven  ineinander  stetig 
bransformierbar.  Im  Falle  ^  =  1  ergibt  sich,  daß  die  Gruppe 
eine  Abel  sehe  ist,  d.  i.  daß  alle  Elemente,  die  aus  denselben 
Elementen  in  irgendwelcher  Reihenfolge  zusammengesetzt  sind, 
identisch  sind.  Daraus  folgt,  daß  alle  Kurven  stetig  transformier- 
bar sind  in  solche  von  der  Form  a"«^"*,  wo  n  und  m  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen  oder  null  sind. 

h)  Im  Falle  i?  ]>  1  stellt  man  die  Fundamentalgruppe  dar 
durch  ein  reguläres  Netz  von  4^-seitigen  Polygonen  in  der  hyper- 
bolischen Ebene.  Jeder  Flächenkurve  entspricht  dann  eine  Be- 
wegung der  Ebene,  bei  der  das  Netz  in  sich  übergeht,  einer  auf 
ßinen  Punkt  zusammenziehbaren  Kurve  als  ausgeartete  Bewegung 
die  Identität;  zwei  ineinander  trausformierbaren  (homotopen) 
Kurven  entsprechen  zwei  kongruente  Bewegungen,  d.  h.  solche, 
die  durch  eine  weitere  Bewegung  ineinander  transformiert  werden 
können.  Diese  Darstellung  liefert  so  das  Mittel,  um  mit  Hilfe 
der  nichteuklidischen  Geometrie  in  einer  endlichen  Anzahl  von 
Schritten  zu  entscheiden,  ob  zwei  Flächenkurven  homotop  sind. 

i)  Durch  dieselbe  Darstellung  kann  man  auch  die  durch 
keine  stetige  Transformation  zu  vei*mindernde  Anzahl  der  Doppel- 
punkte einer  gegebenen  Kurve  ermitteln.  Dies  Problem  ist  für 
mancherlei  weitergehende  Fragen  von  Bedeutung.  (Vgl.  Poincare, 
Fal  Rend.  18  (1904),  p.  32.) 

§  5.    Isotopie. 

13.  Knoten  und  Ketten. 

a)  Die  Theorie  der  Knoten  stellt  ein  wichtiges,  bisher  noch 
jyenig  durchgearbeitetes  Gebiet  dar.  Unter  einen  „Knoten"  versteht 
nan  jede  beliebige  geschlossene  Eaum- 
curve.  Diese  wird  im  allgemeinen  nicht 
lie  Begrenzung  eines  singularitätenfreien 
ilächenstücks  des  Raumes  bilden,  sie 
Tird  „verknotet"  sein.  Die  einfachste  ver- 
knotete Raumkurve  ist  die  „Kleeblatt- 
chlinge"  (Fig.  13).  Man  stellt  den  Knoten 
lar  durch  seine  „ebene"  Projektion, 
>ei  der  an  den  „Überkreuzungsstellen" 
ingegeben  werden  muß,  welcher  Zweig 

:ber  den  andern  weggeht  (das  ist  in  der  Figur  durch  die  Zeich- 
ung  der  Kurve  als  Band  angedeutet).  Durchläuft  man  die  Pro- 
sktion  eines  Knotens  und  muß  bei  den  Überkreuzungsstellen  ab- 
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wecliselnd  unter  und  über  den  andern  Zweig  weggehen,  so  heiß 
der  Knoten  (d.  h.  eigentlich  bloß  die  Projektion)  alternierend.  Zuers 
Listing  (s.  §  l),  sodann  Tait  und  weiter  eine  große  Anzahl  voi 
englischen  Mathematikern  („die  englische  Schule")  haben  sich  mi 
Knoten,  besonders  mit  alternierenden,  beschäftigt  und  eine  Eeihi 
von  Einzelresultaten  sowie  eine  große  Materialsammlung  ge 
schaffen.  Die  speziellen  Gruppen  von  Knoten,  die  als  Randkurvei 
eines  einseitigen,  beliebig  verschlungenen  und  tordierten  singulari 
tätenfreien  Bandes  entstehen,  sind  von  Mob  ins  (s.  §  1)  un( 
Simony  (u.  a.  Wiener  Bcr.  1880 — 1887)  studiert.  Zu  eine: 
systematischen  Einteilung  der  Knoten  bedarf  man  der  Lösung 
der  Frage:  „wann  sind  zwei  Knoten  isotop,  d.  i,  ohne  Selbst 
durchdringung  ineinander  überführbar,  oder,  im  Sinne  dieses  Ab 
Schnittes,  miteinander  äquivalent?"  Dies( 
Frage  ist  bisher  auch  in  den  allereinfachstei 
Fällen  nicht  gelöst. 

b)  Verkettung.  Als  unverkettet  be 
zeichnet  man,  dem  anschavilichen  Begrif 
eine  präzise  Form  gebend,  ßaumkurven 
die  jede  für  sich  in  ein  Elementarraum 
stück  eingeschlossen  werden  können,  dai 
i'ig.  14.  keinen  Punkt  mit  einer  der  anderen  Kurvei 

gemeinsam  hat.  Diese  Forderung  ist  gleich 
bedeutend  mit  der,  daß  jede  der  Kurven  ein  Elementarflächen 
stück  (mit  oder  ohne  Singularitäten)  begrenzt,  das  keinen  Punk 
mit  den  andern  Kurven  gemeinsam  hat.  Gauß  {Werlce  V,  605 
hat  eine  Invariante  von  zwei  Kurven  gegenüber  stetigen  Raiun 
transformationen  aufgestellt,  nämlich: 

x){(lydz'—dzdy')  +  {y  —y){dzdx'—dxdz')  +  {z'—z){dxdy'—c 


-u- 


[{x'  -  xy  +  {y'  -yf  +  {z'  -  zYY 

Hierbei  bedeuten  x,  y,  z,  resp.  x\  y ,  z  die  Koordinaten  der  beider 
Raumkurven,  und  das  Integral  ist  zu  erstrecken  über  die  Mannig 
faltigkeit  { P,  P' } ,  wo  P  resp.  P'  einen  beliebigen  Punkt  der  erster 
resp.  zweiten  Kurve  bedeutet.  V  ist  gleich  einem  Vielfachen  vor 
47t.  Es  gibt  aber  unendlich  viele  verschiedene  Arten  der  Ver- 
kettung für  jeden  Wert  von  T,  speziell  auch  wenn  F  =  0  isl 
(s.  die  diesen  Fall  illustrierende  Fig.  14). 

Spezielle  Arten  von  verketteten  Kurven  bilden  die  Paare  dei 
beiden  Randkurven  eines  beliebig  verschlungenen  und  tordierten 
singularitätenfreien  zweiseitigen  Bandes.  Sie  sind  ebenfalls  von 
Möbius  und  Simony  a.  a.  0.  studiert  worden. 
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14.  Mannigfaltigkeiten  mit  Singularitäten.  Gauß 
hat  ebene  Kurven  mit  Doppelpunkten  betrachtet,  in  denen  sich  die 
zwei  Zweige  wirklich  schneiden  (also  ohne  „Selbstberührungs- 
punkte") und  alle  die  möglichen  Typen  bis  zu  Kurven  mit  fünf 
Doppelpunkten  aufgestellt.  Sind  a,  &,  c,  .  .  .  die  Doppelpunkte,  so 
wird  die  Kurve  dargestellt  durch  eine  Aufeinanderfolge  dieser 
Buchstaben,  wobei  jeder  Buchstabe  zweimal  vorkommt  und  die 
Bachstaben  so  aufeinander  folgen  wie  die  Doppelpunkte  auf  der 
Kurve.  So  ist  z.  B.  (s.  Fig.  15)  ahccdahd  ein  möglicher  Typus, 
ahacbc  ein  unmöglicher. 

Allgemeine  Betrachtungen  über  Flächensingularitäten  hat  Boy, 
Math.  Ann.  57  (1903),  151  angestellt:  Alle  zweiseitigen  Flächen 
haben  singularitätenfreie  Repräsentanten  im  gewöhnlichen  Räume, 
ebenso  alle  ungeschlossenen  einseitigen.  Dagegen  haben  die  ge- 
schlossenen einseitigen  Flächen  stets  Singulari- 
täten, und  Boy  hat  bewiesen,  daß  es  zu  jeder 
solchen  Fläche  homöomorphe  Repräsentanten 
^bt,  die  als  Singularitäten  bloß  eine  geschlos- 
sene Doppellinie  mit  einem  singulären  Punkt 
besitzen. 

Von  besonderer  Bedeutung  sind  diejenigen 
singulären  geschlossenen  zweiseitigen  Flächen,  die 
nan  &[s  Riemannsche Flächen  hezeiichnet.  Sie  ent- 
stammen funktionentheoretischen  Vorstellungen, 
jind  aber  leicht  topologisch  zu  definieren  (Hurwitz,  Math.  Ann. 
JS>,  55). 

Hur  witz  hat  die  Anzahl  aller  möglichen  Tjrpen  von  Rieman  n- 
ichen  Flächen,  die  bloß  einfache  „Verzweigungspunkte"  haben, 
jestimmt.  Lüroth,  Math.  Ann.  4,  181  (1872)  hat  die  „Trans- 
formationen" von  Rie mann  sehen  Flächen  untersucht.  Diese  sind 
stetige  Transformation  der  Flächen,  aber  gehören  natürlich  nicht 
ils  Ganzes  zu  stetigen  Transformationen  des  Raumes.  Denn  sonst 
s^rürden  ja  alle  Singularitäten  erhalten  bleiben.  Sie  werden  in 
hren  besonderen  Eigenschaften  durch  funktionentheoretische  Be- 
?rifiFe  geliefert  (ihre  topologische  Definitionen  s.  Enzyld.  S.  219). 
Durch  diese  Transformationen  lassen  sich  die  Riemannschen 
^'lachen  in  „kanonische  Formen"  überführen. 

Die  Beziehung  zwischen  den  verschiedenen  charakteristischen 
anzahlen  der  Gebilde  der  Riemannschen  Fläche:  der  Anzahl  und 
Multiplizität"  der  Verzweigungspunkte,  der  Anzahl  n  der  Blätter, 
ind  dem  Geschlecht  p  der  Fläche  ist  von  Riemann  aufgestellt 
nd  ergibt  sich  leicht   aus    dem   verallgemeinerten  Eul ersehen 
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Polyedersatz.  Es  bedeutet  Multiplizität  eines  Verzweigungspunktes 
die  Anzahl  der  an  ihm  in  einem  Zyklus  aneinander  hängenden 
Blätter,  vermindert  um  1.    Es  ist: 

wo  die  Summe  auf  der  linken  Seite  über  die  Multiplizitäten  aller 
Verzweigungspunkte  auszudehnen  ist. 


§  6.    Mehrdimensionale  Mannigfaltigkeiten. 

15.  Die  Erweiterung  der  Topologie  auf  mehr  als  zwei  oder 
drei  Dimensionen  hat  eine  ganz  besondere  Bedeutung:  einmal  er- 
hält man  ganz  neue  Arten  von  Beziehungen,  die  oft  schwierig  zu 
entdecken  sind  und  mit  Untersuchungen  auf  dem  Gebiet  der 
höheren  Arithmetik  (z.  B.  der  Theorie  der  unendlichen  Gruppen) 
zusammenhängen.  Andererseits  führt  die  Theorie  der  Funktionen 
von  zwei  komplexen  Variabein  dazu,  Mannigfaltigkeiten  von 
mindestens  vier  Dimensionen  zu  betrachten. 

Die  Definition  (s.  Enzykl.  S.  161ff.)  der  mehrdimensionalen 
Komplexe  und  Mannigfaltigkeiten  bietet  keine  Schwierigkeit  und 
ist  analog  der  Definition  der  zweidimensionalen  Komplexe  und 
Mannigfaltigkeiten.  Aus  der  Definition  folgt  einfach  der  Satz, 
daß  für  jede  geschlossene  Mannigfaltigkeit  mit  einer  geraden 
Zahl  2n  von  Dimensionen 

«0  ~  «1  +  «^2  •  •  •  ~  *^2n  =  0 

ist,  wo  a^  die  Anzahl  der  die  Mannigfaltigkeit  bildenden  Elementar- 
mannigfaltigkeiten von  i  Dimensionen  bedeutet.  Poincare,  J.  e'c 
polyt.  (2)  1  (1895),  hat  die  Zahl  Pi  —  1,  die  Maximalzahl  dei 
auf  einem  zweidimensionalen  Komplex  zusammen  nicht-begrenzen 
den  geschlossenen  Kurven,  verallgemeinert,  und  zwar  durch  Er- 
weiterung des  Begriffes  Kongruenz.  (Das  hatte  auch  schor 
Betti,  Ann.  di  math.  (2)  4  (1871)  140,  getan,  aber  ohne,  was  not 
wendig  ist,  zu  berücksichtigen,  daß  Mannigfaltigkeiten  vorkommer 
können,  die  erst  mehrfach  genommen  begrenzen.)  Es  sei  alsc 
P.  —  1  die  Maximalzahl  der  zweiseitigen  geschlossenen  i-dimensio 
nalen  Mannigfaltigkeiten,  die  auf  dem  j-dimensionalen  Komplex 
der  einem  w-dimensionalen  Komplex  C  zugrunde  liegt,  zusamraer 
nicht  begrenzen.  Die  Zahlen  P^  nennt  Poincare  Bettiscb 
Zahlen,  sie  heißen  auch  Zusammenhangszaldcn.  Dann  ist  füi 
jeden  n-dimensionalen  Komplex  C„: 


r 
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^(-  ly«,  +  (-  ly-a,  =  1  +  ^(-  mp,.  -  1) . 

0  1 

Dabei  bedeutet  «„  die  Anzahl  derjenigen  Elementarmannigfaltig- 
keiten >^*^'  Dimension  des  (7^,  deren  Beran düngen  voneinander 
linear  unabhängig  sind.    Daraus  folgt  dann  ohne  weiteres: 

i'(-  ly«,  =  1  +  (- 1)«  +  ^(-  iy(p,  - 1) 

0  1 

für  zweiseitige  geschlossene  Mannigfaltigkeiten  und 

0  1 

fiir  einseitige  geschlossene  Mannigfaltigkeiten.  Das  sind  die 
Eulerschen  Formeln  für  n  Dimensionen.  Es  besteht  ferner  der 
wichtige  Satz,  daß  für  eine  geschlossene  zweiseitige  Mannig- 
faltigkeit 

-P.  =  -Pn      .• 

ist.  Dieser  Satz  wurde  zuerst  von  Betti  aufgestellt  und  von 
Poincare,  Pal.  Rend.  13,  285  (1899),  bewiesen  durch  die  Be- 
trachtung der  zu  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  M^  reziproken 
Mannigfaltigkeit  Mn-  Diese  entsteht  aus  M^  durch  eine  andere 
Überdeckung  von  der  Art,  daß  «/  ==  a„_^  wird. 

Es  kann,  wie  schon  oben  bemerkt,  eine  Mannigfaltigkeit  M^ 
auf  M^  begrenzen,  aber  erst  mehrfach,  etwa  mindestens  v-fach 
genommen.  Dann  sagt  man  nach  Poincare,  M^^  hat  eine  i-di- 
mensionale  Torsionszalü  r^  von  der  Größe  v.  Z.  B.  ist  in  diesem 
Sinne  jede  einseitige  geschlossene  Fläche  eine  Mannigfaltigkeit 
mit  dem  Torsionskoeffizienten  Tj  =  2.  Denn  auf  jeder  solchen 
Fläche  gibt  es  Kurven,  die  erst  zweimal  genommen  begrenzen, 
und  zwar  die  ganze  Fläche  (nämlich  die  zweiseitig  machenden 
Rückkehrschnitte,  s.  S.  185).  Für  zweiseitige  M^^  sind  jedoch  die 
(n —  l)-dimensionalen  Torsionskoeffizienten  gleich  1,  und  es  ist 
ferner  T^  =  l^-i-ii  ^-  i-  jedem  t-dimensionalen  Torsionskoeffi- 
denten  entspricht  ein  gleich  großer  (n — 1 — i)-dimensionaler. 

Die  Bettischen  Zählen  sowohl  wie  die  Torsionszahlen  sind 
%r  jede  Mannigfaltigkeit  zu  bestimmen  als  charakieristische  Zahlen 
Gewisser  Systeme  linearer  Formen,  die  der  Zusammensetzung  der 
M^annig faltigkeit  entsprechen. 

Diese  Resultate  finden  sich  in  den  Po  ine  areschen  Arbeiten. 

Pascal,  Repertorium.  II.  2.  Aufl.  13 
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Zwei  homöomorplie  Mannigfaltigkeiten  haben  identische 
Systeme  von  Bettischen  Zahlen  und  Torsionszahlen.  Aber  aus 
dieser  Übereinstimmung  folgt  noch  nicht  die  Homöomorphie  der 
Mannigfaltigkeiten.  Z.  B.  sind  nicht  alle  dreidimensionalen  ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeiten,  deren  Bettische  Zahlen  und  Tor- 
sionszahlen gleich  1  sind,  miteinander  homöomorph.  (Vgl.  Poin- 
care,  Pal.  Bend.  18,  45  (1904),  ferner  Math.Ver.  17,  573  (1907).) 
Das  Problem  der  Homöomorphie  mehrdimensionaler  Mannigfaltig- 
keiten ist  bisher  auch  in  den  einfachsten  Fällen  nicht  gelöst. 

Weitere  diesbezügliche  Untersuchungen  findet  man  vor  allem 
bei  Heegaard,  Diss.,  Kopenhagen  1898,  sodann  bei  Wernicke, 
Diss.,  Göttingen  1904,  Tietze,  Mon.  f.  Math.  u.  Biys.  19, 1  (1908), 
Steinitz,  Berl.  Math.  Ges.  7,  3  (1907). 
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Kapitel  X. 

Elementare  Erzeugungsweisen  und  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte. 

Von  F.  Dingeldey  in  Darmstadt. 

§  1.    Die  Kegelschnitte  im  griechischen  Altertum. 

Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  hat  ihren  Ursprung  bei 
den  Mathematikern  des  griechischen  Altertums.  Gewöhnlich  wird 
Menächmus  (um  350  v.  Chr.),  ein  Schüler  Piatons,  als  Ent- 
decker der  Kegelschnitte  bezeichnet,  doch  dürfte  die  Richtigkeit 
dieser  Angabe  kaum  mehr  zu  entscheiden  sein.  Tatsache  ist,  daß 
er  die  Kurven,  die  man  später  als  Parabel  und  Hyperbel  be- 
zeichnete, bei  der  Lösung  der  Aufgabe,  einen  Würfel  zu  kon- 
struieren, der  doppelt  so  groß  wie  ein  gegebener  Würfel  ist,  be- 
nutzte; auch  findet  sich  bei  Eratosthenes  (276  oder  275  bis 
194  V.  Chr.)  für  die  drei  eigentlichen  Kegelschnitte  der  Name 
„Triade  des  Menächmus". 

Ob  Menächmus  wußte,  daß  diese  Kurven  als  Schnitte  eines 
Kegels  mit  einer  Ebene  erzeugt  werden  können,  ist  sehr  fraglich. 
Sicher  ist,  daß  Aristaeus  (um  320  v.  Chr.)  und  die  Mathematiker 
des  dritten  Jahrhunderts  v.  Chr.  solche  Schnitte  betrachteten,  und 
zwar  wurde  ursprünglich  die  Schnittebene  rechtwinklig  zu  einer 
Mantel-  oder  Seitenlinie  eines  geraden  Kreiskegels  gelegt.  Je 
nachdem  der  Winkel  zwischen  Achse  und  Seitenlinie  kleiner, 
gleich  oder  größer  als  ein  halber  Rechter  war,  unterschied  man 
Schnitte  des  spitzwinkligen,  rechtwinkligen  oder  stumpfwinkligen 
Kegels  oder,  wie  man  später  sagte,  Ellipsen,  Parabeln  oder  Hy- 
perbeln. Euklid  (etwa  315  —  255  v.  Chr.)  und  Archimedes 
(287 — 212  V.  Chr.)  kannten  auch  die  Erzeugung  einer  Ellipse 
durch  Schnitte,  die  nicht  rechtwinklig  zu  einer  Seitenlinie  er- 
folgen, aber  erst  Apollonius  (um  225  v.  Chr.)  hat  beliebige 
Schnitte   schiefer  Kegel  von  kreisförmiger  Basis  zum  Ausgangs- 
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punkt  geometrischer  üntersuchimgen  genommen.  Ihm  waren  auch 
die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  bekannt,  die  heute  durch  ihre 
„Scheitelgleichungen"  ausgedrückt  werden  und  Anlaß  zur  Wahl 
der  Namen  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  gaben. 

Literatur:  Bretschneider,  Die  Geometrie  und  die  Geometer 
vor  Euküdes,  Leipzig  1870;  Zeuthen,  Die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum,  deutsche  Ausgabe  von  Fischer-Benzon, 
Kopenhagen  1886;Tropfke,  Geschichte derElementar-Mathematik, 
2.  Bd.,  Leipzig  1903;  Cantor,  G.  d.  M.  l}) 


§  2.    Schnitt  von  £egel  und  Ebene,  Scheitelgleicliung. 

Man  kann  durch  die  Spitze  eines  Kegels  drei  Arten  von  Ebenen 
legen:  solche  Ebenen,  die  den  Kegel  nur  in  der  Spitze  treffen, 
oder  solche,  die  ihn  längs  einer  Seitenlinie  berühren,  oder  solche, 
die  ihn  in  zwei  verschiedenen  Seitenlinien  schneiden.    Irgendeine 

Parallelebene  zu  einer  dieser 
drei  Arten  von  Ebenen  schnei- 
det den  Kegel,  dessen  Seiten- 
linien über  die  Spitze  hinaus 
verlängert  gedacht  werden 
(Doppelkegel),  bzw.  in  einer 
Ellipse,  Parabel,  Hyperbel. 
Es  möge  dies  beim  geraden 
Kreiskegel  für  den  Fall  der  El- 
lipse näher  erläutert  werden. 
Eine  durch  die  Kegel- 
achse gelegte  Ebene  8  be- 
stimmt durch  ihren  Schnitt 
mit  dem  Kegel  und  dessen  Ba- 
sis ein  Dreieck  SKL  (Fig.  l). 
Die  Art  der  Schnittkurve 
des  Kegels  mit  einer  recht- 
winklig zu  S  gelegten  Ebene  e  ist  durch  den  Winkel  zwischen  e 
und  einem  Schenkel  des  Dreiecks  bedingt.  Die  Ebene  e  möge  zu 
der  ersten  der  vorerwähnten  drei  Arten  gehören,  so  daß  sie  SK 
und  SL  im  Endlichen  trifft  und  die  Schnittkurve  ganz  auf  dem 
einen  Mantel  des  Doppelkegels  liegt.  Ist  nun  MPN  der  durch 
einen  Punkt  P  dieser  Kurve  gelegte  Kreis  des  Kegels  und  B  der 


1)  Ein  Verzeichnis  abkürzender  Bezeichnungen,  von  denen  im 
folgenden  bei  mehrfach  zitierten  Werken  Gebrauch  gemacht  wurde, 
befindet  sich  am  Schlüsse  von  Kap.  XII. 
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Fußpunkt  des  von  P  auf  den  Kreisdurchmesser  gefällten  Lotes, 
SO  ist  RP^  =  MB  •  BN,  analog  B'P'^  =  KB'  •  B'L  und  ^Tp>-j 

_  MB    BN  _  BÄ'ÄB  BP^      _      B'P'^ 

~  KB'  '  WL  ~~  B'Ä  ■  AB' '  ^^^^^  ABBÄ~  AB'B'Ä  '  ^^^° 
konstant  und  zwar  positiv,  etwa  gleich  v?.  Denken  wir  uns  in 
der  Ebene  £  ein  Koordinatensystem  mit  AA'  als  positiver  aj- Achse, 
einer  durch  A  rechtwinklig  zu  AA'  gezogenen  Geraden  als  y- 
Achse,  so  ist  AB  =  x,  BP  =  y  und  y^  :  x  =  K^(2a  —  x),  wobei 
2a  =  AA',  und  wenn  man  «^  •  AA'  =  p  setzt,  wird 

(1)  ^/'-i'^-l^ 

die  Gleichung  der  Schnittkurve,  einer  Ellipse. 

Schneidet  die  Ebene  s  beide  Mäntel  des  Kegels,  so  besteht 
die  Schnittkurve  aus  zwei  sich  ins  Unendliche  erstreckenden 
Zweigen,  sie  ist  eine  Hyperbel  und  hat  die  Gleichung 

(2)  y'-P^-h^-' 

Ist  die  Ebene  e  zu  einer  der  Seiten  SK  oder  SL  des  Dreiecks 
SKL,  d.  h.  einer  Tangentialebene  des  Kegels  parallel,  so  erhält  man 
als  Schnittkurve  eine  Parabel,  ihre  Gleichung  wird  von  der  Form 

(3)  y^==px. 

Je  nachdem  der  Fall  der  Ellipse  oder  Hyperbel  vorliegt, 
müßte,  wie  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  zeigen,  ein  mit  dem 
Quadrat  y^  inhaltsgleiches  Rechteck,  dessen  eine  Seite  gleich  x  ist, 
zur  anstoßenden  Seite  eine  Strecke  haben,  die  kleiner  bzw.  größer 
als  p  ist.  Beim  messenden  Vergleichen  mit  jp  würde  im  Fall  der 
Ellipse  diese  zweite  Seite  kleiner  als  p  sein,  es  würde  ihr  im  Ver- 
gleich zu  p  gewissermaßen  ein  Stück  fehlen,  während  bei  der 
Hyperbel  die  zweite  Seite  über  p  hinausreichen  würde.  Im  Fall 
der  Parabel  würde  die  zweite  Seite  des  entsprechenden  Rechtecks 
gleich  p  sein,  das  Rechteck  genau  an  p  anliegen.  Nach  den 
griechischen  Worten  ilXeiTteiv  fehlen,  vTiEQßdXXstv  darüber  hinaus- 
reichen, TtaQctßdkXsiv  anlegen  haben  die  drei  Kegelschnitte  ihre 
Namen  erhalten.  Die  Größe  p  wird  als  Parameter  der  Kegel- 
schnitte bezeichnet. 

Bei  Apollonius  (Buch  1,  §  11 — 14)  finden  sich  Sätze  und 
Formeln,  die  dasselbe  aussagen  wie  vorstehende  drei  „Scheitel- 
gleichungen" (zu  diesem  Namen  vgl.  S.  201),  wenn  auch  der  Ko- 
ordinatenbegrifF  noch  fehlt.     Die  Gleichungen  (l)  bis  (3)  zeigen 
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überdies,  daß  diese  Kurven  zur  aj- Achse  symmetrisch  sind  und  im 
Fall  der  Ellipse  und  Hyperbel  von  dieser  Geraden  in  zwei  im 
Endlichen  gelegenen  Punkten  getroffen  werden.  Wird  auf  Grund 
der  Substitutionen  y  =  Y  und  x  =  X-{-  a  bzw.  x=X  —  a  durch 
Parallelverschiebung  der  2/ -Achse  der  Koordinatenanfang  in  die 
Mitte  zwischen  beide  Punkte  verlegt,  so  gehen  die  Gleichungen 
der  Ellipse  bzw.  Hyperbel  über  in: 

Y^  =  _  f  X^  +  "^  bzw.  r^  =  fx'  -  f , 

2a  2  2a  2  ' 


p         6* 
und  diese  Gleichungen  nehmen  bei  Einführung  von  ^  =  —  die 


a 
einfache  Form  an: 

(4)  ^  +  "6^  =  1  ^^.^-  1^  -  -F=  1- 


§  3.    Eonstante  Summe  oder  Differenz  der  Abstände  von 
zwei  festen  Punkten. 

Zu  Ellipse  und  Hyperbel  gelangt  man  auch  bei  Beantwortung 
der  Frage  nach  dem  geometrischen  Ort  aller  Punkte  P,  für  die 
entweder  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Abstände  PJ\  ==  r^ 
und  Pi^2  —  ^2  ^^^  T.yvQi  festen  Punkten  l^j ,  .Fg ,  den  sogenannten 
Brennpunkten,,  konstant,  etwa  gleich  2a  ist  (ApoUonius, 
Buch  3,  §  52  und  51).  Im  erstgenannten  Falle  wird  r^  +  rg  =  2a, 
im  Falle  der  konstanten  Differenz  entweder  r^  —  rg  =  2  a  oder 
i\  —  r^  =  2a.  Wählt  man  die  Linie  F^F^  als  a;- Achse,  die  Mitte 
0  der  Strecke  F^F^  als  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Ko- 
ordinatensystems und  ist  F^F2  =  2c,  so  folgt  gemeinsam  für  alle 
diese  Fälle 

(a^  -  c^)x^  -f-  a^y^  -  a\a^  -c^)  =  0. 

Ihre  Trennung  ergibt  sich,  wenn  man  beachtet,  daß  bei  kon- 
stanter Summe  r^  +  rg  =  2a  notwendig  2a'^  2c  sein  muß,  da 
in  jedem  Dreieck  die  Summe  zweier  Seiten  größer  als  die  dritte 
Seite  ist;  bei  konstanter  Differenz  muß  hingegen  2a  <C  2c  sein 
Setzt  man  im  ersten  Falle  a^  —  c^  =  &^,  im  zweiten  c^  —  a^  =  6^, 
so  erhält  man  wieder  die  zwei  Gleichungen 

(5)  ^+1^=1     ""^    a^-h-^- 


§  4.    Gestalt  der  Ellipse. 
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Beide  Kurven  (5)  sind  zu  den  Koordinatenachsen  symme- 
trisch.   Die  Ellipse 

(6) 


„8  -r  js  —  A 


verläuft  überdies  vollständig  innerhalb  des  durch  die  Geraden 
a:  =  +  a  und  ^  ==  ±  &  gebildeten  Rechtecks,  von  dessen  Seiten 
sie  berührt  vpird.  Jede  durch  den  Koordinatenanfang  0  gelegte 
Sehne  der  Kurve  wird  als  Durchmesser  bezeichnet;  insbesondere 
heißen  die  auf  den  Koordinatenachsen  liegenden  Durchmesser  Ä^  A^ 
und  B^  i?2  von  den  Längen  2  a  und  2  &  Achsen  der  Ellipse,  und  zwar 
unterscheidet  man  die 
^roySe  Achse  (Hauptachse), 
auf  der  die  Brennpunkte 
J\,  F^  liegen,  und  die  dazu 
senkrechte  Meine  Achse 
(Nebenachse).  (Fig.  2.) 
Der  gemeinsame  Punkt  0 
sämtlicher  Durchmesser 
ist  der  Mittelpunkt  der 
Kurve.  Die  Endpunkte 
der  Achsen  nennt  man 
Scheitel.  Nun  ist  auch  er- 
sichtlich, warum  die  Glei- 
chungen (l)  bis  (3)  oben 
als  SchcifclgleichuMgen  be- 
zeichnet wurden:  in  die  x- 
Achse  fällt  die  eine  Achse 
der  Kurve,  die  ?/- Achse  ist 

bei  (1)  bis  (3)  Tangente  in  dem  im  Koordinatenanfang  gelegenen 
Scheitel.  Der  Abstand  c  eines  der  beiden  Brennpunkte  vom  Mittel- 
,punkt  ist  die  lineare,  das  Verhältnis  c :  a  =  A  die  numerische  Exzen- 
\trizUät.  Die  Konstruktion  der  halben  kleinen  Achse  &,  wenn  die  große 
Achse  und  die  Brennpunkte  gegeben  sind,  ist  aus  der  Gleichung 
;«*  —  c^  =  h^  sofort  ersichtlich,  ebenso  die  Konstruktion  der  Brenn- 
ipunkte,  wenn  die  beiden  Achsen  gegeben  sind. 
[  Für  die  Längen  der  Geraden  PF^  =  r^  und  PF^  =  r^,  der 
isogenannten  Brennstrahlen,  findet  man  leicht  r^  =  a  -\-  Xx,  r^  = 
ja  —  kx,  wenn  x  die  Abszisse  von  P  bezeichnet.  Die  in  P  gezogene 
iNormale  teilt  ferner  die  Strecke  F^  F^  in  zwei  Abschnitte,  für  deren 
Länge  F^N  =  (a  -f  Xx)X  und  iVi^  =  (a  —  Xx)X  gefunden  wird. 


Fig.  2. 
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Daher  besteht  die  Proportion  9\:r2  =  F^NiNF^,  woraus  hei-vor 
geht,  daß  die  Normale  den  Winkel  F^PF^  der  beiden  Brenn 
strahlen  halbiert,  und  die  Tangente  von  F  halbiert  deren  NebemvinTcel 
(Schon  Apollonius  bekannt,  Buch  3,  §  48.) 

Befindet  sich  in  dem  einen  der  beiden  Brennpunkte  eim 
Lichtquelle,  so  laufen  alle  von  ihr  ausgehenden  und  durch  di« 
Ellipse  reflektierten  Strahlen  im  anderen  Brennpunkt  zusammen 
In  dieser  optischen  Eigenschaft  der  Ellipse  haben  die  Bezeichnunger 
Brennpunkt  und  Brennstrahl  ihren  Ursprung. 

Der  Parameter  p  =  —  der  Ellipse  ist,  wie  sich  durch  Ein- 
setzen von  a?  =  c  in  (6)  ergibt,  gleich  der  Länge  der  Sehne,  di( 
man  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  rechtwinklig  zur  Achs( 
ziehen  kann. 

Wie  die  Form  y  =  —  Ya^  —  x^  der  Ellipsengleichung  zeigt 
kann  diese  Kurve  konstruiert  werden,  indem  man  über  dei 
Achse  2  a  als  Durchmesser  den  Kreis  y  =  Y c?  —  t?  beschreil)1 
und  jede  Ordinate  desselben  im  Verhältnis  b  :  a  verkleinert.  Eine 
solche  Zuordnung  der  Punkte  des  Kreises  und  der  Ellipse  ist  eine 
afßie  Verwandtschaft  (Kap.  V,  §  3)  mit  der  Abszissenachse  als 
Affinitätsachse.  Die  mit  (6)  gleichbedeutende  Parameterdarstellung 
(7)  X  =  a  cos  t,     y  =  b  sin  t, 

wo  t  die  sogenannte  exzentrische  Anomalie  bedeutet,  sagt  dasselbe 
aus.    Auf  sie  gründet  sich  die  aus  Fig.  3  ersichtliche  Konstruktion 

von  Punkten  der  Ellipse  mit  Hilfe 
zweier  konzentrischer  Kreise  von  den 
Radien  a  und  b. 

Aus  der  Eigenschaft  der  Ellipse, 
daß  die  Summe  der  Brennstrahlen  kon- 
stant gleich  2  a  ist,  folgt  eine  einfache 
FadenJconstruJction(G:ärtnerkonstmktion). 
Wird  ein  mit  seinen  Enden  in  F^  und  F^ 
etwa  durch  Nadeln  befestigter  Faden 
f  ig.  3.  von  der  Länge  2  a  durch  einen  Zeichen- 

stift gespannt  erhalten,  so  beschreibt 
dieser  die  Kurve.  (Dies  findet  sich  in  der  Literatur  zuerst  bei  arabi- 
schen Mathematikern  des  neunten  Jahrhunderts.)  Man  kann  auch 
einen  geschlossenen  Faden  von  der  Länge  2  a  -f-  2  c  um  die  Nadeln 
herumlegen  und  mit  Hilfe  des  Zeichenstiftes  gespannt  erhalten. 
Im  Falle  a  =  b  geht  die  Ellipse  in  den  Kreis  x^  -\-  y^  =  a^ 
über,  die  Brennpunkte  sind  dann  beide  in  den  Mittelpunkt  gerückt. 


§  5.    Gestalt  der  Hyperbel. 
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§5. 
Die  Hyperbel 


Grestalt  der  Hyperbel. 


:8) 


—^  =  1 


^■erläuft  vollständig  außerhalb  des  durch  die  zwei  Geraden  a;  =  +  a 
bestimmten  Flächenstreifens,  wird  aber  von  diesen  Geraden  in  den 
Scheiteln  der  Hauptachse  Ä^Ä^  =  2  a  berührt.  Die  Punkte  F^ 
md  F^  heißen  wieder  Brennpunkte,  und  von  ihnen  ausgehende 
Lichtstrahlen  werden  so  reflektiert,  daß  sie  vom  anderen  Brenn- 
punkte ausgegangen  zu  sein  scheinen.  Durchmesser,  Mittelpunkt, 
ineare  und  numerische  Exzentrizität,  Parameter  p  sind  bei  Ellipse 
ind  Hyperbel  in  gleicher  Weise  definiert,  doch  ist  jetzt  c^  =  a^  -f"  ^^■ 
Der  zur  Hauptachse  rechtwinklige  Durchmesser  (Nebenachse)  trifft 
iie  Kurve  in  keinen  reellen  Punkten  (Fig.  4).  Aus  der  Gleichung 
ier  Kurve  (8)  in  Polarkoordinaten 

9)  O  ==  ,  -:- 

|/6'co8^«-  — a«  sin^-Ö- 

jrkennt  man,  daß  reelle  Kadienvektoren  nur  vorhanden  sind,  so- 
ft* b 
lange    tg*  -&  ^  -^  •      Für  tg  -ö'  =  i  —    wird    ^  =  oo ;    die    ent- 
sprechenden, zu  den  Achsen  symmetrischen  Geraden,  denen  sich 
iie  Kurve  unbegrenzt  nähert,  haben 
nit  dieser   erst   im  Unendlichen  je 
!wei   zusammenfallende  Punkte  ge- 
XKiinsam  und  heißen  Asymptoten.  Die 
Kurve  besteht  somit  aus  zwei  sich  ins 
Unendliche    erstreckenden    Zweigen, 
iie  unendlich  ferne  Gerade  trifft  die 
Kurve    in    zwei    getrennten   reellen 
Punkten.     Für   alle  Punkte  P  des- 
jenigen  Zweiges,    innerhalb    dessen 
ier  Brennpunkt  JF\  gelegen  ist,  be- 
steht die  Beziehung  r^  —  r^  =  2  a , 
Füi'  die  Punkte  des  anderen  Zweiges  die  Beziehung  i\  —  *'2  =  2  a. 

Während  bei  der  Ellipse  die  Halbierungslinie  des  Winkels 
F^PF^  der  zwei  Brennstrahlen  von  P  durch  die  zu  P  gehörige 
Normale  halbiert  wird,  ist  bei  der  Hyperbel  die  Tangente  von  P 
Halbierungslinie  dieses  Winkels,  und  die  Normale  halbiert  den 
Nebenwinkel. 

Werden  durch  die  lineare  Substitution  x  =  {X.  -\-  Y)  cos  d', 


Fig.  4. 
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y  =  { —  X+  y)  sin  d'  die  Asymptoten  als  im  allgemeinen  schiefwinJclu 
Koordinatenachsen  eingeführt  und  beachtet  man  hierbei  die  Bi 
Ziehungen  cos  &  =  a  :  Ya^  +  6^,  sin  ■9'  =  &  :  ]/a^  +  b^,  so  gel 
die  Gleichung  (8)  der  Hyperbel  über  in 

(10)  zr="-t^'. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  überdies,  daß,  wenn  man  durc 
irgendeinen  Punkt  der  Hyperbel  Parallelen  zu  den  Asymptote 
zieht,  das  so  entstehende  Parallelogramm  konstanten  Inhalt  ha 

Im  Falle  a  =  b  wird  tg'9'  =  +  l,  der  Winkel,  den  di 
Asymptoten  einschließen,  ist  dann  ein  Eechter,  die  Kurve  heif 
gleichseitige  oder  rechtwinMige  Hyperbel. 

Beliebig  viele  Punkte  eines  Hyperbelastes  lassen  sich  kor 
struieren,  indem  man  um  den  einen  der  beiden  Brennpunkte  mi 
beliebigem  ßadius  r^  >  c  —  a  einen  Kreis  zieht,  um  den  andere 
Brennpunkt  einen  Kreis  vom  Radius  rg  =  r^  +  2  a ;  beide  Kreis 
schneiden  sich  in  Punkten  P  der  Hyperbel,  denn  für  diese  Punkt 
ist  die  Differenz  r^  —  r^  der  Brennstrahlen  gleich  2  a. 

Der  Parameterdarstellung  x  =  a  co^  t .,  y  =  b  sint  der  EUips 
entspricht  bei  der  Hyperbel 

(11)  X  =  +  a  cosh  ^,     y  ^b  sinh  <, 

wo  cosh  t  und  sinh  t  den  hyperbolischen  Kosinus  und  Sinus  be 

g*  .  [.     0  —  t  fit fi  —  t 

zeichnen  (cosh  t  =  -^ —  ,  sinh  t  =  — - — ,  e  ist  die  Basis  de 

natürlichen  Logarithmen).    Da  cosh  t  stets  ^  1  ist,  muß  in  den 
Ausdruck  für  x  das  doppelte  Vorzeichen  gesetzt  werden. 
Eine  andere  Parameterdarstellung  ist 

(12)  ^  =  c^'     2/  =  fetgg,. 

Auf  sie  gründet  sich  eine  einfache  Konstruktion  von  Punkten  dei 
Kurve;  vgl.  für  dieselbe  z.  B.  Salmon-Fiedler,  A.  G.  d.  K.  I,  330 

§  6.    Definition  der  Kegelschnitte  durch  Brennpunkt  und 

Leitlinie. 
Die  drei  Kegelschnitte  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  erhäH 
man  auch  bei  Beantwortung  der  Frage  nach  dem  geometrischen 
Ort  aller  Punkte  P,  für  die  das  Verhältnis  der  Abstände  von  einem 
festen  PunM  F  und  einer  festen  Geraden  g  konstant,  etwa  gleich  l 
ist  (zuerst  erwähnt  bei  Pappus,  um  300  n.  Chr.). 


<^ 

y 

./' 

L 

F 
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Wählt  man  die  Gerade  g  als  y-Achse  eines  Koordinaten- 
'■steras  (Fig.  5)  und  legt  die  rr- Achse 
irch  den  Punkt  F  rechtwinklig  zu  g 
^  habe  alsdann  die  Abszisse  LF  =  m), 
»  liefert  die  Forderung,  daß  das  Verhält- 
s  PF :  PQ   gleich  X  sei,  die   Gleichung  „^ 

'■  —  mf -\- y^  =  }?x^ ^    wenn    x,    y    die  '^  — 

oordinaten    des   Punktes   P    bezeichnen, 
ler  auch:  '  p-ig.  5. 

,3)  ,»  +  (i-.>)(.--^)(._^)_0. 

Zur  Vereinfachung  dieser  Gleichung  werde  die  «/-Achse  um 

in 

e  Strecke     ■ ,    .    parallel  zu   sich   selbst   verschoben,    also   die 

ransformation 

.4)  ^  =  X+^-^,     2/=r 

igewandt,  wodurch  man  erhält: 

r2  +  (1  —  A2)X2  -  2mAX  =  0 
ler 

.5)  r2  =  2m;ix-(i -A2)Xl 

Hier  ist  X  seiner  Natur  nach  eine  positive  Größe,  während 
der  Festsetzung  nach  stets  positiv  angenommen  werden  kann. 

5tzt  man  2mA,  =  2>,  so  erhält  man  für  ^  ^  1   aus   (15)  wieder 

e  Scheitelgleichungen  (l)  bis  (3)  der  Kegelschnitte.  Der  gesuchte 
ometrischc  Ort  ist  daher  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  je 
ichdem  k  <i  1,  >  1  oder  ==  1  ist.  Insbesondere  erscheint  also 
e  Parabel  als  geometrischer  Ort  aller  Pimkte,  die  von  einem  festen 
<mkte  und  einer  festen  Geraden  gleichen  Abstand  haben. 

Die  Gleichung  (15)  geht  in  die  Gleichung  der  Ellipse  (l) 

)er,  wenn  2mX  =  p  und  1  —  ^^  =  ^  ==  -g  gesetzt  wird.     Für 

jB  Halbachsen  a  und  b  folgt  alsdann 

I 

L\  w^  ,  mX 

I  &*        c* 

hier  wird  A^  ==  1 ^  =  -?  ?   daher  ist  X  die  numerische  Ex- 

I  a^        a^  ^ 

\  c 

itrizität      •    Die  Entfernung  des  festen  Punktes  F  vom  Mittel- 
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punkt  M  der  Kurve  wird  gleich  dem  um  die  Strecke  m  \e: 
minderten  Abstand  des  Punktes  M  vom  urspiUnglichen  Koord 
natenanfang  X,  es  ist  daher  MF  absolut  genommen  gleich 

«  +  r+i  -  *^  =  « -  i-iTi  =  «^• 

Da  aber  X  gleich  der  numerischen  Exzentrizität  c  :  a  gefunde 
wurde,  ist  somit  MF  =^  c,  d.  h.  der  feste  Punkt  F  ist  der  eir 
der  beiden  Brennpunkte.  Die  feste  Gerade  g  wird  als  die  z 
diesem  Brennpunkt  gehörige  Direktrix  oder  Leitlinie  bezeichne 
Zu  dem  zweiten  Brennpunkt  der  Kurve  steht  natürlich  eine  zweil 
Direktrix  in  derselben  Beziehung.  Auch  folgt  leicht,  daß  die  hall 
große  Achse  der  Ellipse  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  de 
linearen  Exzentrizität  c  und  dem  Abstand  der  Direktrix  voi 
Mittelpunkt  der  Kurve,  woraus  sich  sofort  eine  einfache  Koi 
struktion  der  Direktrizen  ergibt,  wenn  die  große  Achse  und  di 
Brennpunkte  gegeben  sind.  Man  sieht  außerdem,  daß  die  Kurv 
von  den  Direktrizen  nicht  in  reellen  Punkten  getroffen  wird. 

Ähnlich  wie  bei  der  Ellipse  liegen  diese  Verhältnisse  bei  de 
Hyperbel. 

Mit  Hilfe  der  oben  gegebenen  Definition  läßt  sich  sofort  di 
Gleichung  eines  Kegelschnitts  Je  in  Polarhoordvnaten  r,  &  ableitei 
wenn  z.  B.  die  Hauptachse  von  k  mit  der  Polarachse  und  der  ein 
Brennpunkt  F  mit  dem  Pol  des  Koordinatensystems  zusammer 
fällt.    Man  findet 

^    -^  *"""  2(i=f:;icos«-)' 

wo  das  doppelte  Vorzeichen  davon  abhängt,  ob  die  von  F  au 
nach  dem  anderen  Brennpunkt  sich  erstreckende  Richtung  z 
-9-  ==  0  oder  zn  &  =  n  gehört. 

§  7.    Gestalt  der  Parabel. 

Die  Gleichung  der  Parabel 

(18)  Y^  =  2mX 

zeigt,  daß  diese  Kurve  zur  X-Achse  symmetrisch  und  ganz  au 
der  einen  Seite  der  t^-Achse  gelegen  ist,  von  der  sie  im  Koordi 
natenanfang,  dem  Scheitel  S,  berührt  wird.  Von  ihm  aus  erstreck 
sie  sich  ins  Unendliche  (Fig.  6).    Der  Abstand  des  Scheitels  S  voi 

der  Direktrix  ist  nach  (14)  gleich  — -,  da  hier  X=l;  der  Scheite 


m 
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liegt  daher  auf  der  Achse  der  Kurve  in  der  Mitte  zwischen  dem 
festen  Punkt  F  (dem  Brennpunkt)  und  dem  Schnitt  L  der  Achse 
mit  der  Direktrix.  Der  Parameter  p  ist  gleich  2  m  und  hat  die 
gleiche  geometrische  Bedeutung  wie  bei 
Ellipse  und  Hyperbel  (vgl.  S.  202  u.  203). 

Die  Parabel  kann  man  sich  aus  einer 
Ellipse,  von  der  ein  Scheitel  und  ein 
Brennpunkt  fest  gegeben  sind,  dadurch 
entstanden  denken,  daß  man  die  große 
Achse  der  Ellipse  unbegrenzt  wachsen 
läßt;  diese  Kurve  nähert  sich  alsdann 
mehr  und  mehr  einer  Parabel  (Salmon- 
Fiedler,  Ä.  G.  d.  K.  I,  390).  Dement- 
sprechend sind  der  Mittelpunkt  der  Parabel, 
der  zweite  Brennpunkt  und  dessen  Direk- 
trix im  Unendlichen  liegend  anzunehmen. 

Bei  der  Parabel  halbiert  die  Normale  eines  KurvenpunJctes  P 
den  Winkel,  der  den  Brennstrahl  PF  und  die  durch  P  nach  dem 
unendlich  fernen  zweiten  Brennpunkt ,  also  parallel  zur  Achse  ge- 
zogene Gerade  zu  Schenkeln  hat;  die  Tangente  halbiert  den  Neben- 
winkel. Von  F  ausgehende  Lichtstrahlen  werden  daher  durch  die 
Parabel  parallel  zur  Achse  reflektiert.  Dies  findet  Anwendung  bei 
Scheinwerfern. 

Punkte  der  Kurve  lassen  sich  konstruieren,  indem  man  um 
F  mit  beliebigem  Kadius  r  einen  Kreis  beschreibt  und  diesen  mit 
einer  im  Abstand  r  parallel  zur  Direktrix  (auf  der  Seite,  auf  der 
JP  liegt)  gezogenen  Geraden  schneidet. 


Fig.  6 


§  8.    Elementare  Breunpunktseigeuschafteu  der 
Eegelschnitte. 

Baß  jede  Tangente  eines  Kegelschnitts  mit  den  Brennstrahlen 
ihres  Berührungspwnktes  gleich  große  Winkel  bildet,  ist  schon  oben 
in  §  4,  5  und  7  erwähnt  worden. 

Wird  der  eine  Brennstrahl ,  z.B.F^P=  r^  eines  Ellipsen- 
(punktes  P  über  P  hinaus  um  den  anderen  Brennstrahl  r^  ver- 
jlängert,  so  erhält  man  eine  Strecke  FiK=r^-\- r2  =  2  a.  Durch- 
läuft nun  P  die  Ellipse,  so  beschreibt  K  um  F^  als  Mittelpunkt 
,einen  Kreis  vom  Radius  2  a  (Fig.  2).  Hieraus  folgt: 
!  Der  geometrische  Ort  aller  Pwnkte,  die  von  einem  festen 
Punkte  F^  und^  von  einem  festen  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  F^ 
■u/nd'  dem  Radius  2  a  gleichen  Abstand  haben,  ist  eme  Ellipse,  die 
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F-y  wnd  F^  SU  Brennpunkten  und  eine  Strecke  von  der  Länge  2  a 
zur  Hauptachse  hat.  Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  F^  innerhalb 
des  Kreises  liegt.  Die  gleiche  Definition  gilt  für  die  Hyperbel, 
falls  F^  außerhalb  des  Kreises  vom  Radius  F^  K  =  r^  —  r^  =  2  a 
liegt.  Zur  entsprechenden  Erzeugung  der  Parabel  muß  der  Kreis 
in  eine  Gerade,  die  Leitlinie,  übergehen. 

Ist  M  der  Fußpunkt  des  von  F^  auf  die  Tangente  des 
Ellipsenpunktes  P  gefällten  Lotes  (Fig.  2),  so  folgt  leicht  OB  = 
|i^i^==a,  d.  h.: 

Der  Ort  für  die  Fußpunkte  der  von  einem  Brennpunkt  auf 
sämtliche  Tangenten  einer  Ellipse  gefällten  Lote  ist  der  über  der 
Hauptachse  der  Kurve  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis.  Der 
gleiche  Satz  gilt  auch  für  die  Hyperbel,  bei  der  Parabel  triff  an 
die  Stelle  des  Kreises  die  Scheiteltangente. 

Wir  führen  noch  einige  weitere  wichtige  Sätze  an,  die  sich 
auf  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  beziehen. 

Zieht  man  in  zwei  Punkten  P^,  P^  eines  Kegelschnitts  die 
Tangenten,  so  halbiert  die  Verbindungslinie  eines  Brennpunktes  F 
mit  dem  Schnittpunkt  S  dieser  Tangenten  den  Winkel  P^FP.j  der 
Brennstrahlen  oder  dessen  Nebenwinkel,  je  nachdem  P^  und  P^ 
demselben  oder  zwei  verschiedenen  Kurvenzweigen  angehören.  Dies 
letzte  kann  natürlich  nur  bei  einer  Hyperbel  eintreten. 

Verbindet  man  den  Schnittpunkt  S  zweier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  mit  den  beiden  Brennpunkten,  so  ist  die  eine  Ver- 
bindungslinie gegen  die  eine  Tangente  unter  demselben  Winkel  ge- 
neigt wie  die  andere  Verbindungslinie  gegen  die  andere  Tangente. 

Der  Winkel.,  unter  dem  von  einem  Brennpunkt  aus  das 
zwischen  zwei  festen  Tangenten  gelegene  Stück  einer  beweglichen 
Tangente  gesehen  wird,  ist  konstant,  und  zwar  gleich  der  Hälfte 
eines  der  beiden  Winkel,  die  von  den  nach  den  Berührungspunkten 
der  festen  Tangenten  gezogenen  Brennstrahlen  gebildet  werden. 
Insbesondere  ist  im  Falle  der  Parabel  jener  Winkel  gleich  dem 
Supplement  des  von  den  festen  Tangenten  selbst  gebildeten  und  der 
Kurve  zugekehrten  Winkels. 

Hieraus  folgt  sofort  der  von  Lambert  zuerst  ausgesprochene 
Satz,  daß  der  einem  Tangentendreiseit  einer  Parabel  umschriebene 
Kreis  durch  den  Brennpunkt  der  Kurve  geht. 

Das  durch  den  Berührungspunkt  und  den  Schnittpunkt  mit 
der  Direktrix  begrenzte  Stück  einer  Tangente  wird  vom  zugehörigen 
Brennpunkt  unter  rechtem  Winkel  gesehen. 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  einer  durch  einen  Brenn- 
ptmkt  F  gehenden  Sehne  (Fokalsehne)  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
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S  der  zu  F  gehörigen  Direktrix  und  die  Gerade  FS  ist  rechtwinklig 
mr  FoJcälsehne. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  ist  das  Produkt  der  Abstände 
der  beiden  Brennpunlde  von  irgendeiner  Tangente  konstant,  und 
zwar  gleich  dem  Quadrat  b^  der  halben  Nebenachse. 

Näheres  über  vorstehende  Sätze  z.  B.  bei  Steiner-Geiser, 
Kap.  III  bis  V,  Steiner- Schröter  §  36,  Reye,  G.  d.  L.  I,  155. 

§  9.    Quadratur. 

Schon  Archimedes  zeigte,  daß  der  Inhalt  eines  durch  eine 
Gerade  von  der  Parabel  abgeschnittenen  Fläch enstücJces  gleich  vier 
Dritteln  eines  DreiecJcs  ist,  das  mit  dem  Segment  gleiche  Grundlinie 
und  Höhe  hat  (Schrift  über  die  Quadratur  der  Parabel,  §  17  und 
24).    Den  Inhalt  einer  Ellipse  bestimmte  er  gleich  abit  (Schrift 

über  Konoide  und  Sphäroide),  wobei  er  wußte,  daß  3  —  <  tt  <C  3  -  • 

Das  Auftreten  natürlicher  Logarithmen  bei  Flächen,  die  durch 
einen  Hyperbelbogen,  eine  Asymptote  und  zwei  Parallelen  zur 
anderen  Asymptote  begrenzt  werden,  wurde  im  17.  Jahrhundert 
bemerkt.  Insbesondere  wird  bei  der  auf  ihre  Asymptoten  als 
rechtwinklige  Koordinatenachsen  bezogenen  gleichseitigen  Hyper- 
bel xy  =  m^  diese  Fläche  F  gleich  m^  •  In    ~  ,  wo  x^  und  x^  die 

Abszissen  der  Endpunkte  des  Hyperbelbogens  bezeichnen.  Für 
w»  =  1,  x^  =  1,  x^  =  X  folgt  einfach  F  =\a.x^  eine  Formel,  die 
zur  Bezeichnung  der  natürlichen  Logarithmen  als  hyperbolischer 
Logarithmen  Veranlassung  gab. 

Bei  der  Darstellung  (ll)  einer  beliebigen  Hyperbel  durch 
a;  =  +  öf  cosh  t,  y  =  b  sinh  t  ist  i  gleich  dem  doppelten  Inhalt 
des  Sektors,  der  durch  den  Radiusvektor  OP  eines  Kurvenpunktes  P, 
die  X  -  Achse  und  den  von  P  bis  zum  Schnitt  mit  der  x  -  Achse 
gehenden  Hyperbelbogen  begrenzt  wird. 

§  10.    Rektifikation. 

Der  von  0   bis   t  gehende   Bogen  der  Ellipse  a;  =  a  sin  t, 
y  —  b  cos  t  ist  durch  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung 
I  t 

I  (19)    s  =  a  ryi-X^shxU  dt^a-  Eil,  t\  wo  k^  =  "*  ^  -* , 

0 

j  gegeben  (Legendre,  Paris  Hist.  Annee   1786,   gedruckt  1788, 

j  Pascal,  Eepertorium.  II.  2.  Aufl.  14 
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p.  616).     Die  Bogenlänge  q  eines  Ellipsenquadranten  läßt  sich 
durch  die  von  Euler  gegebene  Reihe 

(20)   ,-^{i-(i)V-i(i^)V-i-(i^:)V...! 

darstellen;    in    großer  Annäherang   kann   man   diesen  Ausdruck 

ersetzen  durch  ^j«  +  &  +  ^(l/a  —  l/fe^)^},  vgl.  Peano,  Appli- 

casioni  gcometriche  del  calcolo  infinitesimale,  Torino  1887,  p.  233. 
Zu  einem  gegebenen  Ellipsenbogen  läßt  sich  ein  zweiter  von 
der  Beschaffenheit  finden,  daß  die  Differenz  der  beiden  Bögen 
rektifizierbar  ist,  d.  h.  durch  eine  mit  Hilfe  von  Zirkel  und  Lineal 
konstruierbare  Gerade  dargestellt  werden  kann  (Theorem  von 
Fagnano,  veröffentlicht  1716,  vgl.  Produdoni  maiem.  di  Fag- 
nano  II,  336,  Pesaro  1750,  Enneper,  Elliptische  FtinMionen, 
Tlieorie  und  Geschichte,  hrsg.  von  F.  Müller,  2.  Aufl.,  Halle 
1890,  S.  514,  Cantor,  G.  d.  M.  HI,  488).  Sind  nämlich  B  und  A 
Scheitel  der  kleinen  und  großen  Achse  und  ist  P  ein  Punkt  des 
zugehörigen  Ellipsenquadranten,  so  läßt  sich  auf  diesem  ein 
Pixnkt  Q  finden,  so  daß  die  Differenz  der  Bögen  BP  und  AQ 
rektifizierbar  ist,  indem  man  nach  Euler  (Petrop.  Novi  Comm.  6, 
58  (1761))  folgendermaßen  verfährt:  Man  ziehe  in  P  die  Tangente 
und  trage  auf  sie  von  ihrem  Schnitt  R  mit  der  kleinen  Achse 
die  Strecke  MPS  =  a  ab;  das  von  8  auf  die  große  Achse  gefällte 
Lot  trifft  den  Ellipsenquadranten  in  Q.  Die  Bogendifferenz 
BP  —  AQ  ist  so  groß  wie  das  vom  Kurvenmittelpunkt  auf  die 
Normale  von  P  oder  Q  gefällte  Lot.  Vgl.  auch  Legendre, 
Theorie  des  fonctions  ellipiiques,  Paris  1825,  p.  46. 

Der  Bogen  der  Hyperbel  führt  auf  elliptische  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung;  doch  kann  nach  einem  Satze  von  Landen 
(Phil.  Trans.,  Jahrg.  1771,  298,  und  Jahrg.  1775,  285)  ein 
beliebiger  Hyperbelbogen  durch  zwei  Ellipsenbogen  ausgedrückt 
werden.    Vgl.  auch  Küpper,  J.  f.  Math.  55,  89  (1858). 

Bei  der  Parabel  führt  die  Bestimmung  der  Bogenlänge  auf 
Logarithmen.  Über  Parabelbögen,  deren  Differenz  durch  eine 
leicht  zu  konstruierende  Gerade  darstellbar  ist,  vgl.  Azzarelli, 
Rom.  Acc.  L.  Atti  24,  347  (1871);  25,  430  (1872). 

Chasles  nannte  die  Bögen,  deren  Differenz  durch  eine  gerade 
Strecke  darstellbar  ist,  ähnlich  (semblables),  bei  de  Jonquieres 
(Melanges  de  geometrie  pure,  Paris  1856,  p.  55)  heißen  sie  arcs 
associes,  bei  Key  e  (G,  d.  L.  I,  24:1)  vergleichbar.  Den  Schnittpunkte 
der  in  den  Endpunkten  M,  N  eines  Bogens  gezogenen  Tangenten 
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bezeichnet  Heye  als  Pol,  die  Strecken  SM,  SN  als  Schenkel 
des  Bogens.  Nach  Chasles  (C.  B.  17,  838  (1843))  liegen 
die  Pole  vergleichbarer  Bögen  eines  Kegelschnitts  h  auf  einem 
Kegelschnitt,  der  k  einschließt  und  mit  k  die  Brennpunkte  ge- 
meinsam hat;  die  Differenz  der  Bogenlängen  ist  gleich  der 
Differenz  der  Schenkelsummen  (Beweis  bei  Reye,  Zürich  Viert. 
4tV,  70  (1896)5  ^-  d-  -^-I.  242  f.). 


§  11.    Kegelschnittzirkel. 

Die  meisten  Apparate  zum  Zeichnen  einer  Ellipse  gründen 
sich  auf  einen  der  zwei  folgenden  kinematisch  zusammengehörigen 
Sätze: 

1.  Wenn  ein  Kreis  Je'  in  einem  anderen  Je  von  doppelt  so 
großem  Radius  rollt,  ohne  zu  gleiten,  so  beschreibt  jeder  mit  Je' 
fest  verbundene  Punkt  eine  Ellipse,  die  für  Punkte  der  Peripherie 
von  Je  in  einen  doppelt  zu  zählenden  Durchmesser  von  Je  übergeht 
(diese  Erzeugungs weise  zuerst  bei  de  la  Hire,  Paris  Ilist.  Annee 
1706,  gedruckt  1707,  p.  350). 

2.  Bewegen  sich  die  Endpunkte  P^,  Pg  einer  Strecke  von 
gegebener  Länge  auf  zwei  sich  schneidenden  festen  Geraden 
(Kreuzglied),  so  beschreibt  ein  mit  der  Strecke  fest  verbundener 
oder  auf  der  Strecke  gelegener  Punkt  P  eine  Ellipse  e.  Dies  findet 
sich  für  Punkte  auf  der  Strecke  schon  bei  Proklus  (410 — 485 
n.  Chr.),  allgemein  bei  F.  van  Schooten,  1646. 

Wird  bei  der  eben  erwähnten  Erzeugungsweise  die  Strecke 
P^P^  nebst  P  festgehalten  und  werden  die  das  Kreuzglied  bilden- 
den, vorher  festen  Geraden  bewegt,  so  hat  man  das  sogen.  Kreuz- 
scJdeifengetriebe.  Der  jetzt  ruhende  Punkt  P  beschreibt  in  bezug 
^auf  das  bewegte  Kreuzglicd  die  Ellipse  e.  Die  in  P  befestigte 
Spitze  eines  Stichels  zeichnet  daher  diese  Ellipse  in  ein  am  Kreuz- 
iglied befestigtes  Werkstück.  Auf  diesem  Mechanismus  beruht  das, 
Iso  viel  man  weiß,  von  Leonardo  da  Vinci  (1452 — 1519)  er- 
Ifundene  Ovalwerk  (Ellipsendrehbank). 

f  Die  Fadenkonstruktion  der  Ellipse  wurde  schon  in  §  4  er- 

Iwähnt. 

!  Ein  Instrument  zum  Zeichnen  der  Parabel  hat  Isidorus 
von  Milet  im  sechsten  Jahrhundert  n.  Chr.  gegeben;  Eutokius 
berichtet,  dasselbe  habe  die  Gestalt  eines  A  gehabt.  Vermutlich 
hatte  das  Instrument  folgende  Einrichtung:  Der  Schenkel  QU 
eines  rechten  Winkels  QBS  gleitet  an  der  Direktrix  der  Parabel 

14* 
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(Fig.  7);  an  einem  Punkte  S  des  anderen  Schenkels  ist  das  eine 
Ende  eines  Fadens  von  der  Länge  ES  befestigt,  dessen  zweites 
Ende  sich  im  Brennpunkt  F  der  Parabel 
befindet.  Ein  Zeichenstift  P,  der  den 
Faden  durch  Andrücken  an  RS  gespannt 
erhält,  beschreibt  alsdann,  während  RQ 
an  der  Direktrix  gleitet,  eine  Parabel. 
Ein  Apparat,  der  je  nach  seiner 
Einstellung  irgendeine  der  drei  Kegel- 
schnittarten zu  zeichnen  gestattet,  ist 
der  Kegelschnittzirkel  von  Hildebrandt. 
Er  beruht  auf  einem  Satze  von  Dandelin  (Bruxelles  Nouv. 
Mem.  2,  172  (1822)),  wonach  die  Brennpunkte  des  Schnittes 
einer  Ebene  s  mit  einem  Eotationskegel  die  Berührungspunkte 
von  £  mit  denjenigen  zwei  Kugeln  sind,  die  dem  Kegel  ein- 
geschrieben sind  und  die  Ebene  berühren  (vgl.  E.  Fischer, 
Binglers  Polyt.  J.  282,  241  (1891)  und  287,  246  (1893)). 
W.  Jürges  {Zschr.  f.  M.  38,  350  (1893))  hat  einen  Mechanismxis 
zum  Zeichnen  eines  durch  fünf  Punkte  bestimmten  Kegelschnitts 
angegeben. 

Näheres  über  Kegelschnittzirkel  bei  Eittershaus,  Yerh.  d. 
Vereins  z.  BefÖrd.  d.  Gewerlfleißes  in  Preußen  54,  269  (1874), 
E.  Fischer,  Binglers  PoVyt.  J.  255,  267  (1885),  von  Braun- 
müh 1  im  Katalog  math.  Modelle,  hrsg.  von  W.  von  Dyck,  Mün- 
chen 1892,  S.  55;  in  diesem  Katalog  sind  überhaupt  zahlreiche 
Kegelschnittzeichner  aufgeführt  (S.  227  —  230  und  340  —  343), 
ebenso  in  dem  1893  erschienenen  Nachtrag  (S.  42 — 48). 


Kapitel  XL 
Allgemeine  Theorie  der  Kegelsclmitte. 

Von  F.  Dingeldey  in  Darmstadt. 


§  1.   Einleitende  Bemerkungen. 

Im  vorangehenden  Kapitel  wurden  hauptsächlicli  metrische 
oder  elementar-geometrische  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  be- 
handelt, Eigenschaften,  die  bei  einer  „äquiformen  Transformation" 
der  betr.  Gebilde  erhalten  bleiben.  Zur  näheren  Erläuterung  dieses 
von  He  ff  t  er  eingeführten  Ausdrucks  sei  bemerkt,  daß  man  drei 
elementare  Beziehungen  zwischen  den  Elementen  der  Ebene  (Punkt 
und  Gerade)  nebst  zugehörigen  Transformationsgruppen  unter- 
scheidenkann: Die  Inzidenz  oder  das  Ineinanderliegen  eines  Punktes 
und  einer  Geraden,  die  Parallelität  und  die  Orthogonalität  zweier 
Geraden.  Die  zugehörigen  Transformationen  (vgl.  Kap.  III)  sind 
die  kollineare  oder  projektive  Transformation,  die  alle  Inzidenzen 
erhält,  die  affine  Transformation,  die  alle  Inzidenzen  und  Paralle- 
litäten erhält,  die  ähnliche  oder  äquiforme  Transformation,  die 
alle  Inzidenzen,  Parallelitäten  und  Orthogonalitäten  erhält.  Dem 
Sinne  nach  findet  sich  diese  Unterscheidung  schon  bei  Möbius 
{B.  K.  §  248  =  Ges.  Werke  I,  316);  besonders  zur  Geltung 
gebracht  hat  sie  F.  Klein  [^^Ansffewählte  Kapitel  der  ZahlentJieorie^\ 
autogr.  Vorl.  S.  51  ff.,  Göttingen  1896)  in  Übereinstimmimg  mit 
seinem  Erlanger  Programm  Vergleichende  Beirachtwigen  über 
neuere  geometrische  Forschungen.,  Erlangen  1872  =  Math.  Ann. 
43,  63  (1893).  Vgl.  auch  Study,  Leipz.  Ber.  48,  649  (1896); 
Heffter,  Math.-Vcr.  12,  490  (1903). 

Bei  Heffter  und  Köhler  {A.  G?)  werden  erst  die  durch  die 
Gruppe  der  projektiven  Transformationen  bestimmten  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  behandelt,  es  folgen  die  Untergruppen  der  affi- 
nen und  schließlich  die  der  äquiformen  Transformationen.  Die 
umgekehrte,  von  Möbius  {B.  K.  Abschn.  II)  gewählte  Reihenfolge 
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stimmt  mit  der  historischen  EntwicTdung  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte überein.  Dem  widerspricht  auch  nicht,  daß  Desargues 
(1593  — 1662)  die  verschiedenen  Schnitte  des  Kegels  als  Unter- 
arten einer  einzigen  Kurve  betrachtete  oder  Parallelen  als  beson- 
deren Fall  von  Geraden  ansah,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
denn  gerade  Desargues  war  bemüht,  Eigenschaften  des  Kreises 
auf  die  Kegelschnitte  zu  übertragen  (B.  p.).  Die  reine  Geometrie, 
die  auf  die  Hilfsmittel  der  Analysis  verzichtet,  wird  den  mit  der 
historischen  Entwicklung  übereinstimmenden  Gang  bevorzugen 
(vgl.  hierzu  auch  H.Wiener,  ÄbJi.  zur  Sammlung -math.  Modelle 
I,  55  (1907)). 

Im  folgenden  aber,  wo  wir  von  der  allgemeinen  Gleichung 
einer  Kurve  2.  Ordnung  ausgehen  und  insbesondere  auch  Krite- 
rien für  die  in  ihr  enthaltenen  speziellen  Kurven  ableiten,  sollen 
zuerst  einige  durch  projektive  Koordinatentransformation  (Zentral- 
projekfcion)  unzerstörbare  Eigenschaften  dieser  Kurven  betrachtet 
werden. 

§  2.   Gleichung  der  Kurve  2.  Ordnung. 

Die  Gleichungen  der  Kegelschnitte,  zu  denen  wir  im  vorher- 
gehenden Kapitel  gelangt  waren,  sind  sämtlich  in  den  Veränder- 
lichen X,  y  von  höchstens  zweitem  Grade.  Es  liegt  daher  die  Frage 
nahe,  ob  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  x  und  y: 

(1)  a^^x^-{-  2ai2xy  -f  a^^y^  +  2ai^x  +  2 «332/  +  «33  =  0, 

in  der  die  Koeffizienten  a^^  stets  reell  vorausgesetzt  werden  sollen, 
noch  andere  Gebilde  als  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  oder  ein  Ge- 
radenpaar darstellen  kann.  Überhaupt  liegt  das  Bedürfnis  vor,  die 
auf  ein  System  homogener  projektiver  Koordinaten  x^,  x^,  x^  (vgl- 
S.  134)  bezogene  Kurve  ziveiter  Ordnung: 

(2)  f{x,x)  =  ay^^x^^+  2a^^x^x^  -\-  a^^x^^  -f  2a^^x^x^ 

"1     ^  0^23  ^2  ^3     '     %8  ^3     "^^  '^ 

o'^e^  3    8 

i=l  /t=l 

näher  zu  untersuchen. 

Eine  solche  Kurve  Je  ist  im  allgemeinen  durch  fünf  belieMge 
Punkte  der  Ebene  bestimmt,  denn  nach  Division  von  (2)  durch 
irgendeinen  von  Null  verschiedenen  Koeffizienten  a^f.  enthält  die 
Gleichung  noch  fünf  voneinander  unabhängige  Koeffizienten.  Eine 
durch  fünf  gegebene  Punkte  bestimmte  Kurve    2.  Ordnung  läßt 
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sicli    analytisch    durch    eine   gleich   Null   gesetzte   Determinante 
6.  Grades  darstellen,  von  der  eine  Zeile  lautet: 

9  9  9 

während  die  übrigen  Zeilen  die  gleichen  Verbindungen  der  Koor- 
dinaten für  fünf  gegebene  Punkte  enthalten. 

Bezeichnet  man  die  fünf  Punkte  mit  a,  b,  c,  d,  e  und  z.  B.  mit 
a^,  ttg,  ttg  die  Koordinaten  von  a,  so  läßt  sich  die  Gleichung  von  Ti 
auch  in  die  Fonn 

(3)  (ade)  (bce)  (abx)  (cdx)  —  (abe)  (cde)  (adx)  (bcx)  —  0 

bringen,  wobei  z.B.  (ade)  die  Determinante  Si(%f^2''3)  darstellt. 
Durch  Vertauschungen  der  a,  b,  c,  d,  e  lassen  sich  im  ganzen  15 
ähnlich  wie  (3)  gebaute  Gleichungen  aufstellen.  Ihr  Zusammen- 
hang unter  sich  und  mit  der  vorerwähnten  Determinante  6.  Grades 
ist  mehrfach  untersucht  worden,  u.  a.  von  Eeiß,  Math.  Ann.  2,  396  ff. 
(1870);  Hunyady,  /.  f.  Math.  83,  79  (1877)  und  92,  307  (1882); 
Hertens,  J.  f.  Math.  84-,  355  (1878);  Scholtz,  Arch.Math.  Phys. 
62,  317  (1878);  Pasch,  J.  f.  Math.  89,  247  (1880);  Caspary, 
J.  f.  Math.  92,  130  (1882);  Gordan,  Math.-Ver.  4,  155  (1897); 
Study,  Leipz.  Ber.  47,  542  (1895). 

§  3.    Sclinittpunkte  mit  einer  Geraden.   Pol  und  Polare. 

Eine  beliebige  Gerade,  z.  B.  die  Verbindungslinie  g  zweier 
Punkte  X  und  y,  von  denen  mindestens  x  der  Kurve  k  nicht 
angehören  möge  {f(x,  a?)  =|=  O),  hat  mit  Je  zwei  Punkte  gemein- 
sam, die  allerdings  auch  imaginär  sein  können.  Sollen  nämlich 
2/,-  -^kx^(i  =  i,2, 3)  die  Koordinaten  eines  Schnittpunktes  von  k  mit  g 
sein,  so  liefert  ihre  Substitution  in  (2)  die  in  X  quadratische 
Gleichung 

(4)  f{y,y)  +  2Xf(:y,x)  -f  X^f(x,x)  =  o, 
wo 

f(y,x)  ^  l-f'{y,)x,  +  y\y,)x,  +  1^(2/3)^3 

+  («21^1   +  «222/2  +  «23  2/3)a;8 
+  («31 2/1   +  «32%  +  «33  2/3)  «^3- 

Man  beachte  überdies,  daß  der  Ausdruck  f(t/,  x)  bei  Vertau- 
schung der  Ä-j.  mit  den  y.  unverändert  bleibt.  Den  Wurzeln  A^ ,  K^ 
von  (4)  entsprechen  zivei  Schnittpunkte  von  k  mit  g. 
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Soll  das  Schnittpunktepaar  zu  dem  gegebenen  Punktepaar 
harmonisch  liegen,  so  muß  A^  =  —  Ag  ,  also  A^  +  Aj  =  0  sein,  d.  h. 
in  (4)  muß  der  Faktor  f{y,x)  von  2A  verschwinden.  Wird  der 
eine  der  beiden  PunJcte  y  und  x,  z.  B.  y^  tvillkürlich  aber  fest  ge- 
wählt^ sielit  man  alsdann  durch  ihn  beliebige  Strahlen  und  J(on- 
struiert  man  auf  jedem  derselben  den  vierten  harmonischen  PunM 
zu  y  und  dem  Schnittpunldepaar  des  Strahles  mit  der  Kurve  k, 
so  liegen  alle  diese  vierten  harmonischen  PunTcte  auf  der  Geraden 
fijUi  *)  =  0?  der  Polare  des  Punktes  y  in  besug  auf  k  (Dcsargues 
B.  p.  =  (Euvres  I,  164  und  186).  Der  Name  Polare  rührt  von 
Gergonne  her,  Ann.  de  Math.  3,  297  (1813);  y  heißt  nach 
Servois  {Ann.  de  Math.  1,  337  (1811))  der  Pol  dieser  Geraden. 

Überhaupt  heißen  zwei 
^  Punkte  y  und  x,  deren 

Verbindungslinie  g  von 
k  in  einem  zu  y  und  x 
harmonischen  Punkte- 
paare getroffen  wird, 
r  ha7-'monischcPole(ßt  ei- 

ner, 8.  E.  Nr.  44  = 
Wer/i-e  1,350)  oder  Zrow- 
'-^  jugierte  Pole  (Hesse, 
J.  f  Math.  20,  291 
(1840)  =  Ges.  Werke, 
S.  30  f.)  von  k. 

Alle  auf  g  gelegenen, 
zu  den  Schnittpunkten 
mit     k     harmonischen 
i-ig.  1.  Polepaare   bilden  eine 

Involution  (jgl.S.llS), 
deren  Doppelpunkte  aus  den  zwei  Schnittpunkten  bestehen. 

Die  schon  oben  erwähnte  Vertauschbarkeit  von  y  mit  x  in 
dem  Ausdruck  f(y,  x)  hat  zur  Folge :  Liegt  y  auf  der  Polare  von  x, 
so  liegt  auch  x  auf  der  Polare  von  y.  Hieraus  geht  weiter  hervor, 
daß  sich  die  Polare  von  y  um  x  dreht,  wenn  y  die  Polare  von  x 
durchläuft,  und  umgekehrt:  Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  ihrer 
Punkte,  so  beschreibt  ihr  Pol  die  Polare  dieses  Punktes  (De  la  Hire, 
S.C.,  S.  12  und  33  ff.).  Zwei  Geraden,  deren  jede  durch  den  Pol  der 
anderen  geht,  heißen  harmonische  oder  konjugierte  Polaren. 

Es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  die  Polare  eines  Punktes  y 
durch  y  selbst  hindurchgehen  kann.  Man  sieht,  daß  alsdann 
f{y,  y)  =  0  sein  muß,  d.  h.  der  Pol  y  muß  auf  der  Kurve  liegen; 
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wie  (5)  zeigt,  wird  in  diesem  Falle  die  Polare  zur  Tangente  des 
Punktes  y. 

Eine  Konstriiküon  der  Polare  eines  beliebigen  Punktes  P 
gründet  sich  auf  den  Satz,  daß  bei  jedem  vollständigen  Viereck 
der  vierte  harmonische  Pimkt  zu  zwei  Ecken  A^  B  und  zu  der 
auf  ihrer  Verbindungslinie  liegenden  Nebenecke  P  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  anderen  Nebenecken  Q^  M  liegt.  Man 
lege  daher  durch  P  zwei  Strahlen,  die  die  Kurve  k  in.  A^  B  bzw. 
(7,  D  schneiden  (Fig.  l);  die  Polare  von  P  ist  alsdann  die  Ver- 
bindungslinie der  Doppelpunkte  Q^  B  der  beiden  Geradenpaare,  die 
sich  noch  durch  die  Ecken  des  Vierecks  AB  CD  legen  lassen.  Mit 
Rücksicht  darauf,  daß  B  leicht  außerhalb  des  Zeichenblattes  fällt, 
legt  man  besser  durch  P  noch  eine  dritte  Gerade,  die  h  in  E  und 
F  trifft,  und  verbindet  nun  E^  F  kreuzweise  mit  A  und  B  oder 
mit  G  und  I).  Der  Schnittpunkt  dieser  sich  kreuzenden  Geraden 
(z.  B.  *S')  ist  wieder  ein  Punkt  der  Polare. 

§  4.   Gleichung  in  Linienkoordinaten. 

Die  Koordinaten  ^z^,  U2,  %  der  Polare  von  y  in  bezug  auf 
(2)  sind  nach  (5)  von  der  Form 

(6)  QU.  =  Oi^ij^  +  üi^y^  -f  a,.3?/3  =  jf'{yi),       (^  =  1, 2, ■^) 

wo  Q  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet.  Umgekehrt  entspricht 
jeder  Polare  mit  den  Koordinaten  u^  ein  Pol  y,  wenn  sich  die 
Gleichungen  (6)  eindeutig  nach  den  y^  auflösen  lassen,  also  wenn 


(7)  A^ 


+  0 


ist.  Einstweilen  sollen  die  Kurven,  bei  denen  A  =^  0  ist,  als  eigent- 
ZicÄe  Kurven  2.  Ordnung  bezeichnet  werden.  Für  die  Koordinaten  y^ 
des  Pols  erhält  man  im  Falle  A=^  0  aus  (6): 

(8)  6y.  =  A^^u^  4-  Ai^'2  +  Ai^s,  (^'  =  ^'  2, 3), 

"WO  A^^  die  Unterdeterminante  von  a^^^  in  A  bedeutet  und  6  =A:q  ist. 
Die  Gerade  u  ist  eine  Tangente  der  Kurve  (2),  wenn  sie 
durch  ihren  Pol  y  hindurchgeht,  d.  h.  wenn  ii^y^  -\-  «2^2  ~^  ^^Vz  =^  ^ 
ist.  Durch  Elimination  der  y^  aus  dieser  Gleichung  und  aus  den 
drei  Gleichungen  (8)  erhält  man  die  Bedingung  dafür,  daß  eine 
Gerade  u  im  Falle  A  ^  0  Tangente  der  Kurve  (2)  sei,  in  der 
Gestalt 


218         Kapitel  XI.    Allgemeine  Theorie  der  Kegelsclinitte. 

(9)  F(U,U)  =  ^11%^  +   2^12^1  W2  +  ^22%^  +  S^igM^Wg 

I     2-4.23^2^3  +  ^33^3     =  0, 

womit  man  die  Gleichung  der  Kurve  Je  in  Linienkoordinaten  ge- 
funden hat.  Man  sieht,  daß  eine  Kurve  2.  Ordnung  im  Falle  A=^0 
auch  von  der  2.  Klasse  ist;  von  einem  beliebigen  Funkt  der  Ebene 
lassen  sich  daher  sicei  Tangenten  an  die  Kurve  legen,  die  freilich  auch 
imaginär  sein  können,  und  für  einen  Kurvenpunkt  zusammenfallen. 
Der  Ausdruck  F(u,u)  heißt  die  zu  f{x,x)  adjungierte  quadratische 
Form. 

Die  quadratische  Gleichung  (4)  hat  zvi^ei  gleiche  Wurzeln, 
wenn  die  Koordinaten  von  y  und  x  die  Bedingung  erfüllen: 

(10)  Ky:y)'fix,x)-{f(g,x)y  =  o. 

In  diesem  Falle  sind  die  Schnittpunkte  der  Kurve  k  und  der 
Verbindungslinie  g  der  Punkte  p  und  x  in  einen  einzigen  zu- 
sammengerückt, die  Gerade  g  ist  eine  Tangente  von  k.  Wird 
wieder  y  beliebig  aber  fest  gewählt,  so  muß  die  Gleichung  (lO) 
durch  jeden  Punkt  einer  der  beiden  von  y  an  Ä;  zu  legenden  Tan- 
genten erfüllt  werden,  sie  stellt  daher  in  laufenden  Koordinaten  x^ 
dieses  Tangentenpaar  dar. 

überdies  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Ausdrücke  (9)  und 

(10)  ineinander  übergehen,  wenn  man  setzt: 

(11)  Ml  =  x^y^  —  x^y^,   «2  =  x^yy  —  x^y^,    Wg  =  x^y^  —  x^y^. 

Hieraus  folgt,  daß  eine  Gerade  u  die  Kurve  (2)  in  reellen 
oder  imaginären  Punkten  trifft,  je  nachdem  F(u,u)  ^  0  oder  >0 
ist.  Eine  imaginäre,  nicht  zerfallende  Kurve  würde  vorliegen,  wenn 
bei  Ä  =^  0  der  Ausdruck  F(u,u)  für  beliebige  reelle  Werte  der 
,1*1,^2,%  stets  positives  Vorzeichen  annähme  (eine  positive  defi- 
nite  Form  wäre).  Man  findet  als  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung hierfür  ^^^>0  und  J-a^j.*^  ö»  ^^  ^  ^^^^  beliebig  wählbare 
der  Zahlen  1,  2,  3  bedeutet,  während  k  eine  der  beiden  übrigen, 
von  i  verschiedenen  Zahlen  ist  (vgl.  z.  B.  Gundelfingers  1.  und 
2.  Supplement  zu  seiner  Ausgabe  von  Hesses  -4.  G^.  d  i?.,  Leipzig 
1876,  S.  449;  Köhler,  Arch. Math.  Phtjs.  (3)  3,  29  (1902);  Heffter 
und  Köhler,  A.  G.  S.  284fi.). 

Die  Schnittpunkte  der  Polare  eines  Punktes  y  mit  der  Kurve 
(2)  sind,  wie  (10)  zeigt,  auch  Punkte  des  Tangentenpaares;  die 
Polare  von  y  trifft  daher  die  Kurve  k  in  den  Berührungspunkten 
der  Tangenten,  die  man  von  y  ank  ziehen  kann.  Je  nachdem  diese 
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Tangenten  reell  oder  imaginär  sind,  schneidet  die  Polare  die  Kurve 
in  reellen  oder  imaginären  Punkten. 

Die  Gesamtheit  der  durch  fc  im  Verhältnis  von  Pol  und  Polare 
durch  (6)  einander  zugeordneten  Punkte  und  Geraden  bezeichnet 
man  als  Polarsystem,  die  Zuordnung  selbst  als  eine  Polarresipro- 
zität.  Die  Gleichungen  (6)  stellen  nach  S.  141,  wenn  die  Bezie- 
hungen a,-jt  ==  a^^  nicht  erfüllt  sind ,  eine  allgemeine  Korrelation 
oder  Eeziprozität  dar  (vgl.  S.  119).  In  dieser  erfüllen  die  Punkte, 
die  auf  den  ihnen  reziproken  Geraden  liegen,  einen  Kegelschnitt; 
die  Strahlen,  die  durch  die  ihnen  reziproken  Punkte  gehen,  umhüllen 
einen  anderen  Kegelschnitt.  Diese  zwei  Kurven  (Polkegelschnitt 
und  Polarkegelschnitt)  vereinigen  sich  nur  in  dem  involutorischen 
Falle  der  Polarreziprozität  zu  der  Ordnungskurve  oder  Direktrix 
f(x,x)  =  0  des  Polarsystems.  Näheres  bei  v.  Staudt,  G.  d.  L. 
§i8f.;  Steiner-Schröter,  S.  391ff.;  Salmon-Fiedler,  A.  G. 
d.  K  II,  748  ff. 

§  5.  Zerfallende  Kurven. 

Zu  jeder  Geraden  u  gehört  nach  (6)  nur  dann  ein  bestimmter 
Pol  1/,  wenn  A  =^  0  ist.  Im  Falle  A  =  0  läßt  sich  aber,  solange 
nicht  auch  alle  A^/^  verschtvinden,  ein  Wertsystem  z^  :  2^  :  z^  an- 
geben, das  die  drei  Gleichungen  erfüllt: 

(1 2)  ^f  (^.)  =  a,-!  2j_  +  «,-2 £!g  +  a,-3  5-8  =  0 ,  (i  =  1,  8,  3) , 

und  zwar  ist  alsdann  Zi  :  z^  :  z^  ==:  A^-^^ :  A.^ :  A.^,  wo  i  irgendeine 
der  Zahlen  1,2,3  sein  kann.  Dieser  Punkt  z,  der  offenbar  auf 
der  Kurve  k  liegt,  kann  als  konjugierter  Pol  zu  jedem  Punkt  der 
Ebene  betrachtet  werden.  Zur  Untersuchung  des  jetzt  vorliegen- 
den Gebildes  (2)  nimmt  man  auf  k  einen  beliebigen  Punkt  x  an  und 
verbindet  ihn  mit  ^;  irgendein  Punkt  dieser  Geraden  hat  dann 
Koordinaten  von  der  Form  Xi -\- Xz^,  (j  =  i,  2, 3),  die  auf  Grund 
von  (12)  die  Gleichung  (2)  identisch  erfüllen.  Jeder  Punkt  dieser 
Geraden  gehört  somit  der  Kurve  k  an,  die  Kurve  zerfällt  daher 
in  eine  Gerade  und  einen  weiteren  Bestandteil,  der  wieder  eine 
Gerade  sein  muß,  und  zwar  eine,  die  durch  z  geht,  denn  für  ihre 
Pimkte  gilt  dasselbe  wie  für  die  Punkte  der  Verbindungslinie  von 
X  mit  z.  Im  Falle  A  =  0  besteht  also  die  Kurve  aus  zwei  Geraden; 
sie  lassen  sich  auch  einzeln  darstellen  (Cayley,  London  Trans. 
162,  2.  Teil,  S.  643,  Jahrg.  1862,  gedr.  1863  =  Coll.pap.lY,  400; 
Gundelfinger,  Vorl.,  S.  262  und  38). 

Auch  die  Umkehrung,  daß  für  jede  Gleichung  eines  Geraden- 
paares A  verschwindet,  ist  leicht  zu  beweisen  (Clebsch-Linde- 
mann.  Vorl.  S.  183;  Gundelfinger,  Vorl.  S.  29f.). 
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Der  Ausdruck  A  ist  eine  Invariante,  die  Diskriminante  von 
f(x,  x):  Wird  die  Form  f(x,  x)  einer  linearen  Transformation  unter- 
worfen, so  ist  die  für  die  transformierte  Form  gebildete  Diskri- 
minante  A'  gleich  dem  Produkt  aus  A  und  einer  (nämlich  der 
zweiten)  Potenz  der  Transforraationsdeterminante. 

Indem  wir  das  gleichzeitige  Verschwinden  der  drei  Größen  A.., 
das  hei  J.  =  0  das  Verschwinden  sämtlicher  A.,^  zur  Folge  hätte, 
vorläufig  ausschließen,  läßt  sich  leicht  das  Realitätskriterium  des 
Geradenpaares  ableiten.  Ist  z.  B.  A^^  =4=  0,  so  wird  f(x,  x)  ==  0 
transformiert  mit  Hilfe  der  Formeln 

(13)  Xi  =  x.,     x^==x;-Y-^x.,     x^  =  x;  +  ^x,, 

WO  i,  k,  l  irgendeine  Permutation  von  1,  2,  3  bedeutet  und 
A^.=^0  ist.  Die  Ecke  rr/ =  0,  ic/ =  0  des  neuen  Koordinaten- 
dreiecks liegt  dann  im  Schnittpunkt  g  des  Geradenpaares.  Die 
Transformation  ergibt  »4^^;/^  +  2a^^a;/a;/ +  aj,a;/2  =  0,  somit 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Geraden,  je  nachdem  a^^aj,  —  %/  ^  A-- 
<  oder  >  0  ist. 

Verschwinden  alle  Größen  A^^  und  A^^,  wozu,  wie  erwähnt, 
schon  das  Verschwinden  von  A  und  A^^,  A^^,  A^^  ausreicht,  so 
ist  f(x,  x)  das  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks,  f(x,  x)  =  0  stellt 
eine  Doppelgerade  dar.  Es  muß  nämlich  alsdann  mindestens  eine 
der  drei  Größen  a^^,  a22,  »33  von  Null  verschieden  sein,  da  sonst 
sämtliche  a^^  verschwinden  würden.  Ist  etwa  a^^  =|=  0,  so  läßt 
sich  f(x^  x)  =  0  nach  Multiplikation  mit  a^^  unter  Benutzung 
von  ^33  =  A22  ==  -^23  =  0  in  die  Form  bringen: 

(14)  (a^j^Xj^  +  a^^x^  -f  a^^x^f  =  0. 

Baß  auch  umgekehrt  für  jede  eine  Doppelgerade  darstellende 
Gleichung  sämtliche  A^j^  verschwinden,  ist  sofort  ersichtlich. 

Die  zu  einem  gewöhnlichen  Geradenpaar  gehörige  Gleichung 
in  Linienkoordinaten  reduziert  sich,  wie  aus  (9)  und  den  oben 
angegebenen  Koordinaten  des  Schnittpunktes  s  des  Geradenpaares 
folgt,  auf  {z-^Ux  -\-  ^2%  +  ^3^3)^  =  0,  sie  stellt  daher  den  Funkt  e 
doppelt  wählend  dar.  Ist  f(x,  x)  =  0  eine  Doppelgerade,  so  ver- 
schwindet F(u,u)  identisch. 

§  6.   Kurve  zweiter  Elasse. 

Zu  jedem  der  in  §  2  bis  5  abgeleiteten  Sätze  läßt  sich  ein 
dual  entsprechender  (vgl.  S.  109)  angeben,  wenn  man  von  der 
Gleichung  einer  Kurve  (Enveloppe)  2.  Klasse  (vgl.  S.  138): 
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(15)  (p(u,u)  =  «11  «1^  +  2ai2%W2  +  Cf22%^  +  ^(^is^H^z 

+   2^23^2%  +  «33%^  =  0 

ausgeht.   Nur  einige  Sätze  seien  hervorgehoben. 

Von  einem  beliebigen  Punkt  der  Ebene  lassen  sich  zwei  Tan- 
genten an  die  Kurve  (15)  legen. 

Nimmt  man  auf  einer  Geraden  v  beliebig  viele  Punkte  an  und 
Tconstruieti  man  den  durch  irgendeinen  dieser  PunJcte  gehenden 
vierten  harmonischen  Strahl  zu  v  und  zu  den  beiden  Tangenten,  die 
von  dem  PunMe  an  (15)  gezogen  werden  können,  so  gehen  alle  diese 
vierten  harmonischen  Strahlen  durch  einen  und  denselben  Punkt, 
den  Pol  der  Geraden  v.  Seine  Gleichung  ist 

(16)  (p(u,v)  =  i(p'(vj)u^  +  i<p'(«'2)^2  +  W('^s)^3  =  0- 

Istv  eine  Tangente  der  Kurve,  so  stellt  (16)  ihren  Berührungs- 
punkt dar. 

Die  Kurve  (15)  zerfällt  in  ein  Punldepaar,  Avenn  die  Deter- 
minante A  ^  2  +  {ctu"2i^3s)^  wobei  a^^  =  ccj^.,  verschwindet;  es 
liegt  ein  Doppelpunkt  vor,  wenn  auch  noch  alle  Unterdetermi- 
nanten A,jt  verschwinden,  wozu  das  Verschwinden  von  A  und  A^^ , 
A22,  A33  ausreicht. 

In  Punktkoordinaten  hat  die  Kurve  (15)  die  Gleichung: 

(17)  0{x,  x)  =  AijÄ^i^  _^  2\2X^x^  +  A22ä;2^  +  ^\3^iXs 

"T  2A23a;2a'3  -f-  A33a;3   ^^  0, 

die  im  Falle  A  =-=  0  den  Träger  des  alsdann  vorliegenden  Punkte- 
paares doppelt  zählend  darstellt.  Die  Kurve  2.  Klasse  ist  daher 
im  allgemeinen  auch  von  der  2.  Ordnung.  Im  Falle  eines  Doppel- 
punktes verschwindet  (17)  identisch. 


§  7.  Polardreieck.  Polarviereck. 

Brei  Punkte,  von  denen  je  zwei  konjugierte  Pole  einer  Kurve 
2.  Ordnung  k  sind,  bestimmen  ein  Polar dreieck;  seine  Seiten  sind 
paarweise  konjugierte  Polaren.  Für  eine  gegebene  Kurve  gibt  es 
00^  solche  Dreiecke  (vgl.  S.  120). 

Bezogen  auf  ein  Polardreicck  als  Koordinatendreieck  kann  die 
Gleichung  der  Kurve  nur  die  Quadrate  der  Veränderlichen  ent- 
halten. Denn  die  Polare  derEcke  y^^=  0, 7/3  =  0  in  bezug  auf  f{x,  x)  =  0 
hat  die  Gleichung  a^^x^  -f-  a^^^^  +  ^33'^3  =  0|  soll  diese  mit  ajg  =  0 
zusammenfallen,  so  müssen  a^^  und  «32  verschwinden.  Bei  Berück- 
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sichtigung   der  anderen   Ecken   tritt   hierzu   noch   a^^  =  0.    Die 
Gleichung  der  Kurve  ist  alsdann 

(18)  a^^x^^  +  a^^^^^  +  «33  Tg^  =  0. 

Offenbar  gilt  auch  die  Umkehrung:  Enthält  die  Gleichung 
f{x,x)  =  0  nur  die  Quadrate  der  Veränderlichen,  so  ist  sie  auf 
ein  Polardreieck  bezogen.    (Vgl.  auch  S.  227.) 

Drei  Geraden,  von  denen  je  zwei  konjugierte  Polaren  einer 
Kurve  2.  Klasse  sind,  bilden  ein  Polardreiseit ;  seine  Ecken  sind 
paarweise  konjugierte  Pole. 

Polarviereck  einer  Kurve  k  heißt  nach  Rey  e  (G.  d.  L.  1, 250)  ein 
solches  vollständiges  Viereck^  dessen  drei  Seitenpaare  Paare  konju- 
gierter Polaren  von  k  sind.  Polarvierseit  heißt  ein  vollständiges  Vier- 
seit,  bei  dem  die  drei  Eckenpaare  konjugierte  Polepaare  von  k  sind. 
Es  gilt  der  Satz  von  Hesse:  Sind  zwei  Paare  von  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vicrseits  konjugierte  Polepaare  von  k,  so  sind  auch  die 
Punkte  des  dritten  Paares  konjugierte  Pole  (J.  f.  Math.  20,  301 
(1840)  =  Ges.  Werke,  S.  41;  /.  f.  Math.  36,  146  (1848)  =  Ges. 
Werke,  S.  159;  Cremona,  G.  Th.,  S.  161;  Rosanes,  Zschr.  f. 
M.  17,  174  (1872)). 

§  8.  Verhalten  zur  unendlicli  fernen  Geraden. 

In  der  affinen  Geometrie  werden  zu  den  projektiven  Eigen- 
schaften die  parallelmetrischen  hinzugefügt,  die  unendlich  ferne 
Gerade  g^  ist  zu  adjungieren,  und  es  kommen  nur  solche  Umfor- 
mungen in  Betracht,  die  g^  in  sich  überführen.  Dementsprechend 
werden  wir  homogene  schiefwinklige  Parallelkoordinaten  x,  y,  z 
zugrundelegen,  wo  alsdann  5:  =  0  die  Gerade  g^  darstellt,  bzw. 
homogene  Plückersche  Linienkoordinaten  w,  v,  w.  Die  Gleichung 
der  Kurve  2.  Ordnung  k  sei  also 

(19)  a^^x^  -\-  2a^^xy  +  »22^^+  'ia^^xe  -f  ^a^^yz  +  a^^s^  =  0. 

Das  naturgemäße  Einteilungsprinzip  ist  die  projektive  Be- 
schaffenheit der  beiden  Schnittpunkte  von  g^  mit  k.  Da  diese  Punkte 
durch 

(20)  ^;  =  0,     a^^x'^ -\- 'ia^^xy -^  a^^y^  =  0 

dargestellt  sind,  trifft  die  Kurve  die  Gerade  g^  in  zwei  verschiedenen 
reellen  oder  imaginären  oder  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten,  je 
nachdem  Ä^^  ^  a^j  «22  —  «12"  <^  ^^  oder  >  0  oder  =  0  ist.  Diesen 
drei  Fällen  entsprechend  ist  k  im  Falle  A=^0  eine  Hyperbel,  Ellipse 
oder  Parabel,  wie  die  Transformation  der  Gleichung  (19)  in  ihre 
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einfachste  Gestalt  in  §  10  zeigen  wird.  Im  Falle  A  =  0,  Ä^^  =  0 
ist  k  ein  Geradenpaar  mit  unendlicli  fernem  Schnittpunkt,  also  ein 
Parallelenpaar ^  und  zwar  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  eine 
der  Größen  J.^^  oder  A^^  ^  0  oder  >  0  ist;  mit  Rücksicht  auf 
■^11-^22  —  -^12  ^  ^^33  ^^  ö  haben  ja  diese  beiden  Größen  bei  ^  =  0 
gleiches  Vorzeichen,  wenn  nicht  noch  eine  von  ihnen  verschwindet. 
In  Wirklichkeit  ist  ^33  eine  simultane  Invariante  der  ternären 
quadratischen  und  der  linearen  Form,  die  die  Kurve  und  g^  dar- 
stellen (vgl.  Boole,  Cambr.  mafh.  J.  3,  llf,  (1843)).  Dies  tritt 
deutlich  hervor,  wenn  man  bei  diesen  Betrachtungen  die  allgemeinen 
projektiven  Koordinaten  beibehält,  wie  dies  z.  B.  Gundelfinger 
{Vorles.  §  4—6)  tut. 

§  9.   Konjugierte  Durclunesser.    Mittelpunkt. 

Rückt  der  zu  einer  Polare  der  Kurve  fc  gehörige  Pol  P  ins 
Unendliche,  so  werden  die  durch  ihn  gelegten  Strahlen  einander 
parallel,  und  die  Polare  muß  nun  alle  durch  diese  Strahlen  ge- 
bildeten Sehnen  halbieren,  sie  wird  ein  Durchmesser  von  A;,  und 
zwar  der  zur  Richtung  des  Sehnensystems  konjugierte  Durchmesser. 
Durchläuft  P  die  Gerade  g^,  so  drehen  sich  die  zugehörigen  Durch- 
messer um  den  Pol  von  g^  (§  3),  den  Mittelpunkt  der  Kurve, 
so  genannt,  weil  er  die  Mitte  aller  durch  ihn  gelegten  Sehnen  ist. 
Er  liegt  immer  im  Endlichen,  von  dem  Falle  abgesehen,  daß  g^ 
mit  k  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemeinsam  hat.  Der  in  einem 
System  paralleler  Sehnen  befindliche  Durchmesser  bildet  mit  dem 
zu  der  Richtung  des  Systems  konjugierten  Durchmesser  ein  Paar 
konjugierter  Durchmesser. 

Ist  ux  -]r  vy  -\-  1  =0  die  nicht-homogene  Gleichung  der  Po- 
are  des  Punktes  x  ^  Oq,  y  =  b^,  so  bestehen  für  ihre  Linien- 
ioordinaten  nach  (5)  die  Gleichungen 


?') 


U  =   "11  "0  +«18^0  +  «18  ^   _   «21   «0  +  «22  K  +  «2 


«81  «0  +  «J2  K  +  «Ss'  «81  «0  +  «82  ^  +  «SS 

Diese  Ausdrücke  müssen  verschwinden,  falls  die  Polare  die 
lerade  g^,  ihr  Pol  a^,  b^  der  Mittelpunkt  der  Kurve  sein  soll; 
Elr  ihn  bestehen  somit  die  Gleichungen 

22)        «11^0  +  «12^0  +  «13  =  0,       «gjao  4-  «28^0  +  «28  =  0, 

itis  denen 

ad)  a^  ==  A^^^  :  ^33,     6^  =  ^32  •  -^33 

>lgt. 
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Betrachtet  man  (22)  als  Gleichungen  zweier  Geraden,  in  die 
an  Stelle  der  laufenden  Koordinaten  die  Werte  a^,  6q  eingesetzt 
wurden,  so  können  hinsichtlich  der  Lage  dieser  Geraden  drei  Fälle 
eintreten:  1.  sie  schneiden  sich  im  Endlichen  {Ä^^  +  0),  2.  sie 
sind  parallel  (.^33  ==  0 ,  aber  mindestens  eine  der  Größen  Ä^^ , 
-^23  H^  ^)'  ^-  ^^®  fallen  zusammen  (-43^,  J.32,  Ä^^  =  0,  womit  gleich- 
bedeutend ,433 ,  A  =  0).  Im  ersten  Falle  gibt  es  nur  einen  im  End- 
lichen, im  zweiten  Falle  einen  im  Unendlichen  liegenden  Mittel- 
punkt, im  dritten  Falle  unendlich  viele  Mittelpunkte,  die  eine 
Gerade  (die  Mittelpunktslinie)  erfüllen,  und  die  Kurve  wird  ein 
Parallelenpaar  (§  8). 

Es  liegt  nahe,  im  ersten  Fall  den  Koordinatenanfang  durch 
Parallelverschiebung  x  =  ^  -\-  a^^  y  =  r]  -\-  b^  in  den  Mittelpunkt 
der  Kurve  zu  verlegen ;  ihre  nicht-homogene  Gleichung  wird  alsdann 

(24)  aii|2  _|_  2a,,^ri  -}-  a,,r}^  +  «  =  0, 


wo 


(25)  %  =  «31  «0  -f  «32  60  +  «33  =  ^  :  ^38 

ist.  Im  Falle  -4  =  0  ist  diese  Transformation  bereits  in  §  5 
benutzt  worden.  Sie  würde  auch  im  dritten  Falle  durchführbar 
sein;  gleichgültig,  in  welchen  der  unendlich  vielen  Mittelpunkte 
man  den  Koordinatenanfang  verlegt,  erhält  hier  x,  obgleich  JL  =  0 
und  -433  =  0  wird,  einen  ganz  bestimmten  Wert  (vgl.  bei  projek- 
tiven Koordinaten  Gundelfinger,  Vorl.  S.  25 f.  und  31  f.).  Man 
beachte  noch,  daß  in  (24)  die  Koeffizienten  der  Glieder  2.  Grades 
in  X  und  y  im  Vergleich  zu  (19)  unverändert  geblieben  sind, 
während  die  linearen  Glieder  fehlen  und  das  absolute  Glied  einen 
anderen  Wert  erhalten  hat.  Umgekehrt  liegt  auch  immer,  wenn  die 
linearen  Glieder  fehlen,  der  Kurvenmittelpunkt  im  Koordinaten- 
anfang. 

§  10.  Transformation  der  Mittelpunktskegelsclinitte  auf 
die  Achsen,  der  Parabel  auf  Achse  und  Scheiteltangente. 

Es  liegt  nun  nahe,  zu  fragen,  ob  eine  Kurve  mit  im  Endlichen 
gelegenem  Mittelpunkt  Paare  zueinander  recJitwinkliger  konjugierter 
Durchmesser  hat.  Indem  wir  diese  Frage  aufwerfen,  betreten  wir 
das  Gebiet  der  äquiformen  oder  metrischen  Geometrie,  bei  der  das 
imaginäre  Kreispunktepaar  adjungiert  wird.  Der  Einfachheit  halber 
seien  den  folgenden  Betrachtungen  gewöhnliche  reeJdwinldige  Par- 
alldkoordinaten  zugrunde  gelegt. 
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Die  Gleichung  des  zu  einer  Richtung  a  konjugierten  Durch- 
messers der  Kurve 

(26)     a^ix^  -f  2ai^xy  +  a^^y^  +  2ai3a;  +  2a2sy  +  «ss  ==  ^ 

ergibt  sich  aus  der  Gleichung  der  Polare  eines  Punktes  mit  den 
Koordinaten 

x^  ==  r  cos  a,     y^  =  r  sin  a, 

wenn  man  in  dieser  Gleichung,  nach  Division  durch  die  Länge  r 
des  Radiusvektors,  r  =  oo  setzt.   Man  erhält  so: 

(^11  ^os  cc  -\-  ai2  sin  a)x  -\-  (og^  cos  a  +  «22  ^^^  ^)y 

+  ttgi  cos  cc  -{-  ag2  sin  a  =  0 . 

Damit  dieser  Durchmesser  zur  Richtung  a  rechtwinklig  sei, 
müssen  die  Koeffizienten  von  x  und  y  zu  cos  a  und  sin  a  pro- 
portional sein,  d.  h.  man  hat  unter  Benutzung  des  Proportiona- 
litätsfaktors l: 

(28)  a^i  cos  a -\- a^2  sin  a  =  l  cos  cc ^    a^i  cos  a -{- a^^  sin  cc  =  X  sin  cc , 

woraus    nach   Elimination    von   cos  cc    und   sin «    die    Gleichung 
2.  Grades 

(29)  X^  —  (a^i  +  «22)^  +  »11  «22  —  »L  =  C) 
hervorgeht,  deren  Wurzeln  ^^,  l^  stets  reell  sind,  da  ihre  Diskri- 
minante 

(30)  A  =  (a^j  -\-  a^^y  —  4  {a^^a^^  —  af^)  =  (a,i  -  «22)^  +  ^afg 

positiv  ist.  Den  zwei  Wurzeln  X^ ,  Ag  entsprechend  gibt  es  zwei  Rich- 
tungen ßj ,  «2  ?  7iU  denen  die  zugehörigen  konjugierten  Durchmesser 
rechtmnklig  sind.  Aber  es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  die  beiden 
Richtungen  «j,  «g  selbst  zueinander  rechtwinklig  sind,  also  in  Wahr- 
I  heit  nur  ein  Paar  solcher  konjugierter  Durchmesser  vorhanden  ist, 
:  die  als  Achsen  der  Kurve  bezeichnet  werden.  Man  braucht  zu  dem 
Zweck  nur  die  Gleichungen  (28)  einmal  für  X^  und  a^,  dann  für  Ag 
und  «2  hinzuschreiben ;  durch  zweckmäßige  Verbindung  dieser  vier 
Gleichungen  folgt 

(31)  (X^  —  A2)  (cos  «j,  cos  «2  -|-  sin  a^  sin  «2)  ==  0 . 

Solange  A^  =4=  A2,  ist  daher  in  der  Tat  cos  (ccj^  —  cc^)  =  0, 
aomit  «1  =  «2  +  90°. 

Im  Falle  A^  =  Ag  verschwindet  die  Diskriminante  (30),  d.  h. 
es  ist,  da  sämtliche  a^^  reell  angenommen  wurden,  a^  =  a^^  und 
Ojg  =  0 ,  die  Kurve  ist  ein  Kreis.  Bei  ihm  wird  a  willkürlich,  er 

Pascal,  Repertorium.  II.    2.  Aufl.  1,5 
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hat  unendlich  viele  Paare  zueinander  rechtwinkliger  konjugierter 
Durchmesser. 

Der  Koeffizient  a^^  +  a^^  von  X  in  (29)  ist  eine  simultane 
Invariante  der  zur  Darstellung  der  Kurve  benutzten  ternäreu 
Form  (19)  und  des  Ausdrucks  für  das  imaginäre  KreispunJcfcpaar. 
Dieses  hat  bei  rechtwinkligen  Linienkoordinaten  die  Gleichung 
u^  ■{-  v^  =  0,  denn  die  allen  Kreisen  (x  —  ay  -{-{y  —  &)^  —  r^  =  0 
der  Ebene  gemeinsamen  Punkte  sind  in  Punktkoordinaten  gegeben 
durch  den  Schnitt  von  g^  mit  dem  imaginären  Geradenpaar 
ä;^  +  /  =  0  (vgl.  Boole,  Cambr.  matJi.  J.  3,  11  (1843)).  Deut- 
lich tritt  diese  Invarianteneigenschaft  von  a^^  -\-  a^^  hervor,  wenn 
man  allgemeine  projektive  Koordinaten  beibehält  (vgl.  Gundel- 
finger,  Vorl.  S.  87). 

Vermittelst  der  Formeln 

(32)  ^  =  Xcos  «j  +  Fcos  «2?  ->/ =  Xsinaj -|- Ysin  «2, 

«1  —  «2  =  ±  90" 

wird  im  Falle  Aj  =t=  Ag  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  |,  >/, 
dessen  Anfangspunkt  bereits  im  Mittelpunkt  der  Kurve  liegen 
möge  (s.  Gl.  (24)),  um  den  Winkel  a  gedreht,  so  daß  die  neuen 
Koordinatenachsen  X,  Y  mit  den  Achsen  der  Kurve  zusammen- 
fallen. Hierdurch  verwandelt  sich  die  nun  auf  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten ^,  ri  bezogene  Gleichung  (24)  unter  Rücksicht  auf  (28)  in 

(33)  X^X^  +  X^Y^+^==0, 
oder  in 

(34)  ^  4-  £_  _  1  =  0, 
wobei 


^1  ^8 


Natürlich  setzen, diese  Umformungen  voraus,  daß  die  Kurve 
(26)  einen  im  Endlichen  liegenden  Mittelpunkt  oder  eine  Mittel- 
punktslinie (vgl.  S.  224)  hat;  die  Achsentransformation  solcher 
Kurven  ist  damit  durchgeführt.  Je  nachdem  im  Falle  J.  4=  0  die 
Größen  m  und  n  beide  positiv  sind  oder  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben  oder  beide  negativ  sind,  wird  man  also  auf  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  oder  imaginäre  Kurve  geführt.  Der  Fall 
A  ==  0,  -ägg  =f=  0  liefert  ein  reelles  oder  imaginäres  Geradenpaar, 
je  nachdem  die  Vorzeichen  von  X^  und  l^  verschieden  oder  gleich  sind. 

Die  Gleichung  (33)  enthält,  wenn  sie  durch  Z  homogen  ge- 
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macht  wird,  nur  die  Quadrate  X^,  Y^  Z^.  Schon  Lagrange  be- 
handelte die  auf  unendlich  viele  Arten  mögliche  Transformation 
einer  homogenen  Funktion  2.  Grades  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten {Mise.  SOG.  laurinensis  1759  =  Oeuvres ^  publ.  par  J.  A. 
Serret  I,  7,  Paris  1867;  Gauß,  Disquisitiones  arithmeticae, 
Nr.  271,  Leipzig  1801  =  Werke  I,  305  f.).  Jede  solche  Trans- 
formation bezieht  die  Kurve  (26)  zugleich  auf  ein  Polardreieck 
(§  7),  bei  ihr  bleibt  nach  Sylvester  {Phil  Mag.  (4)  4,  138  (1852) 
=  Coli.  pap.  I,  378)  und  Jacobi  (/.  f.  Math.  53,  275  (1857) 
=  Ges.  WerJce  III,  593)  die  Anzahl  der  Quadrate  mit  einem  und 
demselben  Vorzeichen  erhalten  (Trägheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen).  Weitere  Literatur  EnzyM.  III  C  1  (Dingeldey),  S,  25. 
Liegt  der  Kurvenmittelpunkt  im  Unendlichen,  so  ist  natür- 
lich die  „Transformation  auf  den  Mittelpunkt"  (vgl.  (24))  undurch- 
führbar, dieser  Fall  also  noch  besonders  zu  behandeln.  Charakte- 
ristisch für  ihn  war  A^^  ==  0 ,  J.  =j=  0 ,  denn  ^33  ==  0  und  ^  =  0 
führt  auf  den  Fall  der  Mittelpunktslinie.  Man  nimmt  jetzt  zuerst 
die  Transformation  von  der  Form  (32)  vor,  setzt  also  in  (26): 

(35)  ic  =  X cos  «j -f-  Y cos  «2 ,     y  =  X sm  a^  -\-  Y sin  a^, 

wo  bei  der  Berechnung  von  «^  und  a^  mit  Hilfe  von  (28)  zu  beachten 
ist,  daß  nun  eine  der  beiden  Wurzeln  von  (29),  etwa  Aj,  ver- 
schwindet, da  ^33  ^«11  «2.'  —  ^12^^^  '^^^i  während  die  andere 
A3  =  a^i  +  ^22  wird.   Man  erhält  alsdann 

,     .         ^2^+2  X(aj3  cos  «1  -f  a23  sin  «J 

+  2  r(ai3  cos  «2  +  «23  sin  «2)  +  «33  =  0 , 
wobei 

(37)  a^i  cos  «1  -\-  0^2  sin  «^  =  0,     a^i  cos  a^  -{■  a22  sin  «^  =  0. 

Bei  Ausschließung  des  Falles  a^g  cos  «^  +  «23  ^^^  "i  =  ^ )  ^^^ 
wegen  (37)  auf  Ä^^  =  ^23  =  -^33  =  0  führen  würde,  läßt  sich 
durch  Parallelverschiebung  des  Koordinatensystems  die  Gleichung 

(36)  in  die  Form 

(38)  ^2__p3e  =  o 

I  bringen,  sie  stellt  daher  eine  Parabel  dar,  die  die  Gerade  X  =  0  zur 
Scheiteltangente,  ?)  =  0  zur  Achse  hat  (Kap.  X,  §  7).   Ist  jedoch 

'«jgGOs  cfi  -j- ttgg  sincfj  =  0,  so  geht  (36)  über  in  die  Gleichung 
eines  Parallelenpaares 

(39)  Ag  1^  -f  2  r(ai3  008  a,  +  a^g  sin  «2)  +  «ss  =  0 » 
deren  Diskriminante  gleich  —  {A^^  -f  A22)  gefunden  wird. 

15* 
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Von  der  Gleichung  (26)  der  allgemeinen  Kurve  2.  Ordnung 
ausgehend  wird  man  also  durch  die  vorstehend  angegebenen  Trans- 
formationen auf  die  Gleichungen  (33)  oder  (38)  oder  (39)  geführt, 
also,  von  den  imaginären  Gebilden  abgesehen,  auf  die  in  Kap.  X  als 
Kegelschnitte  bezeichneten  Gebilde.  Beim  Parallelenpaar  wäre  der 
Kegel  allerdings  zu  ersetzen  durch  einen  Zylinder  (Kegel  mit  un- 
endlich femer  Spitze). 


§  11.    Kriterien  der  Kurven  2.  Ordnung  und  2.  Klasse. 

Für  die  auf  schief-  oder  rechtwinklige  Koordinaten  bezogene 
Kurve  2.  Ordnung 

a^^x^  +  2a^^xy  -f  a^^y^  +  2a^^x  +  2a^^y  -\-  a^^  =  0 

erhält  man  Kriterien,   die  in  folgender  Tabelle  übersichtlich  zu- 
sammengestellt sind: 


As  +  O 


^33  =  0 


-l33<0 


A,3  >  0 


^  +  0 


Hyperbel 


«jjj.  oder  a^^A 


<0 


Ellipse 


>0 


Parabel 


Imag. 
Kurve 


^,,  <  0 


A3>0 


A^^  oder  Ag 


JL  =  0 


Reelles 

Geraden 

paar 

(Schnittpkt.  im  Endlichen) 


Imaginäres 
Geradenpaar 


<0 


>0 


Parallelenpaar 


-^11  ~-^2 
=  0 


Doppel- 
gerade 


Zum  großen  Teil  sind  diese  Kriterien  Resultate  der  Betrach- 
tungen in  §  4,  5,  8,  10;  zum  Teil  folgen  sie  unter  Beachtung 
der  bei  (34)  und  (39)  gemachten  Bemerkungen  und  unter  Be- 
rücksichtigung der  Tatsache,  daß  im  Falle  A^^  >  0  die  Größen  a^^ 
und  «22  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  zwar  dasselbe  wie  X^  und 
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Ag ,  denn  es  ist  J.33  =  X^k2}  ^11  "i"  ^22  =  ■^i  +  '^2 •  Ebenso  haben  Ä^^ 
und  ^-22  im  Falle  J.  =  0  gleiches  Vorzeichen,  da 

-^11-^22      -^12  ^-^%3  ^^  ^• 
Bei  Anwendung  obiger  Kriterien  auf  die  zu  einer  eigentlichen 
Kurve  2.  Klasse 

(40)  «11 M^  +  2a^2UV  4-  «22^^  +  2«i3M  +  2a23'^  +  «33  =  0 

gehörige  Gleichung  in  Punktkoordinaten  (vgl.  (15)  und  (17)) 

(41)  \,x^  +  2\2xy  +  A22^2  _^  2Ai3a;  +  2A232/  +  A33  =  0 

erhält  man  (A  =f=  O)  die  Kriterien  der  eigentlichen  Kurven  2.  Klasse 
bei  schief-  oder  rechtwinkligen  Linienkoordinaten:  Hyperbel  für 
Aa33  <C  0;  Ellipse  oder  imaginäre  Kurve  für  Aag3>0,  und  zwar 
das  eine  oder  andere  Gebilde,  je  nachdem  eine  der  Größen  An 
oder  A22  negativ  oder  positiv  ist;  Parabel  für  «33  =  0.  Im  Falle 
A  =  0  artet  die  Kurve  in  ein  Paar  von  Punkten  aus,  die  beide 
im  Endlichen  liegen,  falls  «33  =|=  0  ?  im  Falle  «33  =  0  liegt  jedoch 
mindestens  einer  der  Punkte  im  Unendlichen.    Vgl.  auch  §  6. 

§  12.   Asymptoten.    Gleichseitige  Hsrperbel. 

Dem  in  §  3  erwähnten  Satz  über  die  auf  einer  Geraden 
durch  die  konjugierten  Polepaare  der  Kurve  Je  gebildete  Involu- 
tion entspricht  dual,  daß  sämtliche  Paare  konjugierter  Polaren, 
die  einem  und  demselben  Strahlenbüschel  angehören,  eine  Involu- 
tion bilden,  deren  Doppelstrahlen  aus  den  im  Büschel  befindlichen 
Tangenten  von  k  bestehen.  Hieraus  folgt,  daß  sämtliche  Paare 
konjugierter  Durchmesser  zu  den  Asymptoten  von  k  harmonisch 
liegen.  Insbesondere  werden  bei  jeder  gleichseitigen  Hyperbel  die 
Winkel  zweier  konjugierten  Durchmesser  durch  die  Asymptoten 
halbiert  (vgl.  S.  204).  Man  kann  die  gleichseitige  Hyperbel  auch  als 
einen  Kegelschnitt  definieren,  für  den  das  imaginäre  Kreispunkte- 
paar ein  konjugiertes  Polepaar  ist.  Nun  war  f(ß,  z)  ==  0  die 
Bedingung  dafür,  daß  zwei  Punkte  mit  den  Dreieckskoordinaten 
y^  und  z^  (»  =  1,2,3)  konjugierte  Pole  von  f{x,  x)  =  0  sind;  wäre 
dieses  Punktepaar  durch  eine  Gleichung  in  Linienkoordinaten 

(42)  (»11^1  -f-  20,2^1  ^2  +  'Ö22**2  +  2a}j3MiWg 

-f  2  (»23%%  -f  0)33  w^  =0  • 

gegeben,  so  würde,  wie  man  leicht  sieht,  die  Bedingung  f{jy,  z)  =  Q  in 

(43)  «ii«ii  +  2ai2a)i2  -f  a^^w^^  -\-  2a^^(o^^ 

+  2a23C023  +0330)33  =  0 
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übergehen.  Falls  (42)  das  imaginäre  Kreispunktepaar  darstellt, 
wäre  (43)  die  Bedingung  dafür,  daß  f(x^  x)  =  0  eine  gleichseitige 
Hyperbel  ist.  Insbesondere  bei  rechtwinkligen  Parallelkoordinaten 
ist  also  (vgl.  S.  226)  a^^  -\-  a^^^O,  J.  =|=  0  die  Bedingung  der  gleich- 
seitigen Hyperbel. 

Die  Gleichung  des  Asymptotenpaares  erhält  man  aus  der 
Gleichung  des  Tangentenpaares,  das  in  den  Schnittpunkten  der 
Kurve  f(x,  x)  =  0  mit  einer  Geraden  t'^,^  v^x^  -f-  v^x^  +  %^3  ==  0 
gezogen  werden  kann,  wenn  die  Größen  Vj^,  v^,  v^  die  Koordinaten 
von  g^o  sind.  Die  Koordinaten  des  Pols  der  Geraden  v  sind  nun 
(vgl.  (8))  proportional  zu  y^  =  ^F'(vi)\  werden  diese  in  (10)  ein- 
geführt, so  erhält  man,  da  f{y,  y)  in  ÄF(v,v)  und  /"(«/,  x)  in  Äv^ 
übergeht,  das  gewünschte  Tangentenpaar  in  der  Gestalt: 

(44)  F(v,v)-f{x,x)-ÄvJ=^0, 

womit  nun  auch  das  Asymptotenpaar  bestimmt  ist.  Bei  homo- 
genen Parallelkoordinaten  x:y'-z  ist  ^  =  0  der  Ausdruck  für 
^00 ;  um  nun  das  Asymptotenpaar  zu  erhalten,  wärein  (44)  x^ix^'-Xe^ 
durch  x:y:z  zu  ersetzen,  F(v,v)  durch  ^33,  v^  durch  z. 

§  13.  Direktorkreis.     Ähnliche  Kegelschnitte. 

Wenn  man  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  den  Winkel  y  be- 
stimmt, den  die  von  einem  Punkte  x^ ,  y^  an  die  Kurve  (26)  ge- 
legten Tangenten  miteinander  bilden,  so  findet  man 


(45)  tgV   —      I     V~^("ll^l    +    ^%2^»yi    + h«88) 

WO 

(46)  2H  =  Ä,,(xl  -I-  yl)  -  2Ä,,x,  -  2Ä,,y,  +  A,,  -f  A,„ 
oder  im  Hinblick  auf  (23)  und  (34) 

(47)  2H^Ä,,{(x  -  a,y-\-  {y  -  b.f  -  m  -  n]. 

Hieraus  folgt,  daß  der  Ort  aller  Punkte,  von  denen  sich  an 
die  Kurve  Ti  zueinander  rechtwinklige  Tangenten  legen  lassen,  ein 
mit  /c  konzentrischer  Kreis  H  =  0,  der  sog.  Direktorkreis  oder 
Hauptkreis  der  Kurve  ist.  Im  Falle  einer  Parabel  (^33  =  0)  zer- 
fällt der  Kreis  in  ^00  und  die  Direktrix  der  Kurve,  denn  die  für 
-^33  ^=  ö  durch  (46)  dargestellte  Gerade  muß  aus  Gründen  der 
Symmetrie  rechtwinklig  zur  Achse  der  Parabel  sein;  überdies  ge- 
hört der  Schnittpunkt  L  von  Direktrix  und  Achse  der  Geraden  an. 
Da  nämlich  L  und  der  Brennpunkt  F  (Fig.  6,  S.  207)  ein  harmoni- 
sches Polepaar  der  Kurve  bilden,   erkennt   man  leicht,  daß  die 


§  13.  Direktorkreis.    §  14.  Weiteres- über  konj.  Durchmesser.     231 

Beriihrungssehne  des  von  L  an  die  Kurve  gelegten  Tangenten- 
paares mit  der  durch  jP  rechtwinklig  zur  Achse  gezogenen  Ge- 
raden zusammenfällt,  und  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Definition 
der  Parabel  folgt  als  Winkel  des  Tangentenpaares  der  rechte 
Winkel.  Im  Falle  einer  gleichseitigen  Hyperbel  wird  der  Eadius 
des  Kreises  gleich  Null,  der  Kreis  wird  ein  durch  die  imaginären 
Kreispunkte  gehendes  „zirkuläres  Geradenpaar"  (Gundelfinger). 
Auch  findet  man  leicht,  daß  der  Kreis  imaginär  wird,  wenn  eine 
Hyperbel  vorliegt,  deren  Nebenachse  26  größer  als  die  Haupt- 
achse 2  a  ist. 

Bei  Einführung  der  Mittelpunktskoordinaten  (23)  des  Kegel- 
schnitts an  Stelle  von  x^^  y^  in  (45)  erhält  man  den  durch  die 
Asymptoten  gebildeten  Winkel  a,  und  zwar  folgt 


(48)  u„g„_±_Z.^_±_>^, 

wo  ^.^,^2  die  Wurzeln  der  Gleichung  (29)  sind.  Mit  Rücksicht 
9,uf  (33)  ist  also  ersichtlich,  daß  a  nur  von  dem  Verhältnis  a'.h 
der  Achsenlängen  der  Kurve  abhängt.  Kegelschnitte,  für  die  dieses 
Verhältnis  dasselbe  ist,  heißen  ähnlich;  sie  haben  offenbar  auch 
gleiche  numerische  Exzentrizität,  und  umgekehrt.  Kommt  noch 
gleiche  Achsenrichtung  hinzu,  so  sind  die  Kurven  ähnlich  und 
ähnlich  liegend,  sie  sind  homothetisch.  Alle  Parabeln  sind  einander 
ähnlich. 

§  14.  Weitere  Sätze  über  konjugierte  Durclunesser. 

Schon  bei  Apöllonim  (Buch  7,  §  12 — 13  und  §  31)  finden 
sich  über  konjugierte  Durchmesser  die  beiden  Sätze: 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  ziveier  konju- 
gierten Halbmesser,  hei  der  Hyperbel  deren  Differenz  konstant  und 
gleich  der  Summe  bziv.  Differenz  der  Quadrate  der  Halbachsen. 

Alle  Parallelogramme,  deren  Paare  von  Gegenseiten  durch  die 
in  den  EndpunJäen  zweier  konjugierten  Durchmesser  gezogenen 
Tangenten  gebildet  werden,  sind  inhaltsgleich  mit  dem  Bechteck,  das 
die  Scheiteltangenten  bilden. 

Auf  Grund  der  schon  S.  202  erwähnten  affinen  Verwandtschaft 
zwischen  der  Ellipse  x  =  a  cos  t,  y  =  b  s'mt  und  dem  Kreis 
^^  +  P^  =  <^^  entsprechen  nämlich  zwei  zueinander  rechtwinkligen 
Durchmessern  des  Kreises,  deren  einer  nach  dem  Punkt  x  =  a  cos  t, 
y  =  a  sin  f  des  Kreises  geht,  zwei  konjugierte  Durchmesser  der 
Ellipse,  von  denen  der  eine  nach  dem  Punkte  x  =  a  cos  t,  y  =  b  sin  t, 
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der  andere  nach  dem  Punkt  mit  dem  Parameter  t  -\-  ^n  geht.  Die 
Quadrate  der  zugehörigen  Halbmesser  sind 

a\  =  a^co^^t  -\-  b^  sin^t  und  bl  =  a^sin^^  +  fe^cos^^; 
hieraus  folgt  af  -f-  6^  =  a^  +  b^.    Ebensoleicht  ist  der  zweite  Satz 
zu  beweisen.    Zum  Beweis  vgl.  Plücker,  A.  E.  I,  144;  Salmon- 
Fiedler,  Ä.  G.  d.  K.  I,  337f.;   Gundelfinger,  Vorl.  S.  281  f. 

Natürlich  folgt  aus  dem  zweiten  der  vorstehenden  zwei  Sätze, 
daß  der  Inhalt  aller  ParaUclogramme,  die  Jconjugierte  Durchmesser 
zu  Diagonalen  habin,  halb  so  groß  ist  wie  das  Rechteck,  das  die 
Scheiteltangenten  bilden. 

Unter  allen  einer  Ellipse  umschriebenen  Vierecken  hat  das 
durch  die  Tangenten  der  Endpunkte  konjugierter  Durchmesser 
gebildete  Parallelogramm  den  Meinsten  Inhalt.,  unter  allen  ein- 
geschriebenen Vierecken  hat  das  durch  die  Endpunkte  konju- 
gierter Durchmesser  bestimmte  Parallelogramm  den  größten  In- 
halt (Durrande,  Ann.  de  Math.  12,  142  und  223  (1822)).  Einer 
Ellipse  eingeschriebene  Vierecke  von  größtem  Umfang.,  um- 
schriebene von  kleinstem  Umfang  behandelt  Steiner,  J.  f.  Math. 
37,  182  (1848)  =  Werke  IT,  411. 

Die  Diagonalen  des  einer  Ellipse  umschriebenen  Rechtecks 
der  Scheiteltangenten  bilden  ein  Paar  gleich  großer  konjugierter 
Durchmesser;   auf  dieses  als  Koordinatenachsen   bezogen  nimmt 

die  Kurvengleichung  die  Gestalt  x^  -\-  y^  =  — ~ —  an.   Der  durch 

die  Diagonalen  gebildete  spitze  Winkel  ist  der  kleinste  Winkel, 
der  bei  zwei  konjugierten  Durchmessern  vorkommt.  (Salmon- 
Piedler,  A.  G.  d.  K.  I,  343). 

Die  Konstruktion  der  Achsen  eines  Kegelschnitts,  wenn  ein 
Paar  konjugierter  Durchmesser  gegeben  ist,  läßt  sich  auf  sehr 
viele  Arten  erledigen.  Wir  verweisen  für  sie  z.  B.  auf  Salmon- 
Fi edler,  A.  G.  d.  K.  T,  340,  ferner  auf  Somoff,  Noiw.  Ann.  19, 
122  (1860);  Chasles,  S.  c.  S.  132;  Mannheim,  Nouv.  Ann.  16, 
188  (1857);  (2)  17,  529  (1878);  (4)  4,  5  (1904);  Rodenberg, 
Zschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  27,  803  (1883);  Graefe,  Zschr.  f.  M. 
4-6,  352  (1901). 

Zahlreiche  Konstruktionen  der  Achsen  aus  gegebenen  Stücken 
findet  man  bei  Pelz,  Wien.  Der.  73,  379  (1895). 

§  15.    Erzeugnis  projektiver  Strahlenbüschel  oder 
Punktreihen. 

In  der  neueren  synthetischen  Geometrie  wird  seit  Steiner 
und    Chasles   der  Kegelschnitt   als  Ort   der  Schnittpunkte  ent- 
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sprechender  Strahlen  zweier  projektiven  Strahlenbüschel  oder  als 
Hüllkurve  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier 
projektiven  Punktreihen,  die  nicht  perspektiv  liegen,  betrachtet. 
Der  so  erzeugte  Kegelschnitt  geht  auch  durch  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Strahlenbüschel  oder  hat  die  Träger  der  beiden  Punkt- 
reihen zu  Tangenten. 

Je  nachdem  die  Büschel  zwei  Paare,  ein  Paar  oder  kein  Paar 
paralleler  entsprechender  Strahlen  enthalten,  entsteht  eine  Hyperhely 
Parabel  oder  Ellipse,  denn  diese  Kegelschnitte  unterscheiden  sich 
dadurch,  daß  sie  mit  g^a  zwei  verschiedene  reelle  Punkte,  einen 
Berührungspunkt  oder  keine  reellen  Punkte  gemein  haben.  Im 
ersten  Fall  können  die  Büschel  sowohl  gleichlaufend  als  un- 
gleichlaufend sein,  in  den  beiden  anderen  Fällen  müssen  sie 
gleichlaufend  sein.  Je  nachdem  zwei  gleiche  (kongruente)  pro- 
jektive Strahlenbüschel  ungleichlaufend  oder  gleichlaufend  sind,  er- 
zeugen sie  eine  gleichseitige  Hyperbel  oder  einen  Kreis.  Doch  kann 
die  gleichseitige  Hyperbel  auch  durch  zwei  ungleiche  projektive 
Büschel  erzeugt  werden,  es  muß  nur  das  eine  Paar  einander  ent- 
sprechender paralleler  Strahlen  zu  dem  anderen  rechtwinklig  sein. 
Das  Erzeugnis  zweier  projektiven  Punktreihen  ist  eine  Para6e/, 
wenn  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Punktreihen  einander  ent- 
sprechen, d.  h.  wenn  die  Punktreihen  einander  ähnlich  sind.  Ver- 
wickelter sind  die  Kriterien  für  die  Erzeugung  von  Ellipse,  Hy- 
perbel, Kreis,  gleichseitiger  Hyperbel  durch  projektive  Punktreihen. 
[Vgl.  hierfür  sowie  für  die  nähere  Ausführung  der  vorstehenden 
Betrachtungen  Steiner,  S.  E.,  §  37—40  =  Werke  I,  329—338-, 
Chasles,  Aperqu  hisioriquc,  Note  15;  Steiner-Schröter,  §  20 
bis  26;  Reye,  G.  d.  L.  I,  67ff.  und  85fF. 

Auf  anderem  Wege  kommt  H.  Wiener  {Abhandlungen  zur 
Sammlung  mathcm.  Modelle  I,  1.  Heft,  Nr.  7,  Leipzig  1907)  zur 
Beziehung  von  Durchmessern  und  konjugierten  Richtungen  und 
von  da  zur  Konstruktion  der  Kegelschnitte  innerhalb  der  affinen 
Geometrie.  Die  nachstehenden  diesbezüglichen  Ausführungen  rühren 
von  Herrn  Wiener  her,  dem  ich  für  deren  Überlassung  hiermit 
den  wärmsten  Dank  ausspreche.  Zweierlei  Strahl eninvolutiouen 
sind  in  der  äquiformen  Geometrie  unmittelbar  gegeben,  nämlich 
die  Bechiwinh'linvolution ,  deren  Strahlenpaare  durch  die  imagi- 
nären Kreispunkte  harmonisch  getrennt  werden,  und  die  Gleich- 
mnkelinvoluiion,  die  irgend  zwei  senkrechte  Strahlen  zu  Doppel- 
strahlen hat.  Aus  ihnen  wird  durch  Parallelprojektion  in  der 
affinen  Geometrie  die  allgemeine  elliptische  und  hyperbolische 
Strahleninvolution  gewonnen,  also  auch  die  Beziehung,  die  mau 
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eine  „gemischte  Involution"  nennen  könnte  und  die  den  Durch- 
messern eines  Mittelpunktskegelschnitts  ihre  konjugierten  Rich- 
tungen zuordnet;  ihr  läßt  sich  eine  ebensolche  Beziehung  an  die 
Seite  stellen,  die  für  die  Parabel  dasselbe  leistet. 

Diese  Beziehungen  liefern  für  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel 
eine  einheitliche  Erzeugung,  sowohl  für  Punkt-  wie  für  Tangenten- 
kurven, Ist  nämlich  für  die  Kurve  außer  dem  System  der  Durch- 
messer und  ihrer  konjugierten  Richtungen  ein  Punkt  oder  eine 
Tangente  gegeben,  so  erhält  man  alle  übrigen  solchen  Stücke,  in- 
dem man  das  gegebene  Stück  an  jedem  Durchmesser  in  der  kon- 
jugierten Richtung  spiegelt.  Aus  diesem  „Spiegelverfahren"  leitet 
man  ein  „Schnittverfahren"  ab,  das  für  die  Mittelpunktskegel- 
schnitte die  Verallgemeinerung  des  dem  Thaies' zugeschriebenen 
Kreissatzes  vom  rechten  Winkel  im  Halbkreis  liefert:  Zieht  man 
aus  zwei  Gegenpunkten  des  Kegelschnitts  (d.  h.  solchen,  die  zum 
Mittelpunkt  symmetrisch  liegen,)  zwei  Geraden  in  konjugierter 
Richtung,  so  schneiden  sich  diese  auf  dem  Kegelschnitt,  und  dual 
hierzu:  Schneidet  man  zwei  Gegentangenten  des  Kegelschnitts  mit 
zwei  konjugierten  Durchmessern,  so  berührt  die  Verbindungsgerade 
der  Schnittpunkte  die  Kurve. 

Der  Wert  dieser  Sätze  beruht  darauf,  daß  nicht  nur  die  in 
ihnen  enthaltenen  Konstruktionen  ausschließlich  der  äquiformen 
und  affinen  Geometrie  angehören,  sondern  auch  ihre  Beweise 
{H.  Wiener  a.  a.  0.  Anm.  III,  S.  69fF.),  da  diese  auf  Anwendung 
des  Grundsatzes  der  projektiven  Geometrie  sowie  auf  Verhältnisse 
oder  Doppelverhältnisse  und  ebenso  auf  Stetigkeitsbetrachtungen 
verzichten  und  sich  nur  auf  die  Kongruenz  der  Figuren  und  die 
Parallelprojektion  stützen. 

§  16.  Satz  von  Pascal. 

Da  ein  Kegelschnitt  Ic  im  allgemeinen  durch  fünf  seiner 
Punkte  oder  fünf  Tangenten  bestimmt  ist,  kann  man  zu  seiner 
projektiven  Erzeugung  zwei  der  gegebenen  Punkte  (Tangenten)  zu 
Mittelpunkten  der  ihn  erzeugenden  Strahlenbüschel  (zu  Trägern  der 
ihn  erzeugenden  Punktreihen)  wählen  und  die  anderen  drei  ge- 
gebenen Elemente  zur  Festlegung  der  projektiven  Beziehung  be- 
nutzen.  Es  folgt  dann  aus  den  früheren  Betrachtungen: 

Werden  vier  beliebig  aber  fest  Werden  vier  beliebig  aber  fest 

gewählte  PunMe  von  Je  mit  ir-  gewählte  Tangenten  von   Je  mit, 

()end  einem  fünften  PunJcte   der  irgendeiner     fünften     Tangente 

Kurve   verbunden,    so   ist   das  gcscJmittcn ,  so  ist  das  Doppel- 


§  16.    Satz  von  Pascal. 


235 


Fig.  2. 


oppelverhältnis der  vierStrahlen      Verhältnis  der  vier  ScJmittpunJcte 
Immer  dasselbe.  immer  dasselbe. 

^Steiner,  S.  E.  §  43.) 

Die  Tatsache,  daß  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  bestimmt 
ist,  hat  zur  Folge,  daß  zwischen  sechs  Punkten  der  Kurve  eine  ge- 
tsrisse  Beziehung  stattfinden  muß.    Eine  solche  ist  z.  B.  durch  (3) 
gegeben,  wenn   x^,X2,x^   die 
Koordinaten     eines     sechsten 
Punktes  f  der  Kurve  bedeuten, 
ader  sie  kommt  dadurch  zum 
&.usdruck,     daß     man     etwa 
iie    zwei    Doppelverhältnisse 
i^abce)  und  fiabce)  einander 
gleich  setzt.  Bei  weiterer  Ver- 
folgung dieses  letztgenannten 
Verfahrens  zeigt  sich,  daß  die 
Greraden  ab  und  &c  in  projek- 
tiven Punktreihen  geschnitten 
werden,  indem  die  zwei  Punkt- 
Quadrupel  a,  h,  (de)  (ab)  =  t, 
[de){ab)  =  q  und   (/"«)  (/;c) 
=  s,  b,  c,  (fe)(bc)  =  r  dasselbe  Doppelverhältnis  haben  (Fig.  2). 
Da   in   diesen   zwei   Punktreihen    der   Punkt  b    sich   selbst   ent- 
spricht,  sind  sie   auch   perspektiv,  die  Verbindungslinien  von  a 
mit  s,  von  t  mit  c  und  von  q  mit  r  gehen  durch  einen  und   den- 
selben Punkt  ^,  oder  die  Schnittpunlcfe  q=  (ab)  (ed),  p  =  (fa)  (de) 
ind   r  =  (fe)  (b  c)   der  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten   des 
Hnem  Kegelschnitt   eingeschriebenen  Sechsecks  abcdefa  schneiden 
iich  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Diese  Gerade  heißt  die  Pascal - 
che  Gerade  des  Sechsecks  nach  B.  Pascal,  der  den  Satz  1639 
m  Alter  von  16  Jahren  fand  (Essais  pour  les  coniques  =  (Euvres 
'ompl..,  hrsgg.  von  Lahure,  II,  354,  Paris  1858).  Aufs  neue  wurde 
er  Satz  selbständig  von  Macl aurin  gefunden,  bei  dem  er  sofort 
US    folgender    Erzeugungsweise    der    Kegelschnitte    hervorgeht: 
)rehen  sich  die  Seiten  xy^  yz,  zx  eines  veränderlichen  Dreiecks 
yz  um  drei  feste  Punkte  a,  c,  e,  während  zwei  seiner  Ecken  (y,z) 
uf   festen   Geraden  j5,  D   fortrücken,   so   beschreibt   die   dritte 
Icke  X  einen  Kegelschnitt,  der  durch  a  und  e  geht,  sowie  durch 
ie  Punkte  g  =  (ac)D,  h  =  DB,  7c  =  (ce)B.   Man  sieht  hier,  daß 
ich  die  Gegenseiten  des  Sechsecks  aghkex  in  den  Punkten  c,  z,  y 
iner  und  derselben  Geraden  schneiden  (London  Trans.  39,  Nr.  439 
1735),  gefunden  1722).    Zu  der  Frage,  wie  in  einfachster  Weise 
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auf  Grund  des  Maclaurinschen  Satzes  Kreise,  gleichseitige  Hy- 
perbeln oder  Parabeln  erzeugt  werden  können,  vgl.  Dingeldey, 
Atti  dellV.  congresso  interna^,  dei  matcmatici  (Roma  1908),  2,  278; 
Math.  Ver.  18,  99  (1909).  Auch  Schlamp  hat  näher  untersucht, 
was  für  Kegelschnitte  bei  besonderen  Lagen  der  drei  festen  Punkte 
und  der  zwei  festen  Geraden  erzeugt  werden,  und  hat  einen  Apparat 
zur  Verwirklichung  der  Maclaurinschen  Erzeugungs weise  der 
Kegelschnitte  konstruiert  {Progr.  Neues  Gymnasium  zu  Darmstadt, 
1908).  Zum  Prioritätsstreit  zwischen  Braikenridge  und  Mac- 
laurin  vgl.  Cantor,  G.  d.  M.  HI,  787ff.  und  E.  Kötter,  Math. 
Ver.  5,  15  (1901).  Übrigens  gilt  auch,  wie  Braikenridge  und 
Maclaurin  fanden,  der  allgemeinere  Satz,  daß  eine  Ecke  eines 
veränderlichen  n-EcJcs  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  wenn  sich  die 
übrigen  n  —  1  Ecken  auf  festen  Geraden  bewegen,  während  sich 
sämtliche  Seiten  um  feste  Punkte  drehen. 

Dem  Pascalschen  Satz  entspricht  dual  der  Satz  von  Brian- 
chon:  Die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  eines  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Sechsseits  schneiden  sich  in  einem  und  dem- 
selben Punkte,  dem  Brianchon sehen  Punkte  des  Sechsseits 
(/.  ec.  pol.  6,  cah.  13,  301  (1806)). 

Bezüglich  der  zahlreichen  anderen  Beweise,  die  für  die  Sätze 
von  Pascal  und  Brianchon  gegeben  wurden,  sei  noch  auf  den 
soeben  erwähnten  Bericht  von  E.  Kötter  (S.  14 ff.)  verwiesen, 
femer  auf  den  Artikel  von  Dingeldey,  Enzykl.  Ill  C  1,  Nr.  18 f. 
und  auf  M.  Simon,  E.  d.  G.,  S.  185. 

Beide  Sätze  lassen  sich  zu  zahlreichen  Konstruktionen  ver- 
wenden, z.  B.  zur  Konstruktion  weiterer  Punkte  (Tangenten)  eines 
durch  fünf  Punkte  (Tangenten)  gegebenen  Kegelschnitts,  oder 
zur  Konstruktion  der  Tangente  in  einem  dieser  fünf  Punkte  (des 
Berührungspunktes  einer  der  fünf  Tangenten)  usw.  Vgl.  z.  B. 
Enriques,  P.  G.,  S.  220ff. 

Läßt  man  die  erste,  dritte  und  fünfte  Seite  eines  einge- 
schriebenen Sechsecks  unendlich  klein  werden,  so  folgt:  Bei  jedem 
einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen  Dreieck  treffen  die  in  den  Ecken 
gezogenen  Tangenten  die  Gegenseiten  in  Punkten  einer  Geraden 
(Carnot,  G.  d. p.  Nr.  399),  und  dual  ergibt  sich:  Bei  einem  um- 
schriebenen Dreiseit  gelten  die  von  den  Ecken  nach  den  Berührungs- 
punkten der  Gegenseiten  gezogenen  Geraden  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  (Satz  von  Ceva,  1678). 

Durch  beliebige  sechs  Punkte  eines  Kegelscbnitts  sind  offenbar 
6!  :  12  =  60  verschiedene  Sechsecke  bestimmt,  denen  60  Pascal- 
sche  Geraden  ^  entsprechen.    Steiner  fand  nun,  daß  diese  zu  J6 
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dreien  durch  einen  Punkt  gehen,  wodurch  20  solche  Stein  er  sehe 
Punkte  ®  entstehen  (Ann.  de  Math.  18,  339  (1828)  =  Werke  I, 
224).  DiePunkte®  liegen,  wie  Plück er  bemerkte,  auf  15  Steiner- 
Plück  er  sehen  Geraden  j,  deren  jede  vier  Steiner  sehe  Punkte  ent- 
hält, so  daß  durch  jeden  Punkt®  drei  Geraden  j  gehen.  Kirkman 
fand  60  Punkte  §  (Kirknaansche  Punkte),  durch  deren  jeden  drei 
Pascal  sehe  Geraden  t)  gehen,  so  daß  auf  jeder  ^  ein  (^  und  drei  ^ 
liegen.  Cayley  und  Salmon  fanden  unabhängig  voneinander 
20  Cayley -Salmon  sehe  Geraden  g,  deren  jede  drei  Punkte  § 
enthält,  und  Salmon  erkannte,  daß  auf  jeder  g  ein  Steiner- 
scher Punkt  65  liegt,  sowie  daß  immer  vier  Geraden  g  durch  einen 
von  15  „Salmon sehen  Punkten"  gehen.  Sämtliche  Sätze  dieser 
Art  beruhen  im  wesentlichen  auf  dem  fundamentalen  Satze  von 
Desargues  über  perspektiv  liegende  Dreiecke,  wonach  bei  diesen 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  sieh  in  einer  Geraden 
befinden. 

Es  ist  nicht  möglich,  hier  die  Pascal  sehe  Konfiguration  und 
gewisse  bei  ihr  vorkommende  Dualitäten  weiter  zu  verfolgen; 
wir  verweisen  vielmehr  auf 
Sal  mon-Fied\er,A.G-.d.K. 
n,  S.  470  ff.  und  X— XH; 
Clebsch-Lindemann,  Fori. 
I,  275—304;  Hesse,  Vorl. 
laus  der  anal.  Geom.  der  ge- 
raden Linie,  des  Punktes  und 
des  Kreises  in  der  Ebene, 
i.  Aufl.  hrsgg.  von  Gundel- 
finger,  S.  155  ff.,  Leipzig 
1906;  Dingeldey,  EnsyM. 
m:  C  1,  Nr.  20—22. 

Auf  den  Schnitt  eines 
Kegelschnitts  mit  den  Seiten 
jines  Dreiecks  ABC  bezieht 
lieh  ein  Satz  von  Carnot 
G.  d.  p.  Nr.  236 — 240),  demzufolge  zwischen  den  auf  den  Seiten 
gebildeten  Abschnitten  (Fig.  3)  die  Beziehung  stattfindet: 

.  AM-  AM'-BP-  BP'-  CN-  CN' 

^  =  AN-  AN'    BMBM'CPGP'. 

Chasles  zeigte  mit  Hilfe  dieses  und  eines  dual  entsprechenden 
latzes,  daß  die  Verbindungslinien  der  Ecken  eines  Dreiecks  mit 
'^en  auf  den  Gegenseiten  durch  einen  Kegelschnitt  k  ausgPySchnit- 


Flg.  8. 
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tenen  PunJcten  Tangenten  eines  zweiten  Kegelschnitts  sind  {S.  c,  ß.  62 ; 
vgl.  auch  Hesse,  J.  f.  Math.  6b,  384^  (186&)  =  Ges.WerJce,  S.  529; 
W.  Fr.  Meyer,  Math.-Ver.  9,  94  (1901)).  Dual  entsprechend 
schneiden  die  von  den  Ecken  eines  DreiecTcs  an  h  gezogenen  Tan- 
genten die  Gegenseiten  in  Punkten  eines  zweiten  Kegelschnitts,  und 
wenn  k  in  ein  Punktepaar  ausartet,  folgt  der  Satz  von  Steiner, 
daß  die  Verbindungslinien  zweier  Punkte  mit  den  Ecken  eines  Drei- 
ecks die  Gegenseiten  in  Punkten  eines  Kegelschnitts  treffen  (Ann. 
de  Math.  19,  3  (1828)  ==  Werke  I,  184). 

§  17.  Eingeschriebene  Polygone.  Schließungssatz 
von  Poncelet. 

Dem  S.  236  erwähnten  allgemeinen  Satze  von  Braikenridge 
und  Maclaurin  entspricht  dual  folgender  von  Poncelet  be- 
wiesener Satz :  Bewegen  sich  die  n  Ecken  eines  veränderlichen  n- 
Ecks  auf  n  festen  Geraden,  während  sich  seine  Seiten  mit  Ausnahme 
einer  einsigen  um  feste  Punkte  drehen,  so  werden  von  dieser  freien 
Seite  und  von  allen  Diagonalen  Kegelschnitte  umhüllt.  Poncelet 
ersetzte  ferner  die  n  Geraden  durch  einen  einzigen  festen  Kegel- 
schnitt k  und  fand,  daß  alsdann  die  freie  Seite  und  jede  Diago- 
nale je  einen  Kegelschnitt  umhüllt,  der  k  doppelt  berührt  (P.  p. 
Nr.  493 — 536).  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  löste  Poncelet  die  Auf- 
gabe, einem  Kegelschnitt  k  ein  %-Eck  einzuschreiben,  dessen  Seiten 
in  vorgeschriebener  Eeihenfolge  durch  n  feste  Punkte  gehen  sollen; 
jeder  der  vorerwähnten  zwei  Berührungspunkte  von  k  mit  dem 
von  der  freien  Seite  umhüllten  Kegelschnitt  kann  als  Anfangs- 
ecke des  gesuchten  Polygons  gewählt  werden.  Zur  Konstruktion 
dieser  Punkte  gibt  Poncelet  zwei  Wege  an  (Ann.  de  Math.  8, 
148ff.  (1817);  P.p.  Nr.  558  —  560).  Für  den  Fall,  daß  k  ein  Kreis, 
w  =  3  ist  und  die  Punkte  einer  Geraden  angehören,  hat  schon 
Papp  US  die  Aufgabe  gelöst,  bei  beliebiger  Lage  der  drei  Punkte 
de  Castillon,  Lagrange,  Euler  u.a.  Für  einen  Kreis  und  be- 
liebiges n  gaben  L'Huilier  und  Carnot  analytische  Lösungen, 
die  erste  geometrische  gab  A.  Giordano,  dann  Malfatti.  Nähere 
Literatur  an  gaben,  auch  zur  dual  entsprechenden  Aufgabe,  bei 
Dingeldey,  Enzykl.  HI  C  1,  S.  45f.  und  bei  M.  Simon,  E.  d.  G., 
S.  105if. 

Die  Aufgabe,  einem  gegebenen  Kegelschnitt  \  ein  i?-Eck 
einzuschreiben,  dessen  n  Seiten  einem  anderen  Kegelschnitt  k^  um- 
schrieben sind,  hat  gleichfalls  Poncelet  gelöst.  Er  fand,  daß, 
wenn  sich  ein  der  Kurve  eingeschriebener  Polygonzug,  dessen  Seiten  k^ 
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berühren,  nicht  schließt,  die  Aufgabe  überhaupt  keine  Lösung  hat. 
Schließt  er  sich  aber,  so  gibt  es  unendlich  viele  Lösungen,  indem 
man  nun  mit  jedem  PunJct  von  \  als  Anfangspunkt  ein  geschlossenes 
Polygon  der  gewünschten  Art  konstruieren  kann  (P.  p.  Nr.  565 ff.; 
A.  a.  g.  I,  308—367;  E.  Kötter,  Math.-Ver.  5,  149  (1901)). 
Den  Fall  zweier  Kreise  behandelt  Weill,  J.  de  Math.  (3)  4,  265 
(1878).  Auf  die  Lösung  der  Aufgabe  in  diesem  Fall  hat  übrigens 
schon  Jacobi  eine  schöne  Anwendung  der  elliptischen  Integrale 
1.  Gattung  gemacht  {J.  f  Math.  3,  381  ff.  (1828)  =  Werke,  hrsgg. 
von  Borchardt,  I,  284;  vgl.  hierzu  auch  Richelot,  J.  f.  Math. 
5,  250  (1830)  und  38,  353  (1849),  sowie  die  Darstellung  bei 
Durege,  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  3.  Aufl.,  1878, 
10.  Abschn.,  und  bei  Fricke,  Kurzgefaßte  Vorl.  über  versch.  Gebiete 
d.  höh.  Math.,  S.  285,  Leipzig  1900. 

Zur  Lösung  des  Problems  im  Fall  zweier  beliebigen  Kegel- 
schnitte benutzte  auch  Cayley  die  Eigenschaften  der  elliptischen 
Integrale  1.  Gattung  und  drückte  die  Bedingung  des  Schließens 
durch  die  Invarianten  von  k^  und  fcg  aus  (^Phil.  Mag.  (4)  6,  99 
und  376  (1853)  =  Coli.  pap.  II,  87  und  91;  Fhil.  Mag.  (4)  7, 
339  (1854)  =  Coli.  pap.  II,  138;  London  Trans.  151,  225  (1861) 
=  Coli.  pap.  IV,  292).  Vgl.  ferner  Chasles,  G.  s.,  Kap.  35;  Ro- 
sanes  und  Pasch,  J.  f  Math.  64,  126  (1865);  70,  173  (1869); 
M.  Simon,  ebenda  81,  301  (1876);  Clifford,  London  M.  S. 
Proc.  7,  29  und  225  (1876)  =  Math,  pap.,  S.  205  und  218; 
aundelfinger,  J.  f  Math.  83,  171  (1877);  Halphen,  Traite 
iie.9  fonctians  elliptiques  11,  Kap.  10,  Paris  1888. 

Poncelet  betrachtete  auch  veränderliche  n-Ecke,  die  einem 
Kegelschnitt  k  eingeschrieben  sind,  während  je  eine  von  n  —  1  Seiten 
e  einen  von  n  —  1  Kegelschnitten  berührt,  die  mit  k  demselben  Büschel 
vgl.  Kap.  XII,  §  l)  angehören;  er  zeigte,  daß  alsdann  auch  die  letzte 
'ieite  eine  Kurve  des  Büschels  berührt  {P.  p.  Nr.  5 30 ff.;  A.  a.  g.  I, 
J48ff.).  Neuerdings  hat  Rohn  {Leipg.  Ber.  60,  94  (1908))  in  sehr 
leganter  Weise  das  Schließungsproblem  behandelt  und  neue  Ergeb- 
lisse  gewonnen,  indem  er  von  einer  gewissen,  symmetrischen  zwei- 
weideutigen  Verwandtschaft  ausging.  Er  zeigte  u.  a.,  daß  bei  be- 
.ebiger  Änderung  der  Reihenfolge  der  Kegelschnitte,  die  von  den 
lUfeinanderfolgenden  Seiten  des  w-Ecks  berührt  werden,  immer 
och  geschlossene  w-Ecke  existieren ,  wenn  es  in  der  ursprüng- 
chen  Reihenfolge  solche  gab.  Auch  die  algebraische  Bedingung 
es  Schließens  für  die  dem  Kegelschnitt  \  eingeschriebenen  und  k^ 
mschriebenen  w-Ecke  hat  Rohn  behandelt  und  für  zahlreiche 
inerte  n  abgeleitet. 
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Bezüglich  rein  geometrischer  Behandlung  des  Schließungs- 
prohlems  sei  noch  verwiesen  auf  Thomae,  Leipz.  Ber.  47,  352 
(1895)  und  Männchen,  Ärch.  Math.  Phys.  (3)  7,  226  (1904). 


§  18.   Neuere  Definitionen  der  Brennpunkte. 

Die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  wurden  schon  in  Kap.  X,  §  3 
bis  8  behandelt.  Die  synthetische  Geometrie  gelangt  zu  ihnen  in 
anderer  Weise,  als  dort  gezeigt  wurde.  Poncelet  definiert  die 
Brennpunkte  als  Mittelpunkte  solcher  Strahlenbüschel ,  bei  denen  je 
ßwei  nach  §  3  und  §  12  m  bezug  aufk  konjugierte  Strahlen  zueinander 
rechtwinklig  sind.  Die  von  einem  Brennpunkt  F  an  k  gelegten 
Tangenten  sind  demnach  als  Geraden  anzusehen,  die  F  mit  den 
imaginären  Kreispunkten  verbinden.  Die  von  den  Strahlenpaaren 
gebildete  Involution  ist  somit  elliptisch,  die  Brennpunkte  müssen 
daher  im  Inneren  von  k  liegen,  und  zwar  auf  den  Achsen,  denn 
der  durch  F  gelegte  Durchmesser  ist  eine  Achse,  weil  er  recht- 
winklig ist  zu  allen  ihm  Ifonjugierten  Sehnen.  Man  findet  bei  den 
Mittelpunktskegelschnitten  auf  jeder  Achse  ein  zum  Mittelpunkt 
symmetrisch  gelegenes  Brennpunktepaar,  das  auf  der  Nebenachse 
liegende  ist  allerdings  imaginär;  bei  der  Parabel  gibt  es  nur  zwei 
reelle  auf  der  Achse  liegende  Brennpunkte,  einen  im  Endlichen 
und  einen  im  Unendlichen  (Poncelet,  Ann.  de  Math.  8,  222 
(1818);  P.  p.  Nr.  470).  Aus  der  Poncelet  sehen  Definition  der 
Brennpunkte  folgt,  daß  sie  als  Schnittpunkte  der  von  den  ima- 
ginären Kreispunkten  an  die  Kurve  gelegten  Tangenten  anzusehen 
sind.  Dies  wurde  von  Plücker  auf  beliebige  algebraische  Kurven 
ausgedehnt,  Ä.  E.  II,  64;  J".  /.  Math.  10,  84  (1833)  =  Ges.  Werke 
I,  290f ;  vgl.  Chasles,  S.  c.,  S.  191;  Siebeck,  J.  f.  Math.  64, 
175  (1865). 

Steiner  gelangte  zu  den  Brennpunkten,  indem  er  auf  einer 
Achse  von  k  einem  beliebigen  Punkt  P^  einen  Punkt  Pg  tlerart 
zuordnete,  daß  sich  je  zwei  durch  P^  und  P^  gehende  konjugierte 
Geraden  rechtwinklig  schneiden.  Die  Doppelelemente  F^,  F^  der 
durch  die  Punktepaare  P^ ,  P^  auf  der  Achse  gebildeten  „Fokal- 
involution" sind  die  Brennpunkte  (Steiner-Schröter  §  35). 
Das  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  gehende  Paar 
zueinander  rechtwinkliger  konjugierter  Polaren  liegt  harmonisch 
zu  dem  durch  P  gehenden  Tangentenpaar,  halbiert  also  den 
Winkel  der  beiden  Tangenten,  ebenso  den  Winkel  der  Strahlen 
PF^  und  PF^.  Liegt  insbesondere  P  auf  der  Kurve,  so  folgt,  daß 
der  eine  Winkel  der  beiden  Strahlen  PF^  und  PF^   durch   die 
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Tangente,  sein  Nebenwinkel  durch  die  Normale  von  P  halbiert 
wird.  Damit  ist  die  Identität  der  Punkte  i^^,  F^  mit  den  Brenn- 
punkten (§  4,  5  und  7  in  Kap.  X)  bewiesen.  Bei  der  Parabel  halbiert 
der  Brennpunkt  alle  auf  der  Achse  durch  zwei  rechtwinklige  kon- 
jugierte Polaren  ausgeschnittenen  Strecken. 

Ein  Brennpunkt  F  und  der  Schnittpunkt  seiner  Polare  f  mit 
der  durch  F  gehenden  Achse  bilden  ein  zu  den  Scheiteln  dieser 
Achse  harmonisch  gelegenes  Punktepaar;  ist  daher  d  der  Abstand 
des  Kurvenmittelpunktes  von  der  Geraden  /",  c  sein  Abstand  von  jP, 
a  die  Länge  der  Halbachse,  so  folgt 

{d  -\-  a)  :  {d  —  a)  =  («  -f  c)  :  (a  —  c)     oder     a*  ==  cd, 

die  Polare  f  des  Brennpunkies  ist  daher  nach  dem  auf  S.  206 
gesagten  die  zu  F  gehörige  Direktrix. 

§  19.   Normalen  der  Kegelschnitte. 

Eine  Konstruktion  der  Normale  eines  Kegelschnittpunktes  P 
mit  Hilfe  der  Brennpunkte  wurde  schon  in  Kap.  X,  §  4,  5  und  7 
erwähnt.  Auf  Grund  eines  Satzes  von  Fregier  läßt  sich  die  Nor- 
male von  P,  wenn  der  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt,  mit  Hilfe 
eines  rechten  Winkels  kon- 
struieren. Dreht  sich  näm- 
lich ein  rechter  Winkel  um 
seinen  in  P  befindlichen 
Scheitel,  so  geht  die  Ver- 
bindunf/slinie  der  zwei  an- 
\derfn  Punkte,  in  denen  die 
'chenkel  des  Winkels  die 
'urve  außerdem  schneiden, 
[durch  einen  Punkt  Q  der 
trmale  von  P  {Gorrcsp. 
fx.  pol.  3,  394  (1816); 
A.nn.    de.  Math.    6,    229 

[1816).  Dieser  Satz  von  Fregier  ist  ein  besonderer  Fall  eines 
lU gemeineren  Satzes,  den  Hesse  für  Flächen  2.  Ordnung  be- 
wies (/.  f.  Math.  18,  110  (1838)  =  ars.  Werke,  S.  11).  Für  Kegel- 
ichnitte  lautet  er:  Legt  man  durch  einen  Punkt  P  eines  Kegelschnitts  k 
Parallelen  p^ ,  p^  zu  irgendeinem  Paar  konjugierter  Durchmesser 
ines  anderen  Kegelschnitts  k',  so  trifft  jedes  Paar  p^ ,  p.2  die  Kurve  k 
ewei  weiteren  Punkten,  deren  Verbindungslinien  durch  einen  be- 
ten Punkt  Q  gehen.  Ist  k'  ein  Kreis,  so  hat  man  den  Satz 
11  Fregier. 

Pascal,  Kepertorium.  II.    2.  Aufl.  16 


Fig.  4. 
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Sind  T^ ,  jTg  und  iVj ,  N^  die  Schnitte  der  Tangente  und  Nor- 
male eines  Kegelschnittpunktes  P  mit  den  Achsen  (Fig.  4),  so 
folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  T^PN^  und  N^PT^  die 
Gleichung  T^P  •  PT^  ^N^PN^P;  auch  ist  dieses  Produkt  gleich 
dem  Produkt  PF^  ■  Pt\  der  beiden  Brennstrahlen.  Die  Projektion 
der  Normale  PN^  auf  einen  Brennstrahl  ist  gleich  dem  halben 
Parameter,  wie  schon  Keill  {London  Trans.  26,  177  (1708)) 
bekannt  war.  Zahlreiche  Sätze  über  Normalen  bei  Desboves, 
The'oremes  et  proUemes  sur  les  normales  aux  coniques,  Paris  1861. 

Die  von  einem  Punkt  P  der  Ebene  nach  einem  Kegelschnitt  Je 
zu  ziehenden  Normalen  betrachtete  schon  Apollonius  (Buch  5). 
Er  benutzte  zur  Konstruktion  der  Normalenfußpunkte  eine  durch  P 
und  den  Mittelpunkt  von  k  gehende  gleichseitige  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  zu  den  Achsen  von  k  parallel  sind  {Apollonius- 
sche  Hyperbel)]  sie  schneidet  aus  k  die  vier  Fußpunkte  aus,  von 
denen  mindestens  zwei  reell  sind.  Poncelet  (P.  ^.  Nr.  492)  kon- 
struierte diese  Hyperbel,  indem  er  von  P  auf  die  Tangenten  von  k 
Lote  fällte;  ihre  Schnittpunkte  mit  den  zu  den  Tangentenrich- 
tungen konjugierten  Durchmessern  sind  Punkte  der  Hyperbel. 

Joachim sthal  zeigte,  daß  drei  Normalenfußpunkte  und  der 
dem  vierten  diametral  gegenüberliegende  Kurvenpunkt  auf  einem 
Kreis  liegen  (/.  f.  Math.  26,  172  (1843));  zu  seiner  Lösung  des 
Normalenproblems  vgl.  auch  /.  f.  Math.  48,  377  (1854). 

Auch  mit  Hilfe  einer  Parabel  lassen  sich  die  vier  von  P  aus 
möglichen  Normalen  konstruieren.  Chasles  betrachtete  nämlich 
die  Enveloppe  der  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt  k  genommenen 
Polaren  aller  Punkte  der  Apolloniusschen  Hyperbel  und  ge- 
langte so  zu  einer  Parabel  p]  beide  Kurven  sind  also  vermöge 
einer  „Transformation  durch  reziproke  Polaren"  miteinander  ver- 
bunden. Die  auf  k  gelegenen  Berührungspunkte  der  gemeinsamen 
Tangenten  von/c  und^  sind  die  vier  Normalenfußpunkte.  Chasles 
erzeugt  die  Parabel  p  auch  dadurch,  daß  er  eine  Gerade  g  um  P 
dreht;  die  zu  g  rechtwinklige  Gerade,  die  mit  g  ein  Paar  konju- 
gierter Polaren  von  k  bildet,  umhüllt  die  Parabel  j?  (Chasles, 
S.  c,  S.  145;  J.  de  Math.  3,  421  (1838)).  Auch  Steiner  fand  diese 
Parabel,  bemerkte,  daß  sie  die  Achsen  von  k  berührt  und  daß  um- 
gekehrt jede  die  Achsen  von  k  berührende  Parabel  mit  k  vier 
Tangenten  gemeinsam  hat,  deren  Berührungspunkte  auf  k  Fuß- 
punkte von  vier  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Normalen  sind  (/. 
f.  Math.  49,  339  (1855)  =  Werke  II,  629). 

Laguerre  brachte  das  Normalenproblem  mit  der  Invarianten- 
theorie binärer   Formen  in  Verbindung   (C.  R.  84,  181   (1877); 
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Bull.  Soc.  M.  5,  30  (1877)),  und  auch  H.  Wiener  hat  eine  rein 
binäi'e  Lösung  des  Problems  gegeben  {Yerh.  der  Ges.  deutscher 
Naturf.,  75.  Vers,  m  Gassei,  2.  Teil,  S.  27,  Leipzig  (1904)). 

Bezüglich  spezieller  Fälle,  die  beim  Normalenproblem  auf- 
treten, sowie  näherer  Literaturangaben  vgl.  EngyJcl.  III  C  1, 
(Dingeldey),  S.  60flF. 

§  20.  Erümmungskreis. 

Der  einen  Kegelschnitt  Je  an  einer  Stelle  F  dreipunktig  be- 
rührende (oskulierende)  Kreis  Ä;^,  der  zu  P  gehörige  Krümmungs- 
Jcreis,  trifft  k  noch  in  einem  weiteren  Punkte  S  derart,  daß  die 
„Krümmungssehne"  PS  und  die  Tangente  von  P  gegen  die  Haupt- 
achse der  Kurve  unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sind.  Schon 
Simson  benutzte  (1735)  diese  Tatsache  zur  Konstruktion  des 
Krümmungskreises.  Paulus  (^Grundlinien  der  neueren  ebenen 
Geometrie,  S.  242  f.,  Stuttgart  1853)  gelangte  zur  Krümmungssehne, 
indem  er  k  zum  Kreise  k^  in  Perspektive  kollineare  Beziehung 
setzte,  bei  der  P  das  Kollineationszentrum  ist.  Dem  in  §  1 9  er- 
wähnten Fr  e  gier  sehen  Punkte  Q  entspricht  bei  dieser  Kollineation 
der  Mittelpunkt  M^  von  k^ .  Die  Polare  von  Q  in  bezug  auf  k  ist 
als  homologe  Gerade  zur  Polare  g^  von  M^^  in  bezug  auf  k^ 
die  Fluchtlinie  in  dem  ebenen  Felde  des  Kegelschnitts,  die  Kol- 
lineationsachse  verläuft  parallel  zu  ihr  durch  P.  Hiermit  ist 
die  Kollineation  festgelegt,  und  es  kann  nun  M.^  als  der  zu  Q 
homologe  Punkt  konstruiert  werden.  Die  meisten  Konstruktionen 
von  k  gründen  sich  auf  die  Perspektive  Beziehung  zwischen  k 
und  k^ ,  auch  wenn  k  nicht  gezeichnet  vorliegt,  sondern  nur  durch 
gewisse  Stücke  gegeben  ist  (näheres  hierzu  bei  G.  Cranz,  Th. 
d.  K.,  S.  8  ff.).  So  hat  z.B.  Fiedler  für  einen  durch  fünf  Punkte 
gegebenen  Kegelschnitt  k  eine  Konstruktion  des  zu  einem  dieser 
Punkte  P  gehörigen  Krümmungskreises  k^  abgeleitet.  Für  den 
gleichen  Fall  hat  Rohn  unter  Zuziehung  eines  der  übrigen  in  P 
berührenden  Kreise  eine  sehr  einfache  Konstruktion  von  k^  ge- 
geben {Leipz.  Ber.  52,  17  (1900),  s.  auch  Rohn  und  Papperitz, 
Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  3.  Aufl.  III,  71  (1906)).  Vgl. 
ferner  Weiler,  Zschr.  f.  Math.  34,  1  (1889);  Sobotka,  Prag. 
Ber.,  Jahrg.  1902. 

Steiner  benutzt  den  folgenden  von  ihm  gefundenen  Satz 
zu  einer  Konstruktion  des  Krümmungskreises:  Ei/n  Kreis,  der  den 
Kegelschnitt  k  in  P  berührt  und  den  Direktm-kreis  von  k  (§  13) 
rechtwinklig  schneidet,  hat  einen  Durchmesser,  der  so  groß  ivie  der 
KrämmuMgsradius  q  von  P  ist,  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
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liegt.  Auch  gibt  Ste  iner  an,  wie  man  bei  solchen  Hyperbeln  zu  ver- 
fahren hat,  deren  Direktorkreis  imaginär  ist  (J.  f.  Math.  30,  271 
(1846)  =  Werke  II,  341).  Bei  einer  Parabel  ist  q  doppelt  so  groß 
wie  das  Stück  der  Normale  von  P  bis  zum  Schnitt  mit  der  Direktrix. 

Eine  andere  Konstruktion  lieferte  Steiner  mit  Hilfe  einer 
Parabel.  Zunächst  zeigte  er,  daß  die  Normalen  zweier  beliebiger 
Punkte  F,  P^  eines  Kegelschnitts  A",  die  Sekante  PPj  und  die 
beiden  Achsen  von  k  Tangenten  einer  und  derselben  Parabel  sind. 
Läßt  man  nun  P^  nach  P  rücken,  so  geht  die  Parabel  in  eine  solche 
über,  die  die  Kegelschnittachsen,  sowie  Tangente  und  Normale  von 
P  berührt,  und  zivar  die  Normale  in  dem  zu  P  gehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunkt.  Die  Direktrix  dieser  Parabel  verbindet  alsdann 
den  Mittelpunkt  von  k  mit  P,  ihr  Brennpunkt  F  ergibt  sich  als 
zugehöriger  Pol,  indem  man  die  Kegelschnittachsen  mit  der  Tan- 
gente und  Normale  schneidet  und  diese  Schnittpunkte  unter  sich 
kreuzweise  verbindet.  Diese  Verbindungslinien  treffen  sich  in  F. 
Der  Kinimmungsmittelpunkt  von  P  wird  nun  nach  Steiner  ge- 
funden als  der  Schnitt  der  Normale  von  P  mit  der  in  bezug  auf 
diese  Ste  in  ersehe  Parabel  genommenen  Polare  von  P,  die  durch  das 
im  Brennpunkt  F  auf  PF  errichtete  Lot  gebildet  wird  (Steiner- 
Schröter,  S.  205;  C.Cranz,T//.d.K,  S.21).  Pelz  erkannte,  daß 
auch  die  in  den  Brennpunkten  von  k  auf  den  Brennstrahlen  von  P  er- 
richteten Lote  Tangenten  der  Stein  ersehen  Parabel  sind  und  ge- 
langte zur  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes  mit  Hilfe  des 
für  ein  Tangentenfünfseit  der  Parabel  spezialisierten  Satzes  von 
Brianchon(S.  236);  unter  den  fünf  Parabeltangenten  muß  sich  da- 
bei auch  die  Normale  von  P  befinden  (Pelz,  Prag.  Ber..,  Jahrg. 
1879,  S.  205;  Cranz,  Th.  d.  K,  S.  26ff.).  Fast  alle  Konstruktionen 
des  Krümmungsmittelpunktes  lassen  sich,  wie  Pelz  zeigte,  auf  solche 
Weise  ableiten,  z.  B.  auch  folgende  schon  seit  200  Jahren  bekannte 
Konstruktion:  im  Schnittpu/nkt  der  Normale  n  von  P  mit  der  Haupt- 
achse errichte  man  auf  n  ein  Lot,  das  einen  der  beiden  Brenn- 
strahlen in  L  treffen  möge;  das  in  L  auf  PL  errichtete  Lot  trifft  n 
im  gesuchten  Krürmnungsmittelpunkte  (vgl.  Keill,  London  Trans. 
26,  178  (Jahrg.  1708)).  Übrigens  ist  hiernach,  wie  man  leicht 
sieht,  Q  =  n:  cos'"*«,  wo  n  die  Länge  der  Normale  von  P  bis 
zum  Schnitt  mit  der  Hauptachse,  co  den  Winkel  zwischen  Nor- 
male und  Brennstrahl  bedeutet.  Ist  k  eine  Parabel,  so  genügt  es, 
den  Brennstrahl  von  P  über  den  Brennpunkt  hinaus  um  sich 
selbst  zu  verlängern  bis  X;  das  in  L  auf  dieser  Verlängerung 
en-ichtete  Lot  trifft  die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkt. 

Für  die  Scheitel  der  Nebenachse   einer  Ellipse   findet  man 
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den  Krümmungsradius  q  =  a^:b,  für  die  Scheitel  der  Hauptachse 
ist  bei  allen  Kegelschnitten  q  =  -^p  =  b^:  a.  Hier  sind  a  und  b 
die  Halbachsen,  p  der  Parameter.  Zur  KonstruMion  dieser  Krüm- 
mungsradien wird  in  dem  durch  die  Scheiteltangenten  der  Kurve 
gebildeten  Rechteck  eine  Diagonale  d  gezogen;  jedes  von  den  End- 
punkten der  anderen  Diagonale  auf  d  gefällte  Lot  schneidet  die 
Achsen  der  Kurve  in  den  KrümmungsmittelpunMen  der  Scheitel. 
Noch  eine  einfache  Beziehung  zwischen  q  und  den  Brenn- 
strahlen rj^  und  r^  von  P  sei  erwähnt,  nämlich 


Q  COS  CO        r^  —  rj 

wo  das  Zeichen  +  der  Ellipse,  —  der  Hyperbel  entspricht;  co  hat 
die  vorerwähnte  Bedeutung.  Diese  Beziehung  ist  mit  Hilfe  der 
ähnlichen  Dreiecke  KF^F^  und  FF^N  in  Fig.  2,  S.  201  unter 
Benutzung  von  n  =  q  cos^co  leicht  abzuleiten. 

Ausführliche  Literaturangaben  über  Konstruktionen  von  q  in 
Enzgkl.  HI  C  1,  Nr.  36ff.  (Dingeldey). 

§  21.   Krümmungskreise    zu    verschiedenen   Stellen    einer 
Ellipse.     Evolute  der  Kegelschnitte. 

Nach  Steiner  gehen  durch  jeden  Punkt  D  einer  Ellipse  drei 
Krümmungskreise,  die  die  Kurve  in  drei  anderen  Punkten  A,  B,  0 
oskulieren;  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  liegen  immer  auf  einem 
Kreis.  Auch  haben  die  Dreiecke  ^4. 56' gleichen  (maximalen)  Inhalt, 
und  umgekehrt  schneiden  sich  die  Krümmungskreise,  die  den 
Ecken  eines  solchen  eingeschriebenen  Maximaldreiecks  ABC  zu- 
gehören, in  einem  Punkt  D  der  Ellipse,  der  mit  A,  B,  C  einem 
Kreise  angehört  (Steiner,  J.  f  Math.  32,  300  (1846)  und  66, 
239  (1866)  ==  Werke  II,  377  und  691).  Auch  gehören  zu  vier 
aus  einer  Ellipse  durch  einen  Kreis  ausgeschnittenen  Punkten 
Krümmungskreise,  die  die  Kurve  noch  in  vier  Punkten  eines  Kreises 
treiFen  (Cazamian,  Nouv.  Ann.  (3)  13,  386  (1894)). 

Der  Ort   der  Krümmungsmittelpunkte,  die  Evolute^  ist  für 

den  Mittelpunktskegelschnitt  — y  +  '^^  =  1  eine  Kurve  6.  Ordnung: 

(50)  {ax)^  ±  (by)^  =  c"^,     wo     c^  =  «^  =F  b^. 

Sie  hat  auf  jeder  Achse  des  Kegelschnitts  zwei  Spitzen,  außerdem 
noch  je  eine  in  dessen  unendlich  fernen  Punkten. 

Die  Parabel  y^^=  px  hat  zur  Evolute  die  Neilsche  Parabel 

(51)  27i)/- 2(2iK— i?)3=0. 


Kapitel  Xn. 
Kegelschnittsysteine. 

Von  F.  Dingeldey  in  Darmstadt. 


A.  Kegelschuittbüschel. 

§  1.  Geradenpaare  des  Büschels.    Folardreieok. 

Sind 

und 

g{x,  x)  ~  \^x\  -\-  2\^XiX^  +  &224  +  2&i3aJi«3 

+  2&23^2^3  +  hi^l  ==  0  ^hk  =  Hi) 

die  Gleichungen  zweier  Kurven  2.  Ordnung,  so  stellt  die  Gleichung 

(3)  ^g{x,  x)  —  f(x,  x)  =  0 

entsprechend  den  unendlich  vielen  Werten  des  willkürlichen  Para- 
meters X  ein  ganzes  System  solcher  Kurven  (lineares  Kegelschnitt- 
system erster  Stufe),  ein  Kegelschnifthüscfiel.,  dar,  dessen  sämtliche 
Kurven  durch  die  Schnittpunkte  von  f[x,  x)  =  0  und  g(x,  x)  =  0, 
die  Grimdpunlcte  des  Büschels,  gehen.  Die  aus  den  Koeffizienten 
von  (3)  gebildete  Determinante  ergibt,  nach  Potenzen  von  X  ge- 
ordnet, den  Ausdruck: 

(4)  C{X)  =  X^B-SX^Q  +  3XH-Ä, 

wo  B  und  A  die  Diskriminanten  von  g(x,  x)  und  f(x,  x)  be- 
deuten, während 

(5)  30  =  »11  5ii  +  «22  -^22  +  «33  -^33  +  ^  »23  -^23  +  2  «g^  B^^  +  2  ü^^  B^^ 

und 

(6)  3H  =  \^Ä^^  -f  622^22  +  ^33^33  +  2&23^23  +  2&3i^3i  4-  2&,2  A3 
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zwei  „simultane  luvarianten"  von  fix,  x)  und  g{x,  x)  sind.  So- 
lange die  Diskriminanten  B  und  A  von  Null  verschieden  sind, 
hat  die  Gleichung  C(^)  =  0  drei  von  Null  verschiedene  Wurzeln, 
es  sind  somit  drei  Geradenpaare  im  Büschel  enthalten.  Im  Falle 
J?  ==  0  oder  Ä  ==  0  würde  schon  g{x,  x)  ^=  0  bzw.  f(x,  a;)  =  0 
ein  solches  Geradenpaar  darstellen.  Da  die  drei  Geradenpaare  vier 
Punkte  gemeinsam  haben,  schneiden  sich  f(x,x)  =  0  und^(.r,a;) 
=  0  in  vier  Grundpunkten.  In  Übereinstimmung  hiermit  läßt  sich 
X  in  (3)  linear  so  bestimmen,  daß  die  Kurve  durch  einen  will- 
kürlich, aber  fest  gewählten  Punkt  der  Ebene  hindurchgeht. 

Übrigens  bilden  auch  die  Kegelschnitte,  die  durch  k  ge- 
gebene Punkte  gehen  (ic  ==  0,  l,  2,  3)  und  4  —  Ä;  gegebene  Punkte- 
paare zu  Paaren  konjugierter  Pole  haben ,  ein  Büschel ,  denn  die 
zur  Erfüllung  dieser  Forderung  nötigen  vier  Bedingungen  sind  in 
den   Koeffizienten  der  Gleichung  einer  Kurve   2.  Ordnung  linear. 

Aus  den  Betrachtungen  am  Schlüsse  von  Kap.  XI,  §  3  folgt, 
daß  die  Doppelpunkte  der  drei  in  dem  Büschel  enthaltenen  Geraden- 
paare ein  allen  Kurven  des  Büschels  gemeinsames  Polardreieck  bilden. 
Seine  Ecken  sind  reell,  wenn  das  Büschel  vier  reelle  oder  vier  paar- 
weise konjugiert  imaginäre  Grundpunkte  hat;  im  Falle  von  zwei 
reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten  sind  zwei  Ecken  des 
Polardreiecks  imaginär,  ihre  Verbindungslinie  reell.  (Näheres  z.  B. 
bei  Heffter  u.  Köhler,  Ä.  G.,  S.  330.) 

§  2.  Satz  von  Desargues  und  Sturm. 

Die  zu  lg{x,  x)  —  f(x,  x)  =  0  gehörige  adjungierte  Form 
stellt  gleich  Null  gesetzt  die  Bedingung  dar,  unter  der  eine  Kurve 
des  Büschels  eine  gegebene  Gerade  u^^  u^x^^  -\-  u^x^  ■\-  u^x^  ==  0 
berührt.  Wie  (9)  in  Kap.  XI,  §  4  zeigt,  ist  diese  Bedingung  in/L 
vom  zweiten  Grad,  woraus  hervorgeht,  daß  es  zwei  Büschelkurven 
^ii  \  gi^^t?  <^i6  ^^^  ge.stellte  Forderung  erfüllen.  Die  Bedingung 
hat  die  Gestalt: 

(7)  l^G{u,  u)  -  2XH(u,  u)  -{-  F(ii,  u)  =  0, 

;  G   die  adjungierten  ,Formen  von  f  ur 
r  definiert  ist  durch 

2H~  (a22  Z>33  +  «33  ^^22  "  2  «33  ^23)  ^^  +  •  ' 

•^  2  («3,  &32  +  a32&3i  —  «12'%  —  «33*12)^1^2  H 

Die  Berührungspunkte  P^  und  P^  von  w^.  =  0  mit  den  Büschel- 
kurven   k^    und   ^2   bilden    nun    ein    harmonisches   Polepaar   für 


wo   F  und  G   die  adjungierten  ,Formen  von  f  und  g   bedeuten, 
während  H  definiert  ist  durch 
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k^  und  Zjg,  denn  P^  ist  als  Punkt  einer  in  Pj  an  Tc^  gezogenen 
Tangente  harmonischer  Pol  von  P^  in  bezug  auf  Ä;^,  analog  ist  Pj 
harmonischer  Pol  von  Pg  in  bezug  auf  k^.  Da  I\  und  Pg  somit 
für  zvirei  Büschelkurven  ein  Polepaar  bilden,  so  gilt  dasselbe  auch 
für  alle  Kurven  des  Büschels.  Es  bilden  folglich  alle  PtmJctepaare,  in 
denen  die  beliebige  Gerade  u  von  Kegelschnitten  des  Büschels  ge- 
troffen wird,  eine  Involution,  deren  Boppelpmilde  die  Berührungs- 
punkte derjenigen  zwei  Büschelkurvcn  sind,  die  die  Gerade  zur 
Tangente  haben.  Dieser  Satz  wurde  1639  von  Desargues  für 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  und  die  zwei  Paare  von  Gegenseiten 
eines  eingeschriebenen  Vierecks  ausgesprochen  (B.p.  =  (Euvres  I, 
188),  von  Ch.  Sturm  zur  jetzigen  Fassung  erweitert  {Ann.  de 
Math.  17,  180  (1826)). 

Der  Kegelschnitt  Ii(u,  u)  =  0  wird  von  allen  Geraden  um- 
hüllt, die  die  Kurven  f  und  g  in  zwei  harmonischen  Punktepaaren 
treffen;  er  hat  auch  die  acht  Geraden  zu  Tangenten,  die  die  Kegel- 
schnitte f  imd  g  in  ihren  gegenseitigen  Schnittpunkten  berühren 
(v.  Staudtsche  Kurve  oder  harmonische  Kurve  2.  Klasse,  vgl. 
V.  St  au  dt,  Über  die  Ku/rve  2.  Ordnung,  S.  25,  Progr.  Nürnberg, 
1831;  G.  d.  L.,  S.  169;  Gundelfinger,  Vorl.,  S.  144;  Heffter 
und  Köhler,  A.  G.,  S.  335). 


§  3.  Polkegelschnitt  einer  Geraden. 

Die  in  bezug  auf  alle  Kegelschnitte  eines  Büschels  genom- 
menen Polaren  eines  beliebigen  Punktes  P  mit  den  Koordinaten 
yiiViiy^  g^hen  durch  einen  und  denselben  Punkt  Q,  denn  die 
Gleichung  der  Polare  von  P  in  bezug  auf  Xg{x,  x)  —  f{x,  a?)  ==  0 
ist  in  X  linear;  umgekehrt  gehen  die  Polaren  von  P  durch  Q  (Pon- 
celet,  P.  p.  Nr.  388).  Beide  Punkte  heißen  konjugiert  in  bezug 
auf  die  Kurven  des  Büschels.  Durchläuft  P  eine  Gerade  w  —  0, 
so  bestehen  für  Q  noch  die  Gleichungen  f{x,  y)  =  0  und  g(x,  y) 
=  0  (vgl.  S.  215);  die  Elimination  von  2/n2/2'^3  ergibt: 


(9)         y^ 


/;  /2 

h 

Ol      9-2 

9% 

U^      Mg 

Mg 

0,     wo  fi  =  \f'{x^,  g,  =  li/'(^.)» 


d.  h.:  Durchläuft  P  eine  Gerade  u,  so  erfüllen  die  zu  P  gehörigen 
konjugierten  Punkte  Q  einen  Kegelschnitt  N;  dieser  ist  auch  der  Ort 
aller  in  bezug  auf  die  einzelnen  Büschelkurven  genommenen  Pole 
der  Geraden  u  ( Polkcgelschniit  von  u) ,  denn  für  die  Koordinaten  rc,. 
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des  Pols  von  u  in  bezug  auf  Xg  —  /"==  0  bestehen  die  Gleichungen 

(10)         (A^i  -  /i)  :  (192  —  /z)  :  (^^3  —  fs)  =  % :  %  '  %> 

aus  denen  durch  Elimination  von  X  wieder  N  =  0  hervorgeht 
(Poncelet,  P.  p.  Nr.  39G  und  370). 

Vermöge  der  Gleichung  (9)  wird  jeder  Geraden  u  der  Ebene 
ein  Kegelschnitt  N  zugeordnet,  und  alle  diese  Kurven  N  gehen 
unabhängig  von  der  Geraden  ii)  durch  die  Doppelpunkte  der  drei 
im  Büschel  enthaltenen  Geradenpaare,  die  nach  §  1  die  Ecken 
eines  allen  Büschelkurven  gemeinsamen  Polardreiecks  bilden.  Die 
eben  erwähnte  Zuordnung  ist  ein  Beispiel  für  eine  sog.  „quadra- 
tische Transformation";  ihre  „Fundamentalpunkte"  sind  die  Doppel- 
punkte. Vgl.  Clebsch-Lindemann,  Vorl.,  1.  Aufl.  1876,  S.  476. 

Der  zu  einer  Geraden  u  gehörige  Kegelschnitt  N  geht  auch 
noch  durch  die  sechs  vierten  harmonischen  Punkte  zu  je  zwei  Grund- 
punkten des  Büschels  und  zu  dem  Schnitt  ihrer  Verbindungslinie 
mit  der  Geraden  u.  So  sind  neun  Punkte  von  N  bekannt,  daher 
wird  N  vielfach  Neun-Punkte-Kegelschnitt  genannt,  zuweilen  auch 
Elf-Punkte-Kegelschnitt,  da  N  noch  durch  die  zwei  Doppelpunkte 
der  von  den  Büschelkurven  auf  u  ausgeschnittenen  Involution  geht. 
Ül;)er  Ausartungen  von  N  vgl.  Heffter  u.  Köhler,  A.  G.,  S.  342. 

Ist  insbesondere  u  die  Gerade  g^ ,  so  stellt  N  den  Ort  für 
äie  Mittelpunkte  aller  Büschelkurven,  den  MittelpunktslccgelschniH 
des  Büschels  dar.  Auf  ihm  liegen  die  sechs  Seitenmitten  und  die 
drei  Nebenecken  des  Vierecks  der  Grundpunkte;  seine  Asymptoten 
äind  zu  den  Achsen  der  zwei  im  Büschel  vorhandenen  Parabeln 
parallel.  Durch  die  Realität  dieser  Parabeln  ist  die  Art  des  Mittel- 
punktskegelschnitts  bestimmt  (Pfaff,  Monatl.  Korresp.  22,  226 
;i810);  Brianchon  und  Poncelet,  Ann.  de  Math.  11,  219 
;i821);  Gergonne,  ebenda  11,  396  (1821)). 

§  4.   Im  Büschel  enthaltene  Kurvenarten. 

Was  die  Art  der  im  Büschel  enthaltenen  Kegelschnitte  be- 
irifft,  so  beschränken  wir  uns  auf  die  Erwähnung  der  wichtigsten 
Fälle.  Liegen  alle  Grundpunkte  im  Endlichen  und  sind  sie  von- 
äinander  verschieden,  so  ist  das  Büschel  in  einer  der  näheren  Er- 
läuterung nicht  bedürfenden  Bezeichnungsweise  von  Heffter  und 
öhler  ein  Ellipsen-Hypcrbel-Büschel  oder  ein  Hyperbel-Büschel, 
le  nachdem  jeder  der  vier  Grundpunkte  außerhalb  des  durch  die 
irei  anderen  gebildeten  Dreiecks  liegt  oder  ein  Grundpunkt  im 
[nneren  eines  solchen  Dreiecks  liegt.   Sind  zwei  der  im  Endlichen 
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gelegenen  Grundpunkte  reell,  die  beiden  anderen  konjugiert  ima- 
ginär, so  hat  man  ein  Hyperbel-Büschel  oder  ein  Ellipsen-Hjperbel- 
Büschel,  je  nachdem  die  reellen  Grundpunkte  auf  verschiedenen 
Seiten  des  Trägers  der  imaginären  Grundpunkte  liegen  oder  nicht. 
Sind  alle  vier  im  Endlichen  befindlichen  Grundpunkte  paarweise 
konjugiert  imaginär,  so  hat  man  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel. 

Bei  den  Kegelschnittbüscheln,  die  Ellipsen  und  Hyperbeln 
enthalten,  wird  die  Gesamtheit  der  einen  Kurvengattung  von  der 
Gesamtheit  der  anderen  durch  die  zwei  schon  erwähnten  Parabeln 
getrennt. 

Bezüglich  spezieller  Fälle,  die  z.  B.  vorliegen,  wenn  einige 
oder  sämtliche  Grundpunkte  zusammenfallen  oder  im  Unendlichen 
liegen,  verweisen  wir  auf  die  ausführliche  Darstellung  bei  Heff- 
ter  und  Köhler,  A.  G.  I,  317tf.  und  387ff.  Vgl.  ferner  Möbius, 
B.  K,  §  253f.  =  Werke  I,  325ff.;  Cayley,  Qmrt.  Journ.  2,  206 
(1858)  =  Coli.  pap.  III,  136;  Gundelfinger,  Vorl.,  S.  356. 

Die  Realitätsverhältnisse  der  Schnittpunkte  von  f(x,  x)  =  0 
und  g{x,x)  =  i)  und  die  Einteilung  der  Kegelschnittbüschel 
stehen  in  enger  Beziehung  zu  der  in  §  1  erwähnten  Gleichung 
C(X)  ==  0.  Näheres  bei  Sylvester,  Camhr.  Dubl.  Math.  J.  5, 
262  (1850);  6,  18  (1851)  ==  CoU.  pap.  I,  119  und  162;  Steiner, 
J.  f.  Math.  55,  372  (1858)  =  Werke  II,  678;  Kemmer,  Inaug.- 
Diss.,  Gießen  1878;  Story,  Am.  Journ.  6,  222  (1884);  Gundel- 
finger, Vorl.,  S.  133;  Johnston,  London  M.  S.  Proc.  (2)  3,  390 
(1905);  Heffter  und  Köhler,  a.  a.  0.  Gundelfinger  (^Vorl., 
S.  371)  gab  die  Kriterien  für  die  Realität  der  Grundpunkte  und  die 
verschiedenen  Fälle  der  Berührung  der  Büschelkurven  mit  Hilfe 
eines  gewissen  Kegelschnitts  ip(x,x)^0,  der  eine  Kombinante 
des  Büschels  ist,  und  seiner  adjungierten  Form  ^(w,  m).  Vgl. 
auch  §  6. 

Der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  bei  einem  gewöhnlichen 
Hyperbel-Büschel  eine  Ellipse,  bei  einem  Ellipsen-Hyperbel-Büschel 
eine  Hyperbel,  bei  der  ein  Zweig  durch  die  Mittelpunkte  der  einen 
Kurveuart,  der  andere  Zweig  durch  die  Mittelpunkte  der  anderen 
Kurvenart  gebildet  wird.  Liegt  einer  der  Grundpunkte  im  Unend- 
lichen, so  wird  der  Mittelpunktskegelschnitt  eine  Parabel.  Vgl. 
Steiner,  J.  f.  Math.  55,  373  (1858)=  IFe>-Ä;c  II,  678;  Steiner- 
Schröter,  §  48;  Gundelfinger,  Vorl.,  S.  356;  Heffter  und 
Köhler,  A.  G.  I,  400,  daselbst  auch  näheres  über  spezielle  Fälle 
und  Ausartungen. 

Die  Art  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte  gehenden  Kegel- 
schnitts bestimmte  Möbius  {B.  K.  §  255  —  257  =  Werke  I,  328); 
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srgl.  auch  Chasles,  S.  c,  S.  10;  Stiner,  Zürich  Viertelj.  Natur  f. 
S^cs.  40,  401  (1895). 

Ein  Kegelschnittbüschel  enthält  im  allgemeinen  nur  eine 
gleichseitige  Hyperbel.  Sind  aber  seine  Grundpunkte  die  Ecken 
md  der  Höhenschnittpuukt  eines  Dreiecks,  so  bestehen  die  Ge- 
adenpaare  des  Büschels  aus  je  einer  Seite  und  der  zugehörigen 
Höhe  des  Dreiecks,  die  auf  g^  ausgeschnittene  Involution  ist  dann 
line  rechtwinklige,  alle  Büschelkurven  sind  gleichseitige  Hyperbeln, 
er  Mittelpunktskegelschnitt  ist  der  Feuerbachsche  Kreis  des 
)reiecks.  Ebenso  bilden  die  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  ein  ge- 
ebenes Dreieck  zum  Polardreieck  haben,  ein  Büschel.  Seine  Grund- 
»unkte  sind  die  Mittelpunkte  der  eingeschriebenen  Eo-eise,  der 
littelpunktskegelschnitt  ist  der  Umkreis  des  Dreiecks  (Brian - 
hon  und  Poncelet,  Ann.  de  Math.  11,  205,  210,  212  (1821)). 

Im  allgemeinen  enthält  ein  Kegelschnittbüschel  keinen  Kreis, 
lind  aber  die  Achsen  der  zwei  im  Büschel  befindlichen  Parabeln 
ueinander  rechtwinklig,  so  enthält  es  einen  Kreis  und  umge- 
ehrt, wie  leicht  aus  dem  D  es  argues- Sturm  sehen  Satze  (§  2) 
3lgt.  Der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  alsdann  eine  gleichseitige 
[yperbel,  und  zwar  die  ApoUoniussche  Hyperbel  des  Kreis- 
littelpunktes  für  alle  Büschelkurven  (Chasles,  J.  de  Math. 
110  (1838)).  Diese  haben  gleichgerichtete  Achsen.  Da  für  ein 
eradenpaar  die  Achsen  aus  den  Halbierungslinien  seiner  Winkel 
estehen,  folgt,  daß  von  den  sechs  Halbierungslinien  der  Winkel 
er  drei  Geradenpaare  eines  Kreisvierecks  drei  und  drei  parallel 
nd  zu  den  Achsen  aller  dem  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte 
Poncelet,  P.  p.  Nr.  394;  Steiner,  J.  f.  Math.  2,  97  (1827) 
Werke  I,  128;  /.  f.  Math.  55,  359  (1H58)  =  WerU  II,  665). 

Ein  Kegelschnittbüschel,  das  zwei  Kreise  enthält,  besteht 
berhaupt  nur  aus  Kreisen. 

Die  Zeichnung  der  Kegelschnittbüschel  behandelt  ausführlich 
hr.  Wiener,  Lrhrh.  der  darstellenden  Geometrie  I,  332  und 
59,  Leipzig  1884. 


§  5.  Einige  geometrische  Örter. 

Die  Brennpunkte  der  einzelnen  Kegelschnitte  des  Büschels 
egen  auf  einer  bizirkularen  Kurve  sechster  Ordnung,  die  die 
cken  und  Höhenfußpunkte  des  dem  Büschel  gemeinsamen  Pol- 
reiecks  zu  Doppelpunkten  hat.  Sie  zerfällt  in  zwei  Kurven  dritter 
rdnung,  wenn  die  vier  Grundpunkte  auf  einem  Kreis  liegen, 
äheres   bei   Paure,  Nouv.  Ätm.  (l)  20,  56  (1861);   Cayley, 
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Phü.  Mag.  32,  362  (1866)  =  Coli. pap.  VII,  1;  Bobek,  Monatsh. 
f.  M.  3,  312  (1892);  Haller,  ÄrcJt.  Math.  Biys.  (3)  7,  37 
(1904);  G.  Bauer,  Müncli.  Ber.  35,  97  (1905).  Die  Brenn- 
punkte der  zwei  Parabeln  des  Büschels  liegen  auf  dem  Feuer- 
bachscben  Kreis  des  Polardreiecks  (Painvin,  Nouv.  Ann.  (2)  6, 
443,  (1867)).  Möbius  brachte  die  vier  durch  die  Grundpunkte 
bestimmten  Dreiecke  in  Beziehung  zu  einem  Brennpunkt  irgend- 
einer Büschelkurve  (/.  f.  Math.  26,  29  (1843)  =  WerU  I,  587). 

Die  Berührungspunkte  der  von  irgendeinem  Punkt  P  an 
die  Kurven  des  Büschels  gelegten  Tangenten  liegen  auf  einer 
Kurve  3.  Ordnung,  die  durch  die  Grundpunkte,  die  Ecken  des 
Polardreiecks,  den  Punkt  P  und  den  zu  ihm  in  bezug  auf  die  Kurven 
des  Büschels  konjugierten  Punkt  Q  (S.  248)  geht  (Cayley,  Educ. 
Times  2,  70  (1864)  ==  Coli.  pap.  V,  578;  Greiner,  Arch.  Math. 
Phijs.  69,  40  (1883)). 

Die  Enveloppe  der  in  den  Schnittpunkten  ein^r  Geraden  g 
mit  den  Büschelkurven  gezogenen  Tangenten  ist  eine  Kurve 
3.  Klasse  mit  drei  Spitzen,  die  die  sechs  Geraden  des  Büschels 
einfach  und  g  doppelt  berührt  (Sporer,  Zschr.  f.  M.  38,  34 
(1893)).  Insbesondere  ist  die  Enveloppe  der  Asymptoten  eines 
Büschels  gleichseitiger  Hyperbeln  nach  Steiner  (eT".  f.  Math.  63, 
234  (1857)  =  Werke  II,  641)  identisch  mit  der  Enveloppe  der 
Wallac eschen  (Simson sehen)  Geraden  irgendeines  der  vier 
durch  die  Grundpunkte  bestimmten  Dreiecke.  Es  sind  dies  Ge- 
raden, auf  denen  die  drei  Fußpunkte  der  von  einem  beliebigen 
Punkt  des  Umkreises  eines  Dreiecks  auf  die  drei  Seiten  gefällten 
Lote  liegen.  Die  Bemerkung,  daß  diese  Enveloppe  identisch  ist 
mit  der  dreispitzigen  Hypozykloide,  die  von  einem  Punkt  der  Peri- 
pherie eines  Kreises  beschrieben  wird,  wenn  dieser  in  einem  Kreise 
von  dreimal  größerem  Eadius  rollt,  ohne  zu  gleiten,  wird  gewöhn- 
lich Schläfli  zugeschrieben.  Vgl.  auch  Cremona,  J.  f.  Math.  64, 
104  (1865);  näheres  über  diese  Kurve  und  viele  Literaturangaben 
findet  man  bei  M.  Roegner,  Jenaer  Diss.  1908. 

Die  Enveloppe  der  Achsen  eines  beliebigen  Büschels  B^  fällt 
zusammen  mit  der  Enveloppe  der  Asymptoten  desjenigen  Büschels 
i?2,  dessen  Grundpunkte  aus  den  Mittelpunkten  der  Umkreise  der 
vier  durch  die  Grundpunkte  von  B^  bestimmten  Dreiecke  bestehen. 
Enthält  jBj  nur  gleichseitige  Hyperbeln,  so  gilt  gleiches  auch 
von  ^2  (Laguerre,  Nouv.  Ann.  (2)  18,  206  (1879);  Bobek, 
Monatsh.  f.  31.  3,  310  (1892)). 
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■B^  §  ^'    Doppelverhältnis  der  Grundpunkte. 

Die  sechs  Kegelschnitte  des  Büschels  A^(ic,  x)  —  f(x,  x)  =  0, 
für  die  das  Doppelverhältnis  der  vier  Grundpunkte  gleich  einer 
gegebenen  Zahl  s  wird,  bestimmte  Gundelfinger  durch  eine 
Gleichung  6.  Grades  für  >l,  bei  deren  Ableitung  die  Gleichung 
C(A)  =  0  (§  l)  eine  wichtige  Rolle  spielt.  Von  besonderem 
Interesse  sind  die  zwei  äquianharmonischen  (s  =  y —  l)  und  die 
drei  harmonischen  Kurven  (s  =  —  1)  des  Büschels.  Die  Enveloppe 
aller  Geraden,  die  die  zwei  erstgenannten  Kurven  in  harmonischen 
Punktepaaren  treffen,  ist  ein  Kegelschnitt  ip{x^  x)  =  0,  der  schon 
oben  (S.  250)  erwähnt  wurde;  von  allen  Punkten  desselben  lassen 
sich  an  die  zwei  äquianharmonischen  Kurven  harmonische  Tan- 
gentenpaare legen.  Diese  zwei  Kurven  bilden  zusammen  mit  ip 
ein  System  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  die  in  bezug  auf  eine 
der  drei  Kurven  genommenen  Polaren  von  Punkten  einer  zweiten 
Kurve  die  dritte  Kurve  umhüllen.  Die  drei  harmonischen  Kegel- 
schnitte w"erden  von  t/;  doppelt  berührt,  und  zwar  sind  die  Seiten 
des  gemeinsamen  Polardreiecks  des  Büschels  die  Berührangssehnen; 
auch  die  zugehörigen  drei  Tangentenpaare  haben  eine  ausge- 
zeichnete Lage  (Gundelfinger,  Zschr.  f.  M.  20,  154  (1874); 
i  Vorl.,  S.  368).  Eine  allgemeinere  Definition  des  Kegelschnitts 
tjj^x^x)  =  0  mit  Hilfe  der  zu  il>(^x,x)  gehörigen  adjungierten  Form 
y^(u,  u)  findet  sich  in  §  15;  ich  verdanke  sie  einer  mündlichen 
Mitteilung  von  Herrn  Gundelfinger.  Zur  Gleichung  6.  Grades 
für  die  Doppelverhältnisse  der  vier  Verbindungslinien  irgendeines 
Punktes  von  f(x,  x)  =  0  mit  den  vier  Grundpunkten  des  Büschels 
?^y(x,  x)  —  f(x,  x)  =  0  sowie  für  die  dual  entsprechenden  Doppel- 
verhältnisse vgl.  Walker,  Quart.  Journ.  10,  162  und  317  (1870). 


B.  Eegelschuittschareu  und  sonstige  Kegelschnitt- 
Systeme  erster  Stufe. 

§  7.  Dualität  zwischen  Kegelschnittschar  und  Kegelschnitt- 

büschel. 

Dem  Kegelschnittbüschel  entspricht  dual  die  Kegelschnittschar, 
die  Gesamtheit  der  vier  gegebene  Geraden  (Grundtangenten)  be- 
rührenden Kegelschnitte,  analytisch  dargestellt  durch 

(11)  Xip(u,  u)  —  cp(u,  m)  =  0, 

wobei 
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(12)  (p  {u,  u)  =  «ii«!^  +  2a^^u^u^  +  «22^2^  +  2  «18^1% 

4-   2  «23 ^2  %  +  «33 ^3^  ("i *  =  "* «)  » 

(1 3)  ^\)  {u ,  m)  =  ^11  Mi^  _|_   2 13^2  Ml  W2   +  /322  «2^  +   2  ^13  W^  Wg 

+  2|323W2%  +  iS33Vi  (A-*  =  /*i.-). 

Dual  zu  den  Betrachtungen  in  §  1  folgt,  daß  in  der  Schar 
drei  Punktepaare  enthalten  sind,  deren  Träger  ein  allen  Kurven  der 
Schar  gemeinsames  Polardreiseit  bilden.  Sind  zwei  Grundtangenten 
der  Schar  reell,  die  beiden  anderen  konjugiert  imaginär,  so  sind 
zwei  Seiten  dieses  Polardreiseits  imaginär,  ihr  Schnittpunkt  reell. 

Die  adjungierte  Form  von  (ll)  wird 

(14)  X^W{x,x)  —  2Xx{x,x)  +  0{x,x), 

wobei  W{x^x)  und  (I>(x,x)  die  adjungierten  Formen  von  ip(u,u) 
und  9)(w,  w)  bedeuten  und 

(15)  2x{x,x)  =  («22^3  +  «33 fe  -  ^"2zß23)^l'^  +  '  * 

+  2(«3i/332  +  «3  2^31  —  «12^  "  «38  ^12)%  ^2  +  '  * 

ist. 

Aus  (14)  geht  hervor,  daß  zwei  Kurven  der  Schar  durch 
einen  heliebig  gegebenen  Pwnkt  gehen;  nur  eine  Seh arkurve  berührt 
eine  heliebig  gegebene  Gerade. 

Die  von  irgendeinem  Punkt  an  die  Kegelschnitte  der  Schar 
gelegten  Tangenten  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelstrahlen  aus 
den  Ta/ngenten  derjenigen  zwei  Kurven  der  Schar  bestehen,  die  sich 
in  dem  gegebenen  Punkte  schneiden.  Die  Kurve  %  (x,  x)  =  0  ist 
Ort  aller  Punkte,  von  denen  an  (p(u,u)  =  0  und  '«/;(w, m)  =  0 
harmonische  Tangentenpaare  gezogen  tverdenkönnen  (v.  Staudtsche 
oder  harmonische  Kurve  2.  Ordnung);  sie  geht  durch  die  acht  Be- 
rührungspmikte  der  gemeinsamen  Tangenten  von  (p  und  t\). 

Die  in  bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schar  genommenen 
Pole  einer  beliebigen  Geraden  u  liegen  auf  einer  zweiten  Geraden  v, 
und  umgekehrt  liegen  die  Pole  von  v  auf  u  (Poncelet,  P.  p.  Nr. 
398),  u  und  v  sind  konjugiert  hinsichtlich  der  Schar.  Die  Gerade 
V  hat  die  Gleichung: 


(16) 


9'i      92     fs 

%        %       ^3 
X, 


=  0  ,      wo      qp.  =  icp'(u^)  ,   ipi  =  it/^'(^-)  • 


"1         '^2        "^3 

Ist  u  die  unendlich  ferne   Gerade,   so  folgt,  daß  die  Mittel- 
punkte der  Kegelschnitte  einer  Schar  eine  Gerade,  die  Mittelpunkts- 
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gerade,  erfüllen^  was  schon  Newton  bekannt  war  (Philosophiae 
naturalis  principia  mathematica,  Buch  1,  Lemma  25,  Corel.  3). 
Es  liegen  sonach  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits  auf  einer  Geraden,  wie  nach  Angabe  von  Mackaj 
(Edinburgh  M.  S.  Proc.  9,  88  (1891))  zuerst  J.  T.  Connor  {The 
Ladies'  Diary  for  1795)  bemerkte.  Vgl.  auch  Gauß,  Monatl. 
Korresp.  22,  115  und  120  (1810)  =  Wcrhe  IV,  387  und  391. 
Für  einen  gegebenen  Punkt  x  und  veränderliche  Linienkoor- 
dinaten u^  ist  (16)  die  Enveloppe  der  in  bezug  auf  alle  Kurven 
einer  Schar  genommenen  Polaren  von  x,  der  Polaricegelschnitt 
von  a;,  zugleich  Enveloppe  aller  Geraden,  die  zu  den  durch  x 
gehenden  Geraden  hinsichtlich  der  Schar  konjugiert  sind.  Vgl. 
auch  Poncelet,  Ann.  de  math.  12,  247  (1822);  P.  p.  Nr.  399. 

§  8.    In  der  Schar  enthaltene  Kurvenarten. 

Bei  Angabe  der  in  einer  Schar  enthaltenen  Kurvenarten  be- 
schränken wir  uns  zunächst  auf  den  Fall,  daß  die  vier  Grund- 
tangenten reell  sind  und  im  Endlichen  liegen.  Die  Seiten  des  ge- 
meinsamen Polardreiseits  zerlegen  die  Ebene,  von  diesem  Dreiseit 
abgesehen,  in  drei  trigonale  und  drei  tetragonale  Felder.  Diese 
Bezeichnungsweise  von  Gundelfinger  bedarf  wohl  keiner  weiteren 
Erläuterung.  Je  nachdem  nun  der  Mittelpunkt  einer  Scharkurve 
in  einem  tetragonalen  oder  in  einem  trigonalen  Felde  liegt,  ist 
die  Kurve  eine  Hyperbel  oder  Ellipse.  Da  die  Mittelpunkts- 
gerade m  im  vorliegenden  Falle  nicht  in  das  Innere  des  Polardrei- 
seits eindringt,  enthält  die  Schar  zwei  Gi'uppen  Ellipsen  und  zwei 
Gi'uppen  Hyperbeln;  dem  unendlich  fernen  Punkt  von  m  ent- 
spricht eine  Parabel,  die  einzige  der  Schar,  wenn  keine  Grund- 
tangente mit  g^  zusammenfällt.  Die  Schnittpunkte  von  m  mit 
dem  Umkreis  des  Polardreiseits  sind  nach  Brianchon  und  Pon- 
celet {Ann.  de  Math.  11,  210  (1821))  die  Mittelpunkte  der  zwei 
gleichseitigen  Hyperbeln  der  Schar.  Vgl.  Steiner,  /.  f.  Math. 
56,  374  (1858)  =  Werhe  II,  680;  Steiner-Schröter,  §  46, 
für  Scharen  mit  zwei  imaginären  Grundtangenten  §  50;  Gundel- 
finger, Vorl.,  S.  359.  Bezüglich  der  verschiedenen  Arten  von 
Scharen  und  der  speziellen  Fälle  sei  besonders  auf  Heffter  und 
Köhler,  A.  G.  I,  317  und  404  verwiesen. 

Fällt  eine  der  vier  Grundtangenten  ins  Unendliche,  so  be- 
steht die  Kegelschnittschar  nur  aus  Parabeln,  die  dem  Dreiseit  A 
der  übrigen  Grundtangenten  eingeschrieben  sind;  das  zugehörige 
Polardreiseit  ist  das  zu  A  parallel  umschriebene  Dreiseit. 
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Die  Art  der  eine  beliebig  gegebene  Gerade  berührenden  Kurve 
der  Schar,  also  die  Art  eines  durch  fünf  Tangenten  gegebenen  Kegel- 
schnitts untersuchte  Möbius  {B.  K.  §  264  =  Werle  I,  341). 

Die  Zeichnung  der  Kegelschnittscharen  behandelt  ausführlich 
Chr.  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  I,  325  un'^ 
350,  Leipzig  1884. 

§  9.   Einige  geometrisctie  Örter. 

Die  Gleichung  des  Direktorkreises  irgendeiner  Kurve  der  Schar 
Xip(M,  ii)  —  qp(w,  m)  ==  0  ist  nach  Kap.  XI,  §  13  in  den  Koeffizienten 
von  cp  und  i/;  und  in  l  linear,  die  Gesamtheit  aller  dieser  Kreise 
bildet  somit  ein  Kreisbüschel,  aus  dessen  im  Endlichen  liegenden 
Orundpunkten  Pj,  P^  man  an  alle  Scharkurven  Paare  zueinander 
rechtwinkliger  Tangenten  ziehen  kann.  Diese  zwei  Punkte  P^,  P^ 
konstruiert  man  als  Schnittpunkte  der  den  Punktepaaren  der 
Schar  zugehörigen  Direktorkreise;  die  Verbindungslinie  P^P^^  ist 
die  Direktrix  der  in  der  Schar  befindlichen  Parabel. 

Die  BrennpunJcte  der  Scharkurven  Hegen  auf  einer  zirkulären 
Kurve  3.  Ordnung,  die  durch  die  sechs  Ecken  des  vollständigen 
Vierseits  der  Grundtangenten  und  die  Höhenfußpunkte  des  ge- 
meinsamen Polardreiseits  geht  (Terquem,  Nouv.  Ann.  (l)  4,  372 
(1845);  Faure,  ebenda  (l)  20,  56  (1861);  Cremona,  ebenda 
(2)  3,  23  (1864);  Schröter,  Math.  Ann.  5,  50  (1872);  Durege 
ebenda  83).  Bei  einer  Parabelschar  liegen  die  Brennpunkte  auf 
(/oo  und  auf  dem  Umkreis  des  im  Endlichen  gelegenen  Dreiseits 
der  Grundtangenten,  in  Übereinstimmung  mit  dem  S.  208  erwähnten 
Satze  von  Lambert;  die  zugehörigen  Direktricen  bilden  ein 
Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  der  Höhenschnittpunkt  des 
eben  erwähnten  Dreiseits  der  Grundtangenten  ist  (Steiner,  J.  f. 
Math.  2,  191  (1827)  und  Ann.  de  Math.  19,  59  (1828)  =  W&rke 
I,  134  und  207). 

Die  Enveloppe  der  Scheiteltangenten  der  Parabelschar  ist 
identisch  mit  der  Enveloppe  der  Wallace sehen  Geraden  des 
Dreiseits  der  Gnindtangenten ,  also  nach  S.  252  mit  einer  drei- 
spitzigen Hypozykloide,  denn  die  Scheiteltangente  einer  Parabel 
ist  nach  S.  208  der  Ort  der  Fußpunkte  der  vom  Brennpunkt  auf 
die  Kurventangenten  gefällten  Lote.  Ebenso  ist  die  Enveloppe 
der  Achsen  eine  solche  Hypozykloide.  Vgl.  Cremona,  J.  f.  Math. 
64,  110  (1865);  P.  Serret,  Nouv.  Ann.  (2)  9,  79  (1870): 
Intrigila,  Giorn.  di  mat.  23,  263  .(1885),  hier  auch  nähere 
Literaturansraben. 
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Die  Berührungspunkte  der  von  einem  festen  Punkt  P  an 
die  Kurven  einer  Kegelschnittschar  gelegten  Tangenten  liegen  auf 
einer  durch  die  sechs  Ecken  des  Vierseits  der  Grundtangenten 
gehenden  Kurve  3.  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  P  (Greiner, 
Ärch.  Math.  Phys.  69,  33  (1883)).  Die  Enveloppe  der  in  den 
Schnittpunkten  einer  gegebenen  Geraden  mit  den  Scharkurven 
gezogenen  Tangenten  ist  eine  Kurve  3.  Klasse,  die  die  vier  Grund- 
tangenten, die  Seiten  des  gemeinsamen  Poldreiseits,  die  gegebene 
und  die  zu  ihr  hinsichtlich  der  Schar  konjugierte  Gerade  berührt. 
Insbesondere  umhüllen  die  Asymptoten  der  Scharkurven  eine 
Kurve  3.  Klasse. 

§  10.  Konfokale  Kegelsclinitte, 

Eine  der  wichtigsten  Kegelschnittscharen  ist  diejenige,  deren 
Grundtangenten  durch  die  vom  imaginären  Kreispunktepaar  Jj,  Jg 
an  irgendeine  Kurve  q)(u,  u)  =  0  der  Schar  gezogenen  Tangenten 
gebildet  werden.  Die  in  der  Schar  befindlichen  Punktepaare  be- 
stehen nach  Kap.  XI,  §  18  aus  dem  reellen  und  imaginären 
Brennpunktepaar  von  (p(u,  u)  =  0  sowie  aus  Jj,  J'2.  JEs  haben 
somit  sämtliche  Scharkurven  dieselben  Brennpunkte^  gemeinsamen 
Mittelpunkt,  und  ihre  Achsen  fallen  daher  aufeinander:  die  Kegel- 
schnitte werden  als  konfokal  bezeichnet.  Man  hat  drei  Arten 
solcher  Scharen  zu  unterscheiden,  deren  Gleichungen  wir  in  recht- 
winkligen Linienkoordinaten  geben: 

1.  die  Schar  konfokaler  Ellipsen  und  Hyperbeln: 

(17)  (a^  -  X)u^  +  (ö2  -  X)v''  -1=0, 

2.  die  Schar  konzentrischer  Kreise: 

(18)  {a^-X)  {u^-\-v^)-  1  =0, 

3.  die  Schar  konfokaler  Parabeln: 

(19)  pv^  —  u  —  X(u^  +  t;2)  =  0  . 

1.  Konfokale  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Die  du/rch  irgendeinen  Punkt  P  der  Ebene  gehenden  ztvei 

Scharkurven  schneiden  sich  in  P  rechtwinklig.,  denn  die  in  P  ge- 

('    zogenen  Tangenten  derselben  liegen  nach  S.  254  harmonisch  zu 

1      allen  von  P  an  die  Kegelschnitte  der  Schar  gezogenen  Tangenten, 

sind  daher  auch  harmonische  Polaren  des  Kreispunktepaares,  also 

k    zueinander    rechtwinklig    (Fig.    l).     Den    Parameterwerten   des 

;      Intervalles   —  00  <  ^  <  fe^   entsprechen   Ellipsen,  dem  Intervall 

b'^  <iX  <Ca^  Hyperbeln,  imaginäre  Kurven  erhält  man  für  a^  <iX 

jl  Fagcal,  Kepertorium.  U.  2.  Aufl.  17 
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<  (X).    Die  Werte  X=h\  l  =  a^  liefern  das  reelle  bzw.  imaginäre 
Brennpunktepaar,  A  ==  +  oo  das  imaginäre  Kreispirnktepaar. 

In  Punktkoordinaten  hat  die  Kurvenschar  (17)  die  Gleichung 

(20)     (fe2  -X)x'  +  (a'  -X)y'-  (a^  -  l)  (l^  -  X)  =  0 , 

deren  Wurzeln  X  für  gegebene  x,i/  zwischen  —  oo  und&^bzw.  zwischen 

b^  und  a^  gelegen  sind; 
durch  irgendeinen  Funkt  P 
geht  daher  eine  Ellipse  und 
eine  Hyperbel  des  Systems. 
Konfokale  Ellipsen  und 
Hyperbeln  findet  man  zu- 
erst wohl  bei  Maclaurin, 
Ä  treatise  of  fluxions, 
§648  (1742);  vgl.  ferner 
Binet,  J.  ec.  pol.  9,  57 
{1813);  J.  de  Math.2,2  AS 
(1837);  Chasles,  Ann. 
de  Math.  IS,  269  (1828)', 
Steiner-  Schröter, 
S.  188,  338,  431;  Reye, 
G.  d.  L.,  S.  176;  Gundelfinger,  Vorl.,  S.  165. 

Man  kann  nach  Lame  (/.  de  Math.  2,  156  (1837))  die 
Parameter  X^,  X^  der  zwei  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Schar- 
kurven als  elliptische  Koordinaten  von  P  einführen,  die  allerdings 
P  erst  dann  eindeutig  bestimmen,  wenn  noch  angegeben  wird,  in 
welchem  Quadranten  P  liegen  soll.    Es  ist  nämlich 

(21)     ^2  =  («*-^i)  («'->«)        -2       (P^-^i)(b'-h) 


T'ig.  1. 


a^  —  b' 

x^  -\-y 


r2    _ 


-X,-{-b'-X, 


(Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  hggb.  von  Clebsch,  S.  207, 
Berün  1866;  Hesse,  A.  G.  d.  B.,  S.  292;  Staude,  Die  Fokal- 
eigenschaften der  Flächen  2.  Ordnung,  S.  162,  Leipzig  1896). 

Im   Falle   a  =  b   geht   die   Schar   konfokaler    Ellipsen  und 
Hyperbeln  (17)  über  in  die  durch 

2.  konzentrische  Kreise 
gebildete  Schar  (18).  Die  Brennpunkte  ihrer  Kurven  sind  nun  mit 
dem  Mittelpunkt  0  der  Kreise  zusammengefallen.  Die  (imaginären) 
Asymptoten  bestehen  aus  den  Verbindungslinien  von  0  mit  dem 
imaginären  Kreispunktepaar  J^,  J^,  sind  daher  allen  Kreisen  ge- 
meinsam, so  daß  konzentrische  Kreise  auch  als  solche  aufgefaßt 
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werden  Jcönnen,  die  sich  in  J^  und  J^  berühren;  sie  bilden  dem- 
nach einen  speziellen  Fall  einer  Büschelschar  (vgl.  §  11).  Der  ge- 
meinsame Mittelpunkt  gehört  doppelt  zählend  der  Schar  als  Aus- 
artung an.    Vgl.  Poncelet,  P.  p.  Nr.  131  iind  410. 

3.  Konfökale  Parabeln. 

Die  Parabeln  des  Systems  (19)  oder  (in  Pimktkoordinaten)^ 
des  Systems 


(22) 


r 


'2{p  -  X)x  -\-  ){{p  —  l)  =  0 


haben  sämtlich  die  Gerade  y  =  0  zur  Achse.  Je  nach  dem  Vor- 
zeichen von  p  —  X  offnen  sie  sich  nach  entgegengesetzten  Seietn, 
und  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht 
eine  Kurve  von  jeder  Art  (Fig.  2)  (vgl. 
Hesse,  Zschr.  f.  M.  19,  52  (1874); 
über  parabolische  Koordinaten  vgl, 
Staude,  a.  a.  0.,  S.  171). 

Die  unendlich  nahe  benachbarten 
Kurven  der  vorstehend  erwähnten  drei 
Arten  konfokaler  Kegelschnittscharen 
teilen  die  Ebene  in  unendlich  kleine 
Quadrate,  sie  bilden  ein  Netz  von  Iso- 
thermen. So  nennt  man  mit  Rücksicht 
auf  ihre  physikalische  Bedeutung  über- 
haupt Kurvennetze,  die  die  Ebene  in 
unendlich  kleine  Quadrate  zerlegen. 
Die  isogonalen  Trajektorien  solcher 
Kurvennetze  bilden  wieder  ein  iso- 
thermisches System.  Näheres  hierüber 
bei  Holzmüller,  Math.  Ann.  18,  304  (1881),  sowie  in  dessen 
Werk  Einführung  in  die  TJieorie  der  isogonalen  Verwandtschaften 
etc.,  besonders  Kap.  8  und  14,  Leipzig  1882;  vgl.  auch  Scheffers, 
Einführung  in  die  Theorie  der  Kurven  in  der  Ebene  u/nd  im  Baume, 
S.  111  und  124ff.,  Leipzig  1901. 

Bei  konfokalen  Kegelschnitten  ist  die  zu  einer  Geraden  g 
hinsichtlich  der  Schar  konjugierte  Gerade  rechtwinklig  zu  g, 
denn  der  Pol  von  g  in  bezug  auf  das  imaginäre  Kreispunktepaar 
liegt  im  Unendlichen  in  einer  zu  g  normalen  Richtung.  Der  zu 
einem  Punkt  P  gehörige  Polarkegelschnitt  (vgl.  §  7)  ist  nun  eine 
Parabel,  die  das  gemeinsame  Achsenpaar  der  Scharkurven  berührt, 
denn  der  Polärkegelschnitt  hat  die  Träger  der  Punktepaare  der 
Schar  zu  Tangenten.  Ebenso  berührt  diese  Parabel  die  in  P  ge- 
zogenen  Tangenten   der  zwei   durch  P  gehenden   Systemkurven 

17* 


B'ig.  2. 
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(Steinersche   Parabel   Ton  P;   Steiner,  /.  f.  Math.  49,  339 
(1855)  =  Werle  II,  629;  Steiner-Schröter,  S.  340). 

Zahlreiche  Sätze  über  Beziehungen  zwischen  Kegelschnitten 
einer  konfokalen  Schar  und  einem  anderen  Kegelschnitt  leitet 
Chasles  aus  gewissen  Haupttheoremen  ab;  näheres  C.  B.  50, 
626  (1860)  =  J.  d.  Math.  (2)  5,  429  (1860);  vgl.  EnzyTü.  IE  C  1 
(Dingeldey),  S.  118. 

§  11,  Büsehelschar  einander  doppelt  berührender 
Kegelschnitte. 

Das  System  der  Kegelschnitte,  die  sich  in  zwei  Punkten  A 
und  B  berühren,  kann  als  Büschel  und  als  Schar  betrachtet  werden 
(Büschelschar).  Wir  erwähnen  nur  folgende  Sätze:  Die  Polaren 
eines  Pvmktes  Q  in  bezug  auf  alle  Systemkurven  gehen  durch  den 
auf  der  gemeinsamen  Beinihrungssehne  s  gelegenen  vierten  har- 
monischen Punkt  zu  A.,  B  und  zu  'dem  Schnittpunkt  von  s  mit 
QS^  wo  S  den  Pol  der  Sehne  s  bezeichnet.  Die  Pole  einer  Ge- 
raden g  in  bezug  auf  alle  Systemkurven  liegen  auf  s  selbst  und 
auf  der  durch  S  gehenden  vierten  harmonischen  Geraden  zum 
Tangentenpaare  SA.,  SB  und  zur  Verbindungslinie  von  S  mit 
dem  Schnittpunkte  von  s  und  g.  Die  Mittelpunkte  der  System- 
kurven liegen  auf  der  Verbindungslinie  von  iS  mit  der  Mitte  der 
Berührungssehne  s.  Die  Brennpunkte  liegen  auf  einer  zirkulären 
Kurve  3.  Ordnung,  die  in  S  einen  Doppelpunkt  mit  rechtwinkligen 
Tangenten  hat  (Strophoide,  focale  a  noeud).  Die  einfachste  Glei- 
chung eines  Systems  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte  ist 
x^x^  —  Aajg^  =  0,  wo  a;^  =  0  und  iCg  =  0  die  Gleichungen  der 
gemeinsamen  Tangenten  sind,  während  x^  =  0  die  Berührimgs- 
sehne  darstellt.  Analog  bei  Linienkoordinaten.  Daß  auch  ein 
System  konzentrischer  Kreise  als  Büschelschar  anzusehen  ist, 
wurde  schon  in  §  10  bemerkt. 

Näheres  über  Büschelscharen  bei  Gergonne,  Ann.  de  Math. 
11,  385  und  400  (1821);  Poncelet,  ebenda  12,  248  (1822); 
Steiner,  J.  f.  Math.  45,  212  (1853)  =  Werke  II,  471;  Cay- 
ley,  Quart.  Journ.  3,  246  (1860)  =  Coli. pap.  IV,  456;  Chasles, 
S.C.,  Kap.  19;  Milinowski,  Progr.  G-ymn.  Tilsit  1870;  Steiner- 
Schröter,  §  52. 

§  12.  Sonstige  KegelschnittsystemeJ 

Für  einige  andere  Systeme  kann  hier  nur  das  Wichtigste 
erwähnt  werden.    Das    System  'S'(3jo,  1^)   der  Kegelschnitte,  die 


§  12,    Sonstige  Kegelschnittsysteme.  261 

durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  und  eine  gegebene  Gerade  be- 
rühren, sendet  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  zwei  seiner 
Kurven,  eine  beliebige  Gerade  wird  von  vier  Kurven  des  Systems 
berührt ;  in  ihm  sind  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  und  drei  Geraden- 
paare enthalten.  Auch  das  System  der  einem  Dreieck  umschriebenen 
Parabeln  gehört  hierher.  Die  Mittelpunkte  der  Kurven  erfüllen 
im  allgemeinen  Falle  eine  Kurve  4.  Ordnung,  die  die  Seiten  des 
Dreiecks  der  Grundpunkte  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  ge- 
gebenen Geraden  berührt  und  die  Seitenmitten  dieses  Dreiecks 
zu  Doppelpunkten  hat, 

Literatur:  Gergonne,  Ann.  de  Math.  11,  393  (1821); 
Hearn,  Besearches  on  curves  of  fhe  second  order,  p.  35,  London 
1846;  Cayley,  Quart.  Journ.  6,  24  (1864)  =  Coli.  pap.Y,  258; 
Hoßfeld,  Ärch.  Math.  Physik  70,  253  (1884);  Zimmermann, 
Zsclr.  f.  M.  29,  176  (1884);  Steiner-Schröter,  §  53;  Grü- 
ninger.  Gießener  Diss.  1903. 

Dem  System  S{Sp^  lg)  entspricht  dual  das  System  S{^g.^  Ip) 
von  Kegelschnitten,  die  drei  gegebene  Geraden  berühren  und  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  ist  jetzt 
ein  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  des  dem  Dreiseit  der  Grund- 
tangenten parallel  eingeschriebenen  Dreiseits  berührt.  Hierher  ge- 
hören auch  alle  Parabeln  mit  gemeinsamem  Brennpunkt  i^,  die 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen;  ihre  Scheitel  liegen  nach 
Quetelet  {Bruxelles  Nouv.  Mcm.  3,  116  (1826))  auf  einer  Kar- 
dioide,  die  F  zur  Spitze  hat. 

Literatur:  Gergonne,  Ann.  de  Math.  11,  385  (1821); 
Poncelet,  ebenda  12, 111  (1821);  Hearn,  a.  a.  0.  p.  39;  Intri- 
gila und  Laudiero,  Giorn.  di  mat.  19,  245  (1881);  Tesar, 
}Vien.  Ber.  84,  194  (Jahrg.  1881);  Steiner-Schröter,  §  53; 
E.  Heinemann,  Gießener  Diss.  1907. 

Das  sich  selbst  duale  System  S{2p.,  2g)  besteht  aus  zwei 
verschiedenen  Reihen  von  Kurven,  deren  Mittelpunkte  auf  je  einen 
von  zwei  konzentrischen  Kegelschnitten  verteilt  sind.  Näheres  bei 
Brianchon,  Memoire  sur  les  lignes  du  second  ordre,  p.  20,  Paris 
1817;  Poncelet,  Ann.de  Math.  12,  233  (1822  );  Hearn,  a.  a.  0. 
p.  40;  Seydewitz,  Arch.  Math.  Phys.  14-,  364  (1850);  Cayley, 
Quart.  Journ.  8,  211  (1867)  =  Coli.  pap.  VI,  43;  Steiner- 
Schröter,  S.  347;  Haller,  Progr.  Münchener  Kreisrealsch.  1908. 
Auch  die  Kreise,  die  zwei  gegebene  Geraden  berühren,  gehören 
hierher,  ebenso  die  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehenden  Kegel- 
schnitte mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt  F.  Über  die  Auf- 
gabe,  einen  Kegelschnitt  mit  Hilfe   von  F  und   drei  gegebenen 
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Kurvenpunkten  zu  konstruieren  vgl.  Steiner-Geiser,  S.  154, 
weitere  Literatur  hierzu  in  EnzyJd.  III  Cl  (Dingeldey),  S.  128. 

Auch  bei  dem  System  der  einen  Kegelschnitt  k  doppelt  be- 
rührenden Kreise  gibt  es  zwei  Reihen  von  Systemkurven :  Die  eine 
Reihe,  bei  der  die  Kreismittelpunkte  die  Hauptachse  von  Je  erfüllen, 
enthält  reelle  und  imaginäre  Kurven;  die  Mittelpunkte  der  zur 
zweiten  Reihe  gehörigen,  sämtlich  reellen  Kreise  erfüllen  die  Neben- 
achse von  k.  Jeder  dieser  letztgenannten  Kreise  ist  auch  Ort  für 
die  Fußpunkte  aller  Geraden,  die  von  den  Brennpunkten  unter 
demselben  beliebigen  Winkel  nach  allen  Tangenten  von  k  gezogen 
werden,  ein  Satz,  der  nach  Rohn  {Leipz.  Ber.  60,  2  (1908)) 
spezieller  Fall  eines  weit  allgemeineren  Satzes  ist. 

Literatur:  Steiner,  /.  f.  Math.  37,  174  (1848)  =  Werke 
II,  404,  /.  f.  Math.  45,  189  (1853)  =  Werke  II,  447;  Niem- 
tschik,  Wien.  Ber.  67,  298  (1873),  68,  377  und  505  (1874); 
W.  Fiedler,  Acta  Math.  5,  331  (1884);  Sporer,  Zschr.  f.  M. 
41,  210  (1896);  Schüßler,  Areh.  Math.  Phys.  (3)  2,  1  (1902); 
Gundelfinger,  Vorl.,  S.  180;  Kübel,  Gießener  Biss.  1907. 

C.  Kegelschuittuetze  und  Kegcelschuittgewebe. 

§  13.   Kegelsch.nittnetze. 

Werden  die  Gleichungen  dreier  nicht  demselben  Büschel  an- 
gehörigen  Kurven  2.  Ordnung  f(x,  x)^O.i  g(x,x)  =  0,  h(x,x)  =  0 
linear  verbunden  zu  einer  Gleichung 

(23)  %f{x,x)  +  ^9{x,oo)  -\-  (ih(x,x)  =  0, 

wo  K,  X,  (i  willkürliche  Parameter  bedeuten,  so  stellt  diese  ein 
System  von  oo^  Kurven  2.  Ordnung,  ein  lineares  Kegelschnitt- 
system 2.  Stufe  dar,  das  als  Kegelschnittnetz  bezeichnet  wird.  Das- 
selbe enthält  unendlich  viele  Büschel,  und  irgend  zwei  dieser 
Büschel  haben  stets  einen  Kegelschnitt  gemeinsam. 

Sollen  sich  die  Polaren  eines  Punktes  x  in  hezug  auf  drei  nicht 
demselben  Büschel  angehörige  Systemkurven  in  einem  und  demselben 
Punkt,  der  y  heißen  möge,  schneiden,  so  muß,  wie  leicht  anzusehen, 
X  auf  der  Kurve  3.  Ordnung 

(24)  y  +  i/;^iA  =  o 

^     ^  y  I  —  dx^  dx^  dx^ 

liegen,  die  auch  durch  y  hindurchgeht.  Zwei  so  zusammengehörige 
Punkte  rc,  y  heißen  konjugierte  oder  harmonische  Pole  der  Netz- 
kurven.  Die  Kurve  (24)  ist  der  Ort  der  zu  drei  u/nd  damit  zu  allen 
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Netzkurven  zugeordneten  honjugierten  Pole  und  heißt  die  Hesse  sehe 
oder  Jacobische  Kurve  des  Netzes  (Hesse,  J.  f.  Math.  28,  105 
(1844)  =  Ges.  Werke,  ^.1^2)'.,  Steiner  nennt  sie  die  Trip elkurve  des 
Netzes  (Steiner-Schröter,  S.  469),  da  sie  durch  die  drei  Ecken 
(Tripel)  des  gemeinsamen  Poldreiecks  irgend  zweier  Netzkurven 
geht.  Auf  der  Kurve  (24)  liegen  somit  die  Doppelpunkte  aller  Ge- 
radenpaare des  Netzes.  Die  Verbindungslinien  irgendeines  Punktes 
jRi  der  Hesse  sehen  Kurve  mit  zwei  konjugierten  Polen  Pj ,  Pg  treffen 
die  Kurve  noch  in  einem  weiteren  konjugierten  Polepaar  Qi,Q^, 
und  die  Geraden  P1Q2  und  P2Q1  schneiden  sich  in  dem  zu  jR^ 
konjugierten  Pole  J?2  der  Hess  eschen  Kurve:  das  durch  die  Geraden 
J?iP,,  B^P^^P^Q^  und  P^Qi  gebildete  Vierseit  ist  ein  Polarvierseit 
(vgl.  Kap.  XI,  §  7).  Die  in  zwei  konjugierten  Polen  wie  P^  und 
Pg  gezogenen  Tangenten  der  Hess  eschen  Kurve  schneiden  sich 
auf  dieser  Kurve  in  einem  Punkt,  der  zum  dritten  Schnittpunkt 
der  Geraden  P1P2  mit  der  Kurve  konjugiert  ist.   (Vgl  .Kap  XVI.) 

Die  Verbindungslinien  konjugierter  Pole  umhüllen  nach  Gai,jlej 
{J.  de  Math.  9,  290  (1844)  =  Coli  pap.  I,  187)  eine  Kurve 
3.  Klasse,  die  Cayleysche  oder  Hermitesche  Kurve  des  Netzes;  jede 
ihrer  Tangenten  trifft  offenbar  irgend  drei  Netzkurven  in  Punkte- 
paaren einer  Involution.  Auch  von  den  im  Netz  enthaltenen  Geraden- 
paaren  ivird  diese  Kurve  umhüllt,  und  jede  ihrer  Tangenten  gehört 
einem  solchen  Paare  an. 

Näheres  über  Kegelschnittnetze  bei  Hesse,  J.  f.  Math.  36, 
151  (1848)  =  G^es.TFtrÄ-e,S.  164;  Cayley, iowdow  B.S.Trans.Wl, 
423  (Jahrg.  1857)  =Con.pap.  H,  391;  Cremona,  G.Th.,  S.212; 
Durege,  Die  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung,  S.  235,  Leipzig 
1871;  Gundelfinger,  Vorl.,  S.  218;  Steiner-Schröter,  S.  469; 
Reye,  G.  d.  Z.,  4.  Aufl.,  S.  278;  Salmon-Fiedler,  A.  G.  d.  K., 
S.  702. 

§  14.  Kegelselinittgewebe. 

Dual  zu  (23)  stellt 

(25)  Kcp(u,u)  +  A;((w,m)  -j-  fiil}(u,u)  =  0 

ein  lineares  zweistufiges  System  von  00^  Kurven  2.  Klasse  dar, 
das  man  als  Kegelschnittgewebe  oder  Scharschar  bezeichnet.  Hier 
gelten  natürlich  die  dual  entsprechenden  zu  den  beim  Netz  er- 
wähnten Sätzen.  Alle  drei  beliebigen  Kurven  des  Gewebes  harmo- 
nisch zugeordneten  Polarenpaare  umhüllen  jetzt  eine  Kurve  3.  Klasse, 
die  Hess esche  Kurve  des  Gewebes;  diese  hat  auch  die  Träger  der  im 
Gewebe  befindlichen  Punktepaare  zu  Tangenten,  berührt  also  die 
Seiten  des  irgend  zwei  Kurven  des  Gewebes  gemeinsamen  Polardreiseifs. 
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Die  Schnittpunkte  der  vorerwähnten  Polarenpaare  erfüllen  eine 
Kurve  3.  Ordnung^  die  Cayleysche  oder  Hermitesche  Kurve  des 
Gewebes;  von  ihren  Punkten  lassen  sich  an  irgend  drei  Kurven  des 
Gewebes  Tangentenpaare  einer  Involution  legen.  Alle  Punktepaare 
des  Gewebes  liegen  auf  dieser  Kurve,  und  jeder  ihrer  PunJcte  gehört 
einem  solchen  Paare  an. 

Ein  wichtiges  Gewebe  bilden  die  Kegelschnitte  einer  Schar 
zusammen  mit  ihren  konfokalen  Kurven.  Seine  Cayleysche  Kurve 
ist  Ort  der  Brennpunkte  der  Schar,  seine  Hessesche  Kurve  ist 
Enveloppe  der  Achsen  der  Scharkurven  (Schröter,  Math.  Ann.  5, 
63  (1872);  Gundelfinger,  Vorl.,  S.  404). 

Näheres  über  Kegelschnittgewebe  bei  Hesse,  J.  f.  Math.  38, 
246  und  252  (1849)  =  Ges.Werke,  S.  198  und  205;  Gay ley,  J.  de 
Math.  10,  104  (1845)  ==  Coli.  pap.  I,  191;  Gundelfinger, 
Vorl.,  S.  226;  Reye,  G.  d.  L.,  4.  Aufl.,  S.  278. 

D.  Kegelschnitte  und  Kegelschnittsysteme  in 
konjugierter  Lage. 

§  15.   Einzelne  Kegelschnitte  in  konjugierter  Lage. 

Hesse  hat  die  Frage  nach  der  geometrischen  Bedeutung  einer 
linearen  Gleichung 

(26)  Piiaii  +  2  ^12  «12  +^22  «22  +  2/3i3ai3  +  Sfeags  +  ^«ss  =  0 
zwischen  den  Koeffizienten  a^^.  von  f{x^x)  =  0  aufgeworfen.  In 
dieser  Gleichung  können  die  ß-;^  als  Koeffizienten  der  Gleichung 
einer  Kurve  2.  Klasse  betrachtet  werden  oder  für  ß.j^  =  B-j^  als 
Koeffizienten  der  zur  Kurve  2.  Ordnung 

r27^  ^(^>^)  =  ^1^1^  +  ^h^^l^i  +  &22^2^  +  ^b^s^i^s 

+  2&23^2a-3  +  &33a;32  =  0 

gehörigen  Gleichung  in  Linienkoordinaten 

,       V  -Bn  ^1^  +   2  J5i2  %  Mg  +  ^22  ^2^  +  3  ^13  Ml  Wg 

+  2^823^2^3  +  ^33  V  =  0. 
Für  ßij^  =  Bf^  wäre  (26)  identisch  mit  0  =  0,  wo  —  30 
den  Koeffizienten  von  X^  in  der  früher  (§  l)  erwähnten  wichtigen 
kubischen  Gleichung  C(A)  ==  0  bedeutet.  Hesse  kam  zu  dem  Er- 
gebnis, daß  bei  Erfüllung  der  Bedingung  (26)  der  Kegelschnitt  f 
unendlich  vielen  Polardreiedken  des  Kegelschnitts  g  umschrieben  ist 
(Hesse,/./.  Math.  45,83(1853)  =  Ges.  Werke,  S.  2  9  8 ;  eine  andere 
Ableitung  bei  Gundelfinger,  Vorl.  S.  162). 
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Diese  Deutung  von  (26)  bildet  die  Grundlage  für  Unter- 
suchungen, die  voneinander  unabhängig  Smith.,  London  M.  S.  Proc. 
2,  85  (1868)  =  CoU.pap.  I,  524  und  Rosanes,  Math.  Ann.  6, 
264  (1873)  anstellten,  jener  zum  großen  Teil  rein  geometrisch, 
dieser  mit  Hilfe  der  Symbolik  der  temären  Formen.  Sind  die  jS^j 
in  (26)  die  Koeffizienten  einer  ein  Punktepaar  darstellenden  Kurve 
2.  Klasse,  so  ist  (26)  die  Bedingung  dafür,  daß  dieses  Paar  ein 
harmonisches  Polepaar  von  /"darstellt  (vgl.  (43)  in  Kap.  XI,  §  12). 
Smith  nennt,  wenn  die  Gleichung  0  =  0  erfüllt  wird,  den  Kegel- 
schnitt f  dem  Kegelschnitt  g  harmonisch  umschrieben;  Rosanes 
nennt  beide  Kurven  konjugiert.  Eeye  (J.  f.  Math.  82,  1  (1877), 
G.  d.  L.,  4.  Aufl.,  S.  266)  sagt,  die  Kurve  f  stützt  oder  trägt  die 
Kurve  g  und  umgekehrt  stützt  sich  g  auf  f  oder  ruht  g  auf  /";  auch 
nennt  er  beide  Kurven  apolar. 

Die  Seiten  der  oben  erwähnten  Polardreiecke  berühren  den 
Kegelschnitt  H  ==  0,  von  dessen  Tangenten  die  Kurven  f  und  g 
nach  §  2  in  harmonischen  Punktepaaren  getroffen  werden. 

Wenn  die  Gleichung  0  =  0  erfüllt  wird,  können  dem  Kegel- 
schnitt g  unendlich  viele  Polar dreiseite  von  f  umschrieben  werden,  g 
ist  der  Kurve  f  harmonisch  eingeschrieben.  Auch  die  Um  kehrung 
gilt:  Stehen  f  und  g  in  einer  der  vorerwähnten  Beziehungen  zuein- 
ander, so  verschwindet  0. 

Die  Frage  nach  der  geometrischen  Bedeutung  von  H  =  0, 
wo  3  H  den  Koeffizienten  von  X  in  der  Gleichung  3.  Grades  (7(A)  =  0 
darstellt  (vgl.  (4)  in  §  l),  ist  hiermit  gleichfalls  erledigt. 

Wenn  0  und  H  verschwinden,  sind  f  und  g  die  zwei  äquian- 
harmonischen  Kegelschnitte  des  Büschels  Xg(x,x)  —  f{x,x)  =  0 
(vgl.  §  6,  femer  Gundelfinger,  Zschr.  f.  M.  20,  156  (1874); 
Ferrers,  Quart.  Journ.  7,  21  (1866)). 

Der  schon  in  §  4  und  §  6  erwähnte,  zu  dem  Büschel 
^ff  ~  f=  0  gehörige  Kegelschnitt  'P"(m,  w)  =  0  ist,  wie  Gundel- 
finger bemerkte,  harmonisch  eingeschrieben  den  Kurven  f{x,x)  =  0 
und  g(x,x)'=0  (somit  allen  Kurven  des  Büschels)  und  den  Pol- 
kegelschnitten, die  zu  drei  beliebigen  Geraden  der  Ebene  in  be- 
zug  auf  das  Büschel  Xg  —  /"  =  0  zugeordnet  sind. 

Bezüglich  der  einem  Kegelschnitt  g  harmonisch  umschriebe- 
nen Kreise  f  oder,  was  sich  gleichzeitig  hiermit  erledigt,  der  einem 
Kreis  f  harmonisch  eingeschriebenen  Kegelschnitte  g  fand  Faure, 
daß  die  aus  dem  Mittelpunkt  von  g  an  einen  Kreis  f  gezogenen  Tan- 
genten gleich  dem  Radius  des  Direktorkreises  (vgl.  Kap.  XI,  §  1 3) 
von  g  sein  müssen.  Daher  schneidet  dieser  Kreis  alle  jene  Kreise 
rechtwinklig,  die  Polardreiecken  von  g  umschrieben  sind  (Faure, 
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Nouv.  Ann.  19,  234  (1860));  Painvin,  ebenda  294;  Salmon,  i 
ebenda  347;  Steiner-Schröter,  S.  178;  eine  Verallgemeinerung  | 
des  Satzes  von  Faure  bei  Cazamian,  Nouv.  Ann.  (3)  13,  229 
und  324  (1894)).    Weitere  besondere  Fälle  und  Literaturangaben 
in  EnzyU.  III  Ol  (Dingeldey),  S.  144f.  i 

§  16.   Kegelschnittsysteme  in  konjugierter  Lage. 

Es  sei  ein  „Kegelscbnittsystem  h^^  Stufe"  gegeben  durch 

(29)       XJ^(x,x)  +  l^f^(x,x)-\ H  Vl/Ä+l(*'^)  =  0     (*  =  1,2,3,4). 

Sind  die  Kurven  2.  Ordnung  /'^(a;,a;)  =  0  dieses  Systems 
einem  gegebenen  Kegelschnitt  (p(u,u)  =0  harmonisch  umschrieben, 
im  übrigen  aber  voneinander  unabhängig,  so  sind  alle  Kurven  des 
Systems  dem  Kegelschnitt  tp  harmonisch  umschrieben.  Es  gibt 
überhaupt  ein  „konjugiertes  System  (4  —  Tcf^^  Stufe" 


(30)      ^^(p^{u,u)  -f  ii^(p^(u,u)  -\ 1-  H-k9b-ki.^^'>^)  =  0, 


dessen  sämtlichen  Kurven  die  Kurven  des  Systems  (2j9)  harmo-  ' 
nisch  umschrieben  sind. 

Für  fc  =  4  reduziert  sich  (30)  auf  einen  einzigen  Kegel- 
schnitt, dessen  Tangenten  aus  den  in  (29)  befindlichen  Doppel- 
geraden bestehen.  Sind  die  /"^(a;,  a?)  =  0,  (2  =  1,2,.. 5),  fünf  Doppel- 
geraden U^  =  0 ,  die  einen  Kegelschnitt  g?  berühren,  so  steht  der 
Ausdruck  Cg  =  0  einer  sechsten  Tangente  dieser  Kurve  mit  den 
ZT,,  in  solcher  Beziehimg,  daß  man  immer  Faktoren  X.  (1  =  1,2, ..6) 

6 

bestimmen  kann,  die  die  Summe  ^A^  U^  identisch  zu  Null  machen. 
5  1 

Die  im  Systeme  ^''■X^  TJ^  =  0  befindlichen  Kreise  bilden  ein  Netz, 

1 
dessen  Potenzmittelpunkt  im  Mittelpunkte  von  qo  liegt,  während 
die  Doppelpunkte  der  zwei  zirkulären  Geradenpaare,  die  sich  in 
jedem  Kreisbüschel  des  Netzes  befinden  (die  Grenzpunkte  des  Bü- 
schels) den  Direktorkreis  von  cp  (vgl.  Kap.  XI,  §  13)  erfüllen  (P. 
Serret,  G.  d.  d.,  p.  74,  131,  209,  116). 

Im  Falle  ]c  =  'S  besteht  das  konjugierte  System  (30)  aus  einer 
Kegelschnittschar,  deren  vier  Grundtangenten  durch  die  Doppel- 
geraden des  Systems  (29)  gebildet  werden.  Jede  Kurve  von 
(29)  läßt  sich  durch  die  vier  Doppelgeraden  linear  darstellen 
(P.  Serret,  G.d.d.,  p.  49  und  260;  Rosanes,  Math.  Ann.  6,  307 
(1873)).  Timerding  {Gott.  Nachr.  Jahrg.  1900,  103)  deutet  die 
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Koeffizienten  in  dieser  Darstellung  als  homogene  Punktkoordinaten 
im  Räume  und  bildet  Merdurcli  das  System  eindeutig  auf  den 
Raum  ab.  Ist  (30)  eine  Schar  konfokaler  Kegelschnitte,  so 
besteht  (29)  aus  allen  gleichseitigen  Hyperbeln,  denen  das  Brenn- 
punktepaar der  Schar  konjugiert  ist  (Picquet,  E.  g.,  p.  128). 

Dem  Falle  /j  =  3  entspricht  dual  Ä;  =  1 .  Hier  ist  ein  Büschel 
gegeben;  das  konjugierte  System  ist  dritter  Stufe,  und  die  Mittel- 
punkte der  in  ihm  befindlichen  Kreise  liegen  auf  der  im  Büschel 
enthaltenen  gleichseitigen  Hyperbel  (Picquet,  p.  74). 

Im  Falle  k  =  2  stellt  die  Gleichung  (29)  ein  Netz  N,  (30) 
ein  Gewebe  G  dar.  Zwischen  beiden  finden  viele  Beziehungen 
statt.  So  ist  z.  B.  die  Hessesche  Kurve  von  JV  identisch  mit  der 
Cayley sehen  Kurve  von  G  und  die  Cayleysche  Kurve  von  N 
identisch  mit  der  H  e  s  s  e  sehen  von  G  (vgl.  §  13  und  §  14).  Näheres 
bei  Picquet,  p.  96;  Gundelfinger,  Vorl.,  S.  228;  White,  Am. 
M.  8.  Trans.  1,  1  und  170;  Gordan,  ebenda  1,  9  und  402. 

Haben  alle  Kurven  eines  Netzes  einen  und  denselben  Punkt 
P  gemeinsam,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  H e s s e sehen  Kurve; 
die  Cayleysche  Kurve  zerfällt  in  P  und  einen  Kegelschnitt.  In 
dem  konjugierten  Gewebe  ist  P  als  Doppelpunkt  enthalten. 

Von  den  Netzen,  deren  Kurven  zwei  Punkte  gemeinsam  haben, 
sei  nur  das  aus  Kreisen  bestehende  Netz  erwähnt,  bei  dem  diese  zwei 
Punkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind.  Seine  Hesse  sehe  Kurve 
zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  einen  Kreis  Ä;,  der  alle 
Kreise  des  Netzes  rechtwinklig  schneidet  {OrthogonälJcreis  des 
Netzes).  Das  konjugierte  Gewebe  besteht  aus  allen  Kegelschnitten, 
die  Je  zum  Direktorkreis  haben.  Vgl.  Picquet,  p.  117;  Gundel- 
finger, Vorl.  S.  389. 

Haben  alle  Kurven  eines  Kegelschnittnetzes  drei  Punkte  P, 
^,  B.  gern  einsam,  so  besteht  die  Hessesche  Kurve  aus  den  Ver- 
bindungslinien der  drei  Punkte,  die  Cayleysche  Kurve  aus  ihnen 
selbst.  Das  konjugierte  Gewebe  wird  durch  die  Kegelschnitte  ge- 
bildet, die  PQIi  zum  Polardreieck  haben. 

Bezüglich  einer  ausführlicheren  Darstellung  der  Eigenschaften 
der  in  konjugierter  Lage  befindlichen  Kegelschnitte  und  Kegel- 
schnittsysteme sei  verwiesen  auf  Picquet,  E.g.:,  Rosanes,  Math. 
Ann.  6,  264  (1873);  Clebsch-Lindemann  (l.  Aufl.),  S.  295; 
W.  F.  Meyer,  Apolarität  und  rationale  Kurven,  S.  84,  Tübingen 
1883;  Reye,  G.  d.  X.,  4.  Aufl.,  S.  264;  Gundelfinger,  Vorl. 
§  17  und  §  25—26;  Salmon-Fiedler,  A.  G.  d.  K.,  Kap.  19,  wo 
überhaupt  die  Invariantentheorie  der  Kegelschnitte  ausführlich  be- 
handelt wird. 


268  Kapitel  XII.    Kegels chnittsysteme. 

ZusammensteUung  abkürzender  Bezeichnungen, 
von  denen  in  Kapitel  X  bis  XII  Gebraucli  gemacht  ist. 

Apollonius  =  ApoUonius  von  Perga,  8  Bücher  Kegel- 
schnitte, um  225  V.  Chr.  Deutsche  Bearbeitung  von  H.  Balsam, 
Berlin  1861.  Äpollonii  Pergaei  quae  Graece  exstant  cum  commen- 
tariis  antiquis.    Ediäit  J.  L.  Heiberg,  2  Bde.,  Leipzig  1890 — 1893. 

Cantor,  G.d.M.  =  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte 
der  Mathematik,  Bd.  I,  2.  Aufl.,  Leipzig  1894;  Bd.  II,  2.  Aufl.. 
Leipzig  1900;  Bd.  III,  2.  Aufl.,  Leipzig  1901. 

Carnot,  G.  d.  p.  =  L.  K  M.  Carnot,  Geometrie  de  position, 
Paris  1803. 

Chasles,  6r.  s.  =  M.  Chasles,  Traite  de  ge'ometrie  superieure, 
Paris  1852;  2.  Aufl.,  Paris  1880. 

Chasles,  S.  c.  ==  M.  Chasles,  Traite  des  sections  coniques. 
Paris  1865. 

Clebsch- Lindemann,  Vorl.  =  A.  Clebsch,  VorlesungeTi 
über  Geometrie,  bearbeitet  und  herausg.  von  F.  Lindemann,  Bd.  I 
2.  Aufl.,  Leipzig  1906. 

C  r  a  n  z ,  TJi.  d.  K.  =  C.  C  r  a  n  z ,  Synthetisch  -  geometrisch 
Theorie  der  Krümmung  von  Kurven  und  Flächen  2.  Ordnwng, 
Stuttgart  1886. 

Cremona,  G.  Th.  =  L.  Cremona,  Einleitung  in  eine  geo 
metrische  Theorie  der  ebenen  Kurven,  ins  Deutsche  übertragen  von 
M.  Curtze,  Greifswald  1865. 

De  la  Hire,  S.  c.  =  Ph.  De  la  Hire,  Sectiones  conicae, 
Paris  1685. 

Desargues,  JB.p.  =  G.  Desargues,  Brouillon  project  d'um 
atteinte  aux  evenements  des  rencontres  d'tm  cöne  avec  un  plan  (Paris 
1639),  (Euvres  de  Desargues  reu/nies  d  analysees  par  Poudra 
Bd.  I,  Paris  1864. 

Enriques,  P.  G.  =  F.  Enriques,  Vorlesungen  über projektivt 
Geometrie,  deutsche  Ausg.  von  H.  Fleischer,  Leipzig  1903. 

Gundelfinger,  Vorl.  ==  S.  Gundelfinger,  Vorlesungen  aus 
der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte,  herausg.  von  F.  Dingel- 
dey,  Leipzig  1895. 

HeffterundKoehler,  ^.G^.  =  L.Heffterund  C.Koehler 
Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  Bd.  I,  Leipzig  und  Berlin  1905. 

Hesse,  Ä.G.d.  R.  ^  0.  Hesse,  Vorlesungen  über  analytische 
Geometrie  des  Raumes,  revidiert  und  mit  Zusätzen  versehen  von 
S.  Gundelfinger,  3.  Aufl.,  Leipzig  1876. 
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Möbius,  S.K.  =  A.  F.  Möbius,  Der  hary zentrische  Kalkül, 
Leipzig  1827;  auch  in  Bd.  I  der  Ges.  Werke,  Leipzig  1885. 

Picquet,  E.  g.  =  H.  Picquet,  Etüde  geometrique  des 
iy Sternes  ponctuels  et  tangentiels  de  sections  coniques,  Paris  1872. 

Plücker,  Ä.  E.  =  J.  Plücker,  Analytisch  -  geometrische 
Entwicklungen,  3  Bde.,  Essen  1828—1831. 

Poncelet,  P.  p.  =  J.  V.  Poncelet,  Traite  des  propriete's 
wojectives  des  figures,  Paris  1822;  2.  Ausg.,  2  Bde.,  Paris  1865 
—1866. 

Poncelet,  -ä.  a.^.  =  J.  V.  Poncelet,  Applications  d'analyse 
it  de  geomeirie,  2  Bde.,  Paris  1862—1864. 

Keye,  (t.  cZ.  X.  =  Th.  Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  1.  Abt., 
).  Aufl.,  Leipzig  1909. 

Salmon-Fiedler,  A.  G.  d.  K.  =  W.  Fiedler,  Analytische 
xeometrie  der  Kegelschnitte ,  nach  G.  Salmon  deutsch  bearbeitet, 
L.  Teil,  7.  Aufl.  Leipzig  1907,  2.  Teil,  6.  Aufl.  Leipzig  1903. 

Serret,  G.  d.  d.  =  P.  Serret,  Geometrie  de  direction,  Paris 
1869. 

Simon,  E.  d.  G.  =  M.  Simon,  Über  die  Entwicklung  der 
Elementar-Geometrie  im  XIX.  Jahrhundert,  Leipzig  1906. 

V.  Staudt,  G.  d.  L.  =  Chr.  v.  Staudt,  Geometrie  der  Lage, 
S[iirnberg  1847. 

Steiner,  /S.  JJ.  =  J.  Steiner,  Systematische  Entwicklu/ng  der 
Ahhängigkeit  geometrischer  Gestalten  voneinander,  BerKn  1832, 
luch  in  Bd.  I  der  Ges.  Werke  und  in  Nr.  82—83  von  Ostwalds 
Klassikern  der  exakten  Wissenschaften. 

Steiner-Geiser  =  J.  Stein  er,  ForZestm^ew  Ober  synthetische 
Geometrie,  1.  Teil:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer 
Darstellung,  bearbeitet  von  C.  F.  Geiser,  3.  Aufl.,  Leipzig  1887. 

Steiner- Schröter  =  J.  Steiner,  Vorlesungen  über  syn- 
thetische Geometrie,  2.  Teil:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  gestützt 
%uf  projektive  Eigenschaften,  bearb.  von  H.  Schröter,  3.  Aufl.  durch- 
gesehen von  R.  Sturm,  Leipzig  1898, 


Kapitel  XIII. 
Allgemeine  Theorie  der  ebenen  algebraischen  Kurven. 

Von  L.  Berzolari  in  Pavia. 


Bibliographisclie  Notizen. 

Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  algebraischen  Kurven 
konnten  erst  nach  der  Entdeckung  der  analytischen  Geometrie 
erforscht  werden.  E.  Descartes,  La  Geometrie^  Leyden  1637 
{(Euvres  publiees  par  Ch.  Adam  et  P.  Tannery,  Paris  1902, 
vol.  VI,  p.  369,  deutsch  von  L.  Schlesinger,  Berlin  1894)  hat 
zuerst  die  ebenen  Kurven  in  algebraische  und  transzendente,  wie 
er  sagt,  geometrische  und  mechanische,  geschieden  und  die  höheren 
algebraischen  Kurven  betrachtet.  Einige  allgemeine  Sätze  gab 
Newton,  Enumeratio  Unearum  tertii  ordinis  (1676),  London 
1704,  Opera  ed.  Horsley,  vol.  I,  p.  531  (von  uns  zitiert  als 
Enumeratio) ;  ihm  verdanken  wir  die  Einteilung  der  Kurven  nach 
ihrer  Ordnung. 

Die  ersten  allgemeinen  Lehrbücher  der  Kurventheorie  waren: 
L.  Euler,  Introductio  in  analysin  inßnitorum,  Lausanne  1748, 
vol.  II;  G.  Gramer,  Introduction  ä  Vanalyse  des  ligncs  courbes 
algebriques,  Geneve  1750  (zitiert  als  Introduction). 

In  der  Folgezeit  war  von  großer  Bedeutung:  Plücker, 
Theorie  der  algebraischen  Kurven,  Bonn  1839  (zitiert  als  Theorie), 
worin  u.  a.  die  berühmten  nach  Plücker  benannten  Formeln  ent- 
halten sind. 

Neuere  Lehrbücher  sind:  L.  Cremona,  Introduzione  ad  wna 
teoria  geometrica  delle  curve  piane,  Bologna  Mem.  (l)  12,  305 
(1861),  dtsch.  von  M.  Curtze,  Greifs wald  1865  (zitiert  als  In- 
trod.)',  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höheren 
ebenen  Kurven,  2.  Aufl.,  Leipzig  1882  (Salmon-Fiedler),  franz.  Aus- 
gabe mit  einer  Studie  über  die  singulären  Punkte  von  Halphen, 


§  1.    Algebraische  ebene  Kurven  und  ihre  reelle  Darstellung.     271 

Paris  1884  {Etude)\  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über 
Geometrie,  Bd.  I,  Leipzig  1875 — 76  (Clebsch-Lindemann).  Das 
erste  dieser  Werke  geht  von  geometrischen  Gesichtspunkten  aus, 
die  anderen  haben  wesentlich  analytischen  Charakter. 

Elementarer  ist  das  neue  Buch:  Wieleitner,  Theorie  der 
ebenen  algebraischen  Kurven  höherer  Ordnung,  Leipzig  1905. 

Im  besonderen  haben  wir  die  folgenden  Werke  zu  nennen: 
Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie,  Leipzig  1879 
(Kalkül);  F.  Klein,  Biemannsche  Flächen,  autographiert,  2  Bde., 
Göttingen  1891 — 92;  Clebsch  und  Gordan,  Theorie  der  Abelschen 
Funktionen,  Leipzig  1866  (Clebsch-Gordan);  Picard  und  Simart, 
Theorie  des  fonctions  algebriques  de  deux  variables  independantes, 
vol.  II,  Paris  1900  (Picard-Simart)-,  Hensel  und  Landsberg, 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Variabein,  Leipzig 
1902  (Hensel-Landsberg);  Picard,  Traite  d'andlyse,  2.  ed.  vol.  11, 
Paris  1905  (Iraite);  Bertini,  Introduzione  alla  geometria proiet- 
tiva  degli  iperspazi,  Pisa  1907  (Introd.);  Severi,  Lezioni  di  geo- 
metria algebrica  (lith.),  Padova  1908  {Lezioni);  überdies  die 
folgenden  Abhandlungen:  Riemann,  J.  f.  Math.  54,  115  (1857), 
Werke,  2.  Aufl.,  S.  100  {Ahelsche  Fu/nktionen);  Brill  und  Nöther, 
Math.  Ann.  7,  269  (1874)  {Brill-Mther);  E.  Kötter,  Grumd- 
ziigc  einer  rein  geom.  TJi.  d.  alg.  ebenen  Kurven,  Berl.  Abb.  1887 
(Preisschrift);  Bertini,  Ann.  di  mat.  (2)  22,  1  (1894)  (Geom. 
Serie  lin.);  Segre,  ibid.  p.  41  (Introd.). 

Darstellungen  der  historischen  Entwicklung  gaben:  Brill 
und  Nöther,  Math.-Ver.  3,  107  (1894);  E.  Kötter,  ibid.  5,  1 
(l901).  Man  vgl.  auch  die  Artikel  der  Mathematischen  Enzy- 
klopädie, insbesondere:  Wirtinger,  Alg. Funktionen,  IIB 2,  S.  115; 
Zeuthen,  Abzählende  Methoden,  IIIC3,  S.  257;  Berzolari,  All- 
gemeine TJieorie  der  höh.  eb.  alg.  Kurven,  III 04,  S.  313. 

§  1.    Algebraische  ebene  Kurven  und  ihre  reelle  Dar- 
stellung. 

1.  Ebene  algebraische  Kurven.  Eine  ebene  algebraische  Kurve 
c„  von  der  Ordnung  n  ist  der  Ort  der  reellen  und  imaginären 
Punkte,  deren  homogene  projektive  Koordinaten  x^,  X2,  x^  einer 
Gleichung  f(x-y,  x^,  x^)  =  0  genügen,  indem  f  eine  Ternärform  der 
Ordnung  n  bezeichnet  mit  konstanten,  reellen  oder  komplexen 
Koeffizienten. 

Liegt  die  Kurve  in  einer  reellen  Ebene,  und  ist  ihre  Glei- 
chung auf  ein  reelles  Grunddreieck  bezogen,  so  heißt  sie  reell 
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oder  imaginär,  je  nachdem  die  Koeffizienten  von  f  alle  reell  sind 
oder  nicht. 

Eine  Kurve  c^^  heißt  irreduzibel  oder  reduzibel  (einfach  oder 
zerfallend),  je  nachden  /  es  ist.  Algebraische  (invariante)  Kri- 
terien für  das  Zerfallen  einer  c„  in  Gerade  bei  Junker,  Math. 
Ann.  45,  1  (1894),  Brill,  Gott.  Nachr.  1893,  S.  757,  Math. 
Ann.  60,  157  (1898),  Gordan,  Math.  Ann.  45,  410  (1894), 
Hadamafd,  Bull.  Soc.  M.  27,  34  (1899). 

Die  Ordnung  n  von  c„  hängt  von  der  Wahl  des  Grunddrei- 
ecks nicht  ab  und  bezeichnet  deshalb  einen  projektiven  Charakter 
der  Kurve:  sie  bedeutet  die  Anzahl  der  Punkte,  in  denen  die 
Kurve  von  jeder  nicht  einen  Teil  von  ihr  bildenden  Geraden  ge- 
troffen v?ird. 

2.  Beeile  Darstellungen.   Ein  reelles  Bild  von  c^  kann  man 

auf  mannigfache  Weise  bekommen.  Setzt  man  z.  B.  a;  =  — , 
y  ==  —  und  stellt  die  Werte  von  x^y  in  der  Gauß sehen  Weise 

Xg 

durch  die  Punkte  zw^eier  Ebenen  dar,  so  vrird  durch  die  Gleichung 
F(^x,  y)  =  0,  in  die  /"(iCi,  x^,  x^)  =  0  auf  diese  Weise  übergeht,  eine 
mehrdeutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten  der  beiden  Ebenen 
hergestellt,  und  jedes  Paar  entsprechender  Punkte  ist  hierbei  das 
Bild  eines  Punktes  von  c„.  Man  kann  auch  die  Punkte  von  c„ 
durch  die  reellen  Punkte  der  a^-Ebene  darstellen,  indem  man  sich 
in  jedem  von  diesen  die  m  (<  n)  korrespondierenden  Werte  von  y 
angebracht  denkt.  So  entsteht  eine  m- blättrige  Rie  mann  sehe 
Fläche,  die  über  der  a?- Ebene  ausgebreitet  ist,  und  deren  Punkte 
die  Büder  der  Kurvenpunkte  sind.  Die  Fläche  ist  zusammenhängend, 
wenn  die  Kurve  einfach  ist,  und  umgekehrt;  sie  ist  symmetrisch, 
wenn  die  Kurve  reell  ist,  und  umgekehrt  (vgl.  §  12).  Alle 
Riemannschen  Flächen,  die  zu  einer  gegebenen  algebraischen 
Kurve  gehören,  stehen  untereinander  in  eindeutiger  reeller  kon- 
former Korrespondenz. 

Eine  algebraische  Kurve  besitzt  demnach  oo^  Punkte,  und 
von  jedem  läßt  sich  auf  der  Kurve  zu  jedem  anderen  auf  unend- 
lich vielen  Wegen  übergehen.  Betreffs  der  angeführten  und  ähn- 
licher Darstellungen  vgl.  man  F.  Klein,  Biemannsche  Flächen; 
Segre,  Math.  Ann.  40,  413  (1892);  Busche,  J.  f.  Math.  122, 
227  (1900);  Juel,  Diss.,  Kopenhagen  1884,  und  Math.  Ann.  61, 
77  (1905). 
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§  2.  Definitionen  und  elementare  Eigenschaften  der  ebenen 
algebraischen  Kurven. 

1.  Blehrfache  Punkte.  Da  die  Anzahl  der  wesentlichen  Koeffi- 
zienten in  f=  0^n(n-\-  3)  beträgt,  so  kann  man  durch  ^n (n  -\-  3) 
Punkte  immer  wenigstens  eine  c„,  die  eine  einfache  Kurve  oder 
zusammengesetzt  sein  kann,  hindurchlegen.  Die  Punkte  lassen 
sich  immer  in  solcher  Lage  annehmen,  daß  durch  sie  nur  eine 
einzige  c^  hindurchgeht:  zu  dem  Zweck  genügt  es,  n  Gerade 
flj,  ttg , . . . ,  a^  anzunehmen  und  von  den  Punkten  2  in  a^,  3  in  ag  usw. 
schließlich  n  -^  1  in  a^  zu  wählen;  eine  c„  durch  diese  ^n(n  +  3) 
Punkte  besteht  notwendigerweise  aus  den  w Geraden  a^,  02»  •  •  •»  %• 

Sei  die  Gleichung  einer  c„  in  inhomogenen  Koordinaten  x,  y 
in  der  Form  gegeben  /"q  +  /i  +•••  +  /'„  =  0,  indem  f^  eine  Binär- 
form i*®'  Ordnung  von  a;,  y  bezeichnet;  ist  dann  /"q  =  0,  während 
/i  =^  0  ist,  so  ist  der  Ursprung  0  ein  einfacher  Punkt  der  Kurve. 
Die  Tangente  in  0  ist  /"^  =  0,  sie  berührt  die  c„  Ä;-punktig  in  0, 
wenn  f^  ein  Teiler  von  (21  •  •  -i  fk-i->  ^^^  nicht  von  f^  ist.  Für 
it  =  3  sagt  man,  daß  0  ein  gewöhnlicher  WendepunM  ist,  für 
fc  >•  3  nennt  man  ihn  einen  höheren  Wendepunkt,  insbesondere 
für  Zc  =  4  einen  Undulaüonspunkt  (point  de  serpentement  nach 
Maupertuis,  Paris  Mem.  1729,  p.  277). 

Wenn  /"j,  .  .  .,  f,_ii  aber  nicht  /],  identisch  verschwindet,  so 
sind  von  den  n  Schnittpunkten  der  c„  mit  einer  allgemeinen  Ge- 
raden durch  0  nur  n  —  s  von  0  verschieden.  Dann  heißt  0  ein 
s-facher  PunJd  der  Kurve,  und  die  s  Geraden  /",  =  0  seine  Tan- 
genten, weil  von  den  n  Schnittpunkten  irgendeiner  von  ihnen 
mindestens  s  -\-  1  nach  0  fallen.  Der  Punkt  0  heißt  ein  gewöhn- 
licher s-facher  Punkt,  wenn  die  s  Tangenten  alle  verschieden  sind. 
Irgendeine  der  Tangenten  berührt  in  0  die  Kurve  (s  +  fc  -|-  l)- 
punktig,  wenn  der  zugehörige  Linearfaktor  von  /",  in  /",+!,  •••,  /!,j.i, 
aber  nicht  in  f^^^+i  aufgeht. 

Insbesondere  erhält  man  für  s  =  2  einen  DoppelpwnM,  und 
zwar  einen  eigentlichen  Doppclpunkt  oder  einen  Bückkehrpunkt 
(eine  Spitze^.,  je  nachdem  die  beiden  Tangenten  verschieden  sind 
oder  nicht.  Wenn  bei  einer  reellen  Kurve  der  Doppelpunkt  reell 
ist,  aber  die  beiden  Tangenten  konjugiert  imaginär,  so  heißt  der 
Doppelpunkt  ein  isolierter  oder  konjugierter  Punkt  von  c^. 

Der  Rückkehrpunkt  heißt  ein  gewöhnlicher  oder  erster  Art, 
wenn  seine  Tangente  in  0  die  c^  dreipunktig  berührt;  wenn  sie 
vierpunktig  berührt,  so  hat  man  im  allgemeinen  einen  Selbst- 
herührungspunJct  (tacnode).    Genauer,  nimmt  man  y  =  0  für  die 

Pascal,  Repertorium.   II.  2.  Aufl.  18 
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Tangentengleichung,  so  hat  die  Gleichung  der  Kurve  die  Form 

2/2  -j-  y{ax^  +  hxy  +  cy^)  +  {ax^  -\ )  +  höhere  Glieder  =  0. 

Dann  ist  0  ein  Selbstberührungspunkt,  wenn  a^=^Aa\  für 
a^  =  A:a  erhält  man  im  allgemeinen  eine  Spitze  zweiter  Art  oder 
einen  SchnäbelpunM  (vgl.  unten  §  10). 

Die  vorstehende  Art,  die  mehrfachen  Punkte  zu  betrachten, 
findet  sich  schon  in  de  Gua  de  Malves,  TJsages  de  Vanalyse  de 
Descartes  etc.,  Paris  1740,  und  ist  daraus  in  alle  Lehrbücher 
übergegangen. 

Dieselben  Eesultate  ergeben  sich  auch  in  allgemeinerer  Form 
nach  der  Joachimsthalschen  Methode  aus  der  Entwicklung  der 
Gleichung  {(Xx^  +  fit/J  =  0,  welche  die  Schnittpunkte  der  c„  mit 
der  Verbindungslinie  der  Punkte  x  und  y  liefert:  J.  f.  Math.  33, 
371  (1846).  Man  findet  so,  daß  ein  PunU  y  ein  s-f acher  Punkt 
ist,  wenn  für  seine  Koordinaten  y^,  y^,  y^  alle  Derivierten  von  f  der 
Ordnung  s  —  1,  aber  nicht  alle  der  Ordnung  s  verschwinden. 

Die  zusammenfassende  Gleichung  der  s  Tangenten  in  y  er- 
hält man,  indem  man  den  Koeffizienten  von  i* /*''"*  in  der  vor- 
stehenden Entwicklung  gleich  Null  setzt.  Insbesondere  hat  die 
Tangente  in  einem  einfachen  Punkte  y  die  Gleichung 

df    ,         df    ,         df       ^ 
Wenn  c^^  mehrfache  Punkte  y  besitzt,  so  hat  man 

'K^o   l/_  =  o   1^  =  0 

^2/i  '  dy^  '  a^s  ' 

aus  denen  durch  Elimination  der  y^  folgt,  daß  die  Diskriminante 
von  f  verschwindet,  deren  Grad  in  den  Koeffizienten  von  /  gleich 
S(n  —  iy  ist. 

Eine  c„  mit  einem  w-fachen  Punkt  zerfällt  in  n  Gerade 
durch  diesen  Punkt. 

Mac  Laurin  {Geom.  organica,  London  1720,  p.  137)  hat 
bewiesen,  daß  eine  irreduzible  c^  höchstens  ^{n  —  l){n  —  2) 
Doppelpunkte,  einen  s- fachen  PunJd  für  ^s{s  —  1)  Doppelpunkte 
gerechnet,  haben  kann.  Diese  Höchstzahl  kann  erreicht  werden, 
und  die  Kurve  ist  dann  rational  (s.  §  11). 

Allgemeiner,  wenn  c„  sich  aus  a  verschiedenen  irreduzibeln 
Kurven  zusammensetzt,  so  ist 

^^iiSi  -  1)  <  i(n  -  1)  (n  -  2)  -j-  a  -  1, 
wobei   die  Summe  über  alle   mehrfachen  Punkte  von  c^  zu  er- 
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strecken  ist.    Bertini,  Ist.  Lomb.  JRend.  (2)  21,   329   (1888) 
und  Introd.,  p.  375. 

2.  Schnitt  zweier  algebraischen  Kurven.  Eine  c„  und  eine  c^ 
ohne  gemeinsame  Teile  schneiden  sich  in  mn  PunJcten,  wenn  jeder 
gemeinsame  Punkt  eine  geeignete  Anzahl  Male  gerechnet  wird 
(Bezoutsches  Theorem). 

Dieses  Theorem  wurde  durch  Induktion  von  Mac  L aurin 
gefunden,  Geom.  organica  1720,  p.  135,  und  bewiesen  von 
Euler,  Berl.  Eist.  4,  221,  234  (1748)  und  Gramer,  Introd., 
p.  76,  660,  vollständiger  von  Bezout,  Paris  Mem.  1764,  p.  288, 
und  Th.  gen.  des  equat.  alg.,  Paris  1779.  Weitere  Beweise  gaben: 
in  rationaler  Form  Noether,  Math.  Ann.  23,  311  (1884),  Gor- 
dan, Vorl.  über  Invariantentheorie  I,  Leipzig  1885,  S.  148,  mit 
Hilfe  des  Korrespondenzprinzips  Chasles,  C.  R.  75,  736  (1872), 
76,  126  (1873)   oder   /.   de  Math.  (2)  18,    202,    212  (1873). 

Um  die  gemeinsamen  Punkte  von  c„,  c^  zu  bestimmen,  nimmt 
man  z.  B.  den  Punkt  (0,  0,  l)  in  allgemeiner  Lage  an  und  eli- 
miniert a?3  aus  den  Gleichungen  der  beiden  Kurven.  Die  einzelnen 
Schnittpunkte  findet  man  dann,  indem  man  die  Linearfaktoren 
der  Resultante  It{x^,  x^  einzeln  gleich  Null  setzt,  die  Multiplizi- 
tät  des  Schnittes  in  einem  gemeinsamen  Punkte  ist  die  des  zu- 
gehörigen Linearfaktors  von  B. 

Haben  in  einem  PunJcte  A  c^,  c^  die  MultipUzitäten  r,  s,  so 
absorbiert  A  wenigstens  rs  von  ihren  SchnittpunJcten,  und  absorbiert 
nur  dann  mehr,  wenn  die  Kurven  in  A  eine  gemeinsame  Tangente  haben. 
Rationale  Beweise  findet  man  bei  Noether  a.  a.  0.  und  YoQ,  Math. 
Ann.  27,  533  (1886).  Die  Methode  von  Voß  ist  weiter  verfolgt 
worden  durch  Segre,  Giorn.  di  Mat.  36,  1  (1898),  auf  welche 
Arbeit  wir  für  manche  Fragen  dieses  Paragraphen  und  des  §  7 
verweisen  können. 

3.  Kurven  als  PuMktörtcr  und  Enveloppen.  Mit  Hilfe  des 
Dualitätsprinzips  lassen  sich  die  vorstehenden  Sätze  auf  die  alge- 
braischen Strahlenenveloppen  übertragen,  die  durch  eine  Gleichung 
q)  (mj,  Wj,  Wg)  =  0  dargestellt  werden,  wenn  u^,  u^,  u.^  Linienkoordi- 
naten, q)  eine  Ternärform  w**'  Ordnung  von  ihnen  und  n  die  Klasse 
der  Enveloppe  bedeutet.  Die  zu  dem  Doppel-  und  Rückkehrpunkt 
dualen  Singularitäten  sind  die  Doppel-  und  die  RücJckehrfangente. 

Nach  der  bereits  gegebenen  Tangentengleichung  werden  die 
Koordinaten  der  Tangente  an  die  Kurve  /"  =  0  im  Punkte  y 
df  df  df 

Eliminiert  man  aus  diesen  Gleichungen  und  u-^y^  +  ^3^2  +  ^^s  =  ö 

18* 
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Vxi  Vii  Vs   ^^*^  ^^^  Pi"oportionalitätsfaktor  ^,   so  erhält  man   als  [ 
Resultat  eine   homogene   algebraische   Gleichung   in  den  w,   der  j 
außer   den  Tangenten   der  einfachen  Kurvenpunkte  alle  Geraden 
durch  mehrfache  Punkte   genügen.    Dividiert  man  also  die  linke 
Seite  der  Gleichung  durch  die  Linearfaktoren,  welche  die  Büschel  r 
der  Strahlen  durch  die  mehrfachen  Punkte  liefern,  jeden  in  eine  i 
Potenz  erhoben,  deren  Exponent  der  Multiplizität  des  betreffenden  ! 
Punktes   gleich  ist,   so   erhält  man   eine  algebraische   Gleichung 
9)  =  0,   der  alle  Tangenten  der  Kurve   (einschließlich   der  Tan- 
genten der  vielfachen  Punkte)  und  nur  sie  genügen.   Diese  Glei- 
chung heißt   die  Klassen-   oder    Tangentengleichung  der  Kurve. 
Aus  dem  Dualitätsprinzip  folgt  umgekehrt,  daß  jede  nicht  zer-  * 
fallende  algebraische  Strahlenenveloppe  aus  den  Tangenten  einer 
algebraischen  Kurve  besteht. 

Für  die  Bildung  der  Klassengleichung  und  die  damit  ver- 
knüpften algebraischen  Probleme  vgl.  Cayley,  J".  /".  Math.  34,  30 
(1847)  =  Papers  I,  337;  Hesse,  J.  f.  Math.  40,  317  (1850)  = 
Werlie,  S.  259;  Aronhold,  J"./".  Jla^/i.  55,185(1858);  Clebsch. 
J.  f.  Math.  59,  35  (I86O);  Clebsch -Lindemann,  S.  274: 
Pasch,  J.  f.  Math.  74,  92  (1872).  Die  doppelte  Auffassung  einer 
Kurve  als  Ordnungs-  und  Klassenkurve  rührt  von  Plücker  her 
{Theorie,  S.  200ff.). 


§  3.    Elementare    Lehrsätze   über  lineare  Kurvensysteme, 

Wenn  /i  ==  0,  .  .  . ,  /^^j  =  0  'k-\-  1  Kurven  der  Ordnung  11 
darstellen,  die  linear  unabhängig  sind,  d.  h.  zwischen  denen  keine 

Eelation   von   der   Form  ^aj^  =  0   mit   konstanten   und  nicht 

»  =  i 
sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten  a^  besteht,  so  bestimmen 
sie  ein  lineares  System   der  Ordnung  n  von  der  Stufe  oder  Di- 
mension Je   d.  h.   von  Oü*  Kurven.    Diesem    System   gehören   alle 

k  +  l 

Kurven  von  der  Gleichungsform  ^k.f.  =  0,  wo  l^  variable  Para- 

meter  sind,  an. 

Für  Ic  =  1  erhält  man  ein  Büschel,  für  h  =  2  ein  Netz 
(Bündel).  Die  dual  entsprechenden  Gebilde  hierzu  sind  die  Schar 
und  das  Gewehe  oder  die  Scharschar. 

Von  einem  System  ü^^^  Stufe  geht  durch  h  allgemeine  Punkte 
der  Ebene  eine  einzige  Kurve.  Dieser  Satz  ist,  bei  Ausschluß 
einzelner  Ausnahmefälle,  umkehrbar.   Vgl.  Bertini,  Introduzione, 
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p.  222;  Severi,  Lezioni,  p.  15;  Humbert,  J.  de  Math.  (4)  10, 
174  (1894),  reproduziert  in  Picard-Simart,  p.  56. 

Das  lineare  System,  das  durch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Kurven  eines  linearen  Systems  bestimmt  wird,  gehört  ganz  dem 
linearen  System  an.  Linearsysteme  der  Stufe  k'  (Je  <  Zc) ,  die  in 
einem  oo*-System  enthalten  sind,  gibt  es  oo(*~*')(*'  +  ^).  Sind 
zwei  lineare  Systeme  gleicher  Ordnung  von  den  Dimensionen  k,  Je 
ffCffeben,  und  ist  c  die  Dimension   des  kleinsten  sie  umfassenden 

OD  / 

Systems,  s  die  Dimension  des  größten  ihnen  gemeinsamen  Systems, 
so  ist  Je  -\-  Je  =  c  -\-  s. 

Schneidet  man  die  Kurven  eines  Systems  Je^^  Stufe  n^' 
Ordnung  durch  eine  gerade  Linie,  so  erhält  man  eine  Involution 
n^^  Grades,  deren  Dimension  Je  —  h,  ist,  wenn  die  Gerade  Ji  linear 
unabhängigen  Kurven  des  Systems  angehört. 

Ein  s-facher  Punkt  von  Je  -\-  1  linear  unabhängigen  Kurven 
des  Systems  Je^^^  Stufe  ist  s-facher  Punkt  der  allgemeinen  Kurve 
des  Systems  und  heißt  ein  s-facher  Basis-  oder  Fundamentalpunkt. 
Die  Gruppen  der  Tangenten  in  ihm  bilden  eine  Involution  s*®' 
Ordnung,  deren  Stufe  nur  dann  <;  Je  ist,  wenn  einige  Kurven 
des  Systems  in  dem  Punkte  eine  Multiplizität  >  s  besitzen.  Die 
Zahl  der  Basispunkte  ist  endlich,  wenn  sich  nicht  von  allen 
Kurven  des  Systems  eine  feste  Kurve  ablöst.  Sätze  über  die 
Basispunkte  gaben  Döhlemann,  MatJh  Ann.  41,  545  (1893), 
Guccia,  Bend.  Circ.  M.  7,  193  (1893). 

Ein  lineares  System  heißt  irreduzibcl  oder  redusibel,  je  nach- 
dem seine  allgemeine  Kurve  es  ist.  Häufige  Verwendung  finden 
die  folgenden  Sätze  von  Bertini,  Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  15,  24 
(1882)  und  Introduzione,  p.  227;  vgl.  auch  Severi,  Lezioni, 
p.  25;  Lüroth,lfa^//.  Ann.  42,  457  (1893),  44,  539  (1894):  Wenn 
jede  Kurve  des  Systems  außerJmlb  der  BasispunJete  einen  s -fachen 
PunJct  besitzt,  so  ist  der  Ort  dieser  Punkte  eine  Kurve,  die  (s — l)- 
fach  gezäJdt  einen  Teil  von  jeder  Kurve  des  Systems  bildet.  Des- 
halb hat  die  allgemeine  Kurve  eines  irreduzibeln  Systems  keine  be- 
ireglichen  mehrfachen  PunJete. 

Wenn  man  die  Systeme  ausseJüießt,  die  eine  feste  Teilkur oe 
besitzen,  so  zerfällt  die  allgemeine  Kurve  eines  reduzibeln  Systems 
in  eine  gewisse  AnzaJd  t  irreduziblcr  Kurven  eines  und  desselben 
Büschels,  die  in  diesem  BüscJiel  eine  Involution  vom  Grade  t  bilden. 

Ein  irreduzibles  System  heißt  einfach,  wenn  alle  seine  Kurven, 
die  außer  den  Basispunkten  einen  Punkt  gemein  haben,  keinen 
anderen  gemeinsamen  Punkt  besitzen.  Haben  sie  außerdem  aber 
eine  feste  Anzahl  jia  —  1  von  Punkten  gemein,  so  heißt  das  System 
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ein  zusammengesetztes.  Im  letzteren  Falle  ist  dem  System  eine 
PunMmvolution  vom  Grade  ^  in  der  Ebene  zugeordnet,  bei  der 
jeder  Punkt  der  Ebene  zu  einer  und  nur  zu  einer  Gruppe  von 
ft  Punkten  gehört,  und  eine  Sjstemkurve,  die  durch  einen  Punkt 
einer  Gruppe  geht,  geht  durch  alle  Punkte  der  Gruppe  hindurch. 
Man  sagt  deshalb,  daß  das  System  mittels  der  Involution  zu- 
sammengesetzt sei,  oder  auch,  daß  es  der  Involution  angehöre. 
Grad  eines  linearen  Systems  heißt  die  Zahl  der  variablen 
Schnittpunkte  irgend  zweier  seiner  Kurven.  Der  Grad  ist  nur 
Null,  wenn  der  veränderliche  Teil  des  Systems  aus  einer  oder 
mehreren  Kurven  eines  Büschels  besteht.  Für  ein  irreduzibles 
System  A;*"  Stufe  ist  der  Grad  D^k  —  1.  Vgl.  Bertini,  Bom. 
Äcc.  Line.  Bend.  (5)  lOS  73  (l90l);  Introduzione,  p.  232.  Ein 
Netz  vom  Grade  2)  >  1  gehört  einer  Punktinvolution  vom  Grade 
D  an  (s.  oben).  Ein  Netz  vom  Grade  1  heißt  homaloidisch ;  solche 
Netze  liefern  die  birationalen  Transformationen  der  Ebene. 

§  4.  Polareigenschaften. 

Ist  /"(a?!,  ajg,  ajg)  eine  Ternärform  n^^  Ordnung,  so  setzt  man 

Dann  ist  A„/'=  0  die  Gleichung  der  ersten  Polare  des  Punktes 
(2/11  y%^  2/3)  bezüglich  der  Kurve  /"  =  0. 

In  dieser  Polarenbildung  kann  man  fortfahren,  indem  man 
vom  Punkte  y  wieder  die  Polare  bzw.  der  ersten  Polare  nimmt 
usw.  Man  erhält  dann  die  zweite,  dritte  usw ,  allgemein  die  r*® 
Polare  des  Punktes  y  bzw.  der  Kurve  /"  =  0  dargestellt  in  der 
Form  A  '■f  =  0 

Man  kann  bzw.  dieser  wieder  die  s*^  Polare  eines  neuen 
Punktes  z  nehmen.  Für  diese  gemischten  Polaren  gilt,  entsprechend 
der  Identität 

a;(a//-)  ^  A/(A//-) 

der  Satz:  Die  s**  Polare  eines  Punktes  z  bzw.  der  r^"  Polare  eines 
Punktes  y  fällt  zusammen  mit  der  r*^"  Polare  von  y  bzw.  der  s^" 
Polare  von  z  (Plücker). 

Ferner  liefert  die  Identität 

A;f{x)  =  Aj^-^fiy) 

den  Satz  der  Beziprozität:  Liegt  x  auf  der  r^"^  Polare  von  y,  so 
liegt  y  auf  der  (n  —  r)'^"  Polare  von  x  (Bobillier). 


r 
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Die  r*®  Polare  eines  Punktes  y  ist  der  Ort  der  r*®"^  Polar- 
gruppen von  y  in  bezug  auf  die  Gruppe  der  n  Punkte,  die  eine 
durch  y  gehende  bewegliche  Gerade  aus  c^  ausschneidet. 

Ist  y  ein  s-facher  Punkt  von  c„(**^s^l),  so  sind  die 
Polaren  von  «/,  deren  Ordnung  <  s  ist,  unbestimmt  und  die  übrigen 
haben  in  y  einen  s-fachen  Punkt  mit  denselben  Tangenten  wie  c„ . 
Umgekehrt  ist  ein  Punkt,  der  für  irgendeine  seiner  Polaren  s-fach 
ist,  auch  ein  s-facher  Punkt  von  c^. 

Damit  ein  Punkt  y  ein  s-facher  Punkt  von  c„  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  seine  Polare  von  der  Ordnung  s  —  1 
unbestimmt  wird.  Die  Tangenten  in  y  werden  dann  durch  die 
Gleichung  Ay"-Y(^)  =  0  dargestellt. 

Ist  y  s-fach  für  c„,  so  hat  die  r*®  Polare  eines  anderen  Punktes 
z  (für  r  <  s)  in  ^  einen  (s  —  r)-fachen  Punkt,  und  ihre  Tangenten 
in  y  bilden  die  r^  Polare  von  e  (oder  der  Geraden  yz)  bezüglich 
der  Gruppe  der  s  Tangenten  von  c„  in  y. 

Wenn  die  r^  Polare  von  y  m  z  einen  s-fachen  Punkt  hat, 
so  hat  die  Polare  der  Ordnung  r  -\-  s  —1  von  z  in  y  ebenfalls 
einen  s-fachen  Punkt,  und  umgekehrt. 

Die  ersten  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  ein 
Büschel,  dessen  Basispunkte  die  (n — 1)^  Pole  (jpoints  polaires 
nach  Bobillier,  konjugierte  Pole  nach  Cremona)  der  Ge- 
raden sind. 

Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Ebene  bilden  ein  Netz, 
das  aber  für  w  >  3  ein  spezialisiertes  Netz  ist. 

Die  Theorie  der  Polaren  ist  fast  gleichzeitig  von  Bobillier, 
Ann.  de  Math.  18,  89,  157,  253  (1828),  19,  106,  138,  302 
(1829)  und  mit  Verwendung  homogener  Koordinaten  von 
Plücker,  /.  f.  Math.  5,  1  (1830)  =  Abhdlgn.  I,  124  entwickelt 
worden,  später  von  H.  Graßmann,  /.  f.  Math.  24,  262,  372 
(1842);  25,  57  (1843)  =  Werke  11^  3,  in  rein  geometrischer 
Form  von  Steiner,  Berl.  Ber.  1848,  S.  310  oder  J.  f.  Math.  47, 1 
(1854)  =  Werke  II,  495  und  Cremona,  Introduzione,  Abschn.  IL 
S,  auch  Clebsch,  /.  f.  Math.  58,  273  (1860).  Sätze  von  anderer 
Art  hat  vom  Standpunkt  der  Formentheorie  Laguerre  1872 — 78 
gegeben,  /.  de  Math.  (2)  17,  1,  (3)  1,  99,  265,  (3)  4,  213;  C.  E. 
78,  744;  80,  1218;  Bull.  Soc.  Math.  3,  174,  alles  vereinigt  in 
seinen  Werken,  Bd.  II. 
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§  5.  Apolarität. 

Die  Polarentheorie  ebener  Kurven  findet  ihre  Erweiterung 
in  der  Theorie  der  Apolarität. 

Eine  Kurve  w*®'  Ordnung  c^  und  eine  Kurve  w*®'  Klasse  Ä^, 
deren  Gleichungen  lauten  /"  =  0  und  9)  =  0 ,  heißen  zueinander 
konjugiert  (ßosanes),  harmonisch  oder  apolar  (Reye),  wenn  die 
bilineare,  simultane  Invariante  von  f  und  q),  die  Battaglini 
als  Harmonizante  bezeichnet,  verschwindet.  Man  sagt  auch  nach 
Reye,  c„  stützt  oder  trägt  \^  und  h^  stützt  sich  oder  ruht  auf  c„. 

Wenn  die  \  zu  mehreren  Kurven  apolar  ist,  so  ist  sie  apo- 
lar zu  allen  Kurven  des  durch  diese  bestimmten  linearen  Systems. 
Jedem  linearen  System  von  Kurven  w*^'  Klasse  wird  so  ein  line- 
ares System  von  Kurven  w*®'^  Ordnung  zugeordnet;  die  Stufenzahlen 
dieser  beiden  Systeme  ergänzen  sich  zu  ^w(w  +  3)— 1;  jeder  Kurve 
des  ersten  Systems  ist  jede  Kurve  des  zweiten  Systems  konjugiert 
Die  beiden  Systeme  heißen  selbst  zueinander  konjugiert  oder  apolar. 

Polare  einer  Kurve  m*®''  Klasse  Jc^  bez.  einer  Kurve  n^^ 
Ordnung  c^(n'^m)  heißt  nach  Reye  die  Kurve  (n — m)**'  Ord- 
nung, deren  Punkte  bez.  c^  zu  (w  —  m)*®"^  Polaren  apolare  Kurven 
von  k^  haben.  Löst  sich  k^  in  einen  oder  mehrere  einfach  oder 
mehrfach  gezählte  Punkte  auf,  so  gelangt  man  zu  dem  gewöhn- 
lichen Polarenbegriff  zurück.  Dual  entsprechend  ist  auch  die  Po- 
lare einer  Ordnungskurve  bez.  einer  Klassenkurve  zu  finden. 

Eine  c^  und  eine  Z"^  heißen  nach  Heye  apolar,  wenn  die  Po- 
lare der  einen  hez.  der  anderen  unbestimmt  wird. 

Sind  mehrere  Kurven  derselben  Ordnung  apolar  zu  derselben 
Klassenkurve,  so  ist  zu  dieser  auch  jede  Kurve  des  durch  jene 
Kurven  bestimmten  linearen  Systems  apolar. 

Eine  zerfallende  k^,  die  als  Teil  eine  apolare  Kurve  von  c^ 
enthält,  ist  apolar  zu  c^. 

Damit  ein  m-fach  gezählter  Punkt  zu  einer  c„  apolar  sei,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Punkt  ein  n  —  m  -\-  1-facher 
Pu/nkt  von  c^  ist. 

Die  Apolaritätstheorie  steht  in  engem  Zusammenhang  mit  der 
Darstellung  einer  Ternärform  n^^^  Ordnung  als  Summe  von  n^°  Po- 
tenzen einer  gewissen  Anzahl  v  von  Linearformen.  Stellt  die  Ternär- 
form =  0  gesetzt  eine  c„  dar,  so  bilden  die  v  Geraden,  die  man 
erhält,  indem  man  die  r  Linearformen  einzeln  =  0  setzt,  ein  polares 
r-Seit  der  c„. 

Ein  r-Seit  ist  polar  für  eine  c„  dann  und  nur  dann,  wenn 
alle  ihm  evnbeschrielenen  Kurven  w*®'"  Klasse  zu  c^  apolar  sind. 
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)ann  sind  auch  alle  Kurven  der  Klasse  m  <C,n,  die  dem 
r-Seit  einbeschrieben  sind,  apolar  zu  c„. 

Nimmt  man  n  —  1  Punkte  willkürlich  an  und  einen  n^'^^ 
Punkt  auf  der  gemischten  Polare  jener  Punkte,  so  bilden  die  n  Punkte 
ein  konjugiertes  n-Eck  der  Grundkurve  c„.  Sie  sind  dann  als  zer- 
fallende Kurve  w*®'  Klasse  aufgefaßt  apolar  zu  c„. 

Ein  {n  -f  l)-EcJc  ist  konjugiert  zu  c^,  wenn  je  n  der  n  -\- 1 
Punkte  ein  konjugiertes  w-Eck  von  c„  bilden.    Es  gibt  00"  +  ^  kon- 

jugierte  (w-f  l)-Ecke.    In  den        7^      Seiten  eines  konjugierten 

(n-\-l)-Ecks  verschwinden  solche  Linearformen,  durch  deren  n*^ 
Potenzen  die  Gleichung  der  c^^  linear  ausgedrückt  werden  kann. 
Für  w  >  2  ist  dies  aber  nicht  die  kleinste  Zahl  von  w*"^  Potenzen. 
Vielmehr  beträgt  diese  z.  B.  für  n  =  3  vier  und  für  w  =  4  sechs. 
Von  großer  Wichtigkeit  für  diese  Darstellung  der  Ternär- 
forraen  ist  die  Untersuchung  solcher  Linearformen  Z^,  Zg,  .  .  .,  /!^, 
zwischen  denen  identische  Relationen  von  der  Form 

bestehen,  wobei  r  -^  ^  (n  -\-  l)(n  -{-  2).  Dann  berührt  jede  Ä„,  die 
r  —  1  der  durch  die  Linearformen  gegebenen  Geraden  berührt,  auch 
die  letzte. 

Ein  solches  System  von  r  Geraden  heißt  nach  Rosanes  ein 
abhängiges  System.  Man  vgl.  Serret,  Ge'om.  de  dircction,  Paris 
1869,  und  Rosanes,  J.fMath.  88,  241  (1879),  SO,  303  (I88O), 
95,  247  (1883). 

Die  Anfänge  der  verallgemeinerten  Polarentheorie  finden  sich 
bei  Clifford,  Lond.  M.  S.  Proc.  2,  116  (1868),  Papers,  p.  115; 
Battaglini,  JV^apo?i^/^*(l)  4, 1  (1868),  Giorn.diMat.9, 152,193 
(1871);  Graßmann,  Gott.  Nachr.  1872,  S.  567  =  Werke  IP, 
250;  /.  fMath.  84,  273  (1878),  Werke  ll\  283.  Die  Ausführung 
der  Theorie  gaben  Rosanes,  J.f.Math.TQ,  312  (1873)  und  Reye, 
J.  f  Math.  72,  293  (1870),  77,  269  (1874),  78,  97,  114,  123, 
345  (1874),  79,  159  (1875),  82,  1,  54,  173  (1876).  Vgl. 
Scherrer,  Ann.  di  Mat.  (2)  10,  212  (1880),  und  die  algebrai- 
sche Seite  der  Theorie  betreffend  Stephanos,  Paris  Sav.  etr.  27 
(1881);  Brill,  Math.  Ann.  20,  335  (1882);  Lindemann,  Bull. 
Soc.  M.  5,  113  (1877),  6,  195  (1878),  Math.  Ann.  23,  111 
(1884);  0.  Schlesinger,  Diss.  Breslau  1882,  Math.  Ann.  22, 
520  (1883);  W.  F.  Meyer,  ibid.  21,  528  (1883)  und  Apolarität 
und  rationale  Kurven,  Tübingen  1883.  Für  die  Theorie  der  po- 
laren Figuren  vgl.  noch  Caporali,  Bom.Acc.  L.  Trans.  (3)  1,  232 
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(1677)  ==  Mem.  di  G-eom.,  p.  47;  de  Paolis,  Born.  Acc.  L.  Mem. 
(4)  3,  265  (1886);  0.  Schlesinger,  Math.  Ann.  30,  453  (1887), 
31,  183  (1888);  London,  ibid.  36,  535  (1890);  Scorza,  ibid. 
51,  154  (1899),  Ann.  di  Mat.  (3)  2,  155  (1899). 

Über  die  Darstellung  der  Temärformen  als  Potenzsumraen 
von  Linearformen  und  verwandte  Fragen  vgl.  Palatini,  Torino 
Arn  38,  43  (1902);  41,  634  (1906);  Born.  Acc.  Line.  Bend.  (5) 
12^  378(1903);  Ruh ert,  J.  de  Math.  (A)  4,  249  (1888);  Rich- 
mond,  Quart.  Journ.  33,  331  (1902),  Canibr.  Phil.  Soc.  Proc.  13, 
296  (1906);  Lasker,  Math.  Ann.  58,  434  (1904). 


§6 

Kovariante  Kurven. 

Sind  /"j,  /"g,  /"g  drei  Temärformen  in  rc^,  iCg,  x^  von  den  Ord- 

nungen w^,  Wg,  Wg,  so  stellt  die  Determinantengleichung 

^/; 

oA 

dh 

dxi 

dx^ 

dx. 

df. 

dU 

df. 

=  0 

dx. 

dx^ 

dxg 

du 

df^ 

dfs 

dxi 

dx^ 

dx^ 

die  Jacobische  Kurve  J  von  der  Ordnung  w^  -f  Wg  +  Wg  —  3  der 
drei  Kurven  f^  =  Oj  f2  =  0,  f^  =  0  dar.  Diese  Kurve  ist  der  Ort 
eines  Piuiktes,  dessen  letzte  (gerade)  Polaren  bez.  der  gegebenen 
drei  Kurven  durch  denselben  Punkt  gehen,  und  ebenso  der  Ort  eines 
Punktes,  in  dem  sich  die  ersten  Polaren  desselben  Punktes  bez. 
der  drei  Kurven  schneiden.  Ein  Punkt,  der  für  die  letzteren  Sj-, 
Sg- ,  Sg-fach  ist,  ist  wenigstens  (s^  +  «2  +  ^3  —  2)-fach  für  J.  Vgl. 
Cremona,  Introduzione,  Nr.  93ff.;  Guccia,  Bend.  Circ.  M.  7, 
193  (1893);  Gerbaldi,  ibid.  8,  1  (1894). 

Haben  die  drei  Kurven  dieselbe  Ordnung  Wj^,  so  ist  J  durch 
irgend  drei  keinem  Büschel  angehörende  Kurven  des  durch  die 
gegebenen  Kurven  bestimmten  Netzes  festlegbar,  d.  h.  eine  Kom- 
binante  des  Netzes.  In  diesem  Fall  ist  J  nur  dann  unbestimmt, 
wenn  das  Netz  vom  Grade  Null  ist  (s.  §  3).  Vgl.  Pasch,  Math. 
Ann.  18,  93  (1881);  A.  Levi,  Giorn.  di  Mat.  34,  218  (1896); 
Bertini,  Born.  Acc.  Line.  Bend.  (5)  10\  73  (1901),  Introduzione, 
p.  234.  J  ist  von  der  Ordnung  3  (n^  —  l)  und  der  Ort  der  Doppel- 
punkte von  Kurven  des  Netzes,  gleichzeitig  ist  es  der  Ort  aller 
Punkte,  in  denen  sich  zwei  und  damit  unendlich  viele  Kurven  des 
Netzes  berühren,  oder  der  Punkte,  deren  gerade  Polaren  bez.  aller 
Kurven  des  Netzes  durch  einen  Punkt  gehen.    Der  Ort  S  dieses 


letzteren  Pu; 
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letzteren  Punktes  ist  die  Steinersche  Kurve  des  Netzes,  die  von  der 
Ordnung  3  (w^  —  1)^  ist.  Die  Kurven  J  und  S  sind  wechselweise 
eindeutig  aufeinander  bezogen;  die  Geraden,  die  entsprechende 
Punkte  verbinden,  umhüllen  eine  Kurve  Sn^(n^  —  l)*"  Klasse,  die 
Cayleysche  Kurve  des  Netzes. 

Hat  das  Netz  einen  s- fachen  JBasispunM  (s  >  l),  in  dem  die 
Tangenten  eine  Involution  2.  Stufe  vom  Grade  s  bilden,  so  hat  J 
in  ihm  die  Multiplizität  3  s  —  1  (Cremona). 

Über  die  kovarianten  Kurven  eines  Netzes  vgl.  man  noch 
E.  Kötter,  Math.  Ann.  34,  123  (1889);  Doehlemann,  ebenda 
41,  545  (1893);  Ch.  A.  Scott,  Quart.  Journ.  29,  329  (1898), 
32,  209  (1900). 

Nimmt  man  insbesondere  für  das  Kurvennetz  das  Netz  der 
ersten  Polaren  einer  c„,  setzt  demnach 

f^lK      f  =.LK      f  =LK 
^       n  dxy '    '^       n  dx^ '    ^       n  dx^  ' 

so  werden  die  drei  erörterten  Kurven  kovariante  Kurven  einer 
Grundkurve  f=  0.  Statt  Jacobische  Kurve  sagt  man  dann  Hesse- 
sche  Kurve.  Diese  ist  auch  der  Ort  der  Punkte,  deren  konische 
Polaren  (Polarkegelschnitte)  in  zwei  Gerade  zerfallen,  und  der 
Ort  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden  ist  die  Steinersche  Kurve. 
Zwei  korrespondierende  Punkte  ä;,  y  der  beiden  Kurven  genügen 
den  Gleichungen 

d*f  d^f  d'f 


dx^dxi  ^^       dxidx^  '^'^  '    dxidx. 

aus  denen  durch  Elimination  der  «/,-  bezw.  »,.  die  Gleichungen  der 
Hess  eschen  und  der  St  ein  er  sehen  Kurve  hervorgehen;  die  erstei-e 

ist    -^-^-~   =0. 

Für  w  =  3  fallen  Hessesche  Kurve  und  Steinersche  Kurve 
zusammen. 

Die  Gleichung  der  Hess  eschen  Kurve  ist  dann  und  nur  dann 
identisch  erfüllt,  wenn  c„  in  n  Gerade  eines  Büschels  zerfällt 
(Hesse,  J.  f  Math.  42,  117  (1851),  56,  263  {l%b^)  =  Ahhdlgn. 
S.  289,  481;  vgl.  auch  Gordan  und  Noether,  Math.  Ann.  10, 
547  (1876)). 

Für  eine  von  singulären  Punkten  freie  Grundkurve  sind  die 
charakteristischen  Zahlen  der  drei  kovarianten  Kurven  folgende, 
wenn  wir  nennen  N  die  Ordnung,  JV'  die  Klasse,  D  die  Zahl  der 
Doppelpunkte,  B  die  der  Eückkehrpunkte,  2>'  die  Zahl  der  Doppel- 
tangenten, B'  die  der  Wendetangenten: 
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Hessesche  Kurve 

Steinersche  Kurve 

N 

3(w  — 2) 

3(w-2)2 

N' 

3(w-2)(3w— 7) 

3(w-1)(w-2) 

D 

0 

\{n-2){n—^){^n^—^n- 

-5) 

D' 

f(n-l){n-2){n-3){3n-8) 

|-(w— 2)(w-3)(3w*-3«- 

-8) 

B 

0 

12(w— 2)(w-3) 

IT 

9(w-2)(3w-8) 

3(w  — 2)(4w— 9) 

Cayleysche  Kurve 

N 

3(»i  — 2)(5w-ll) 

N' 

3(w  — l)(w-2) 

D 

|-(w-2)(5m-13)(5w2-19w  +  16) 

D' 

^{n-2)\n^-2n-l) 

B 

18(w-2)(2w  — 5) 

B' 

0 

Auf  diese  Zahlen  beziehen  sich  viele  Sätze  über  Polaren. 
So  gibt  es  I  (w  —  2)  (w  —  3)  (3w^ —  9  m  —  5)  erste  Polaren  mit. 
zwei  Doppelpunkten  und  12  (w  —  2)  {n  —  3)  erste  Polaren  mit  Rück- 
kehrpunkt. Ihre  Pole  sind  die  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  der 
Stein  er  sehen  Kurve. 

In  einem  s- fachen  Punkte  A  von  c„  (s<[w)  besitzt  die  Hesse- 
sche  Kurve  mindestens  die  Multiplizität  3  s — 4,  und  hat  zu  Tan- 
genten die  s  Tangenten  von  c„  und  außerdem  die  2  (s  —  2)  Ge- 
raden^ die  im  Büschel  der  Strahlen  durch  A  die  Hesse  sehe  Gruppe 
jener  s  Tangenten  bilden.  Vgl.  Brill,  Math.  Ann.  13,  175  (1878). 

Die  Hesse  sehe  und  Cayleysche  Kurve  haben  ihre  Namen 
nach  ihren  Entdeckern  erhalten:  Hesse  {J.  f.  Math.  28,  68  (1844), 
Abhdlgn.,  S.  89)  und  Cayley  {J.  de  Math.  (1)  9,  285  (1844),  Phü. 
Trans.  147,  415  (1857),  Papers  I,  183,  II,  381).  Die  Grund- 
eigenschaften aller  drei  Kurven  fand  Steiner  (a.a.O.  §  3,  Werke 
II,  495),  der  die  Hessesche  und  Cayleysche  Kurve  als  konjugierte 
Kernkurven  bezeichnete.  Geometrische  Beweise  gab  Cremona 
[Infroduzione) ,  analytische  Clebsch  (/.  f.  Math.  59,  125  (1861), 
64,  288  (1865)).  Andere  Arbeiten  rühren  her  von  Voss,  Math. 
Ann.  30,  418  (1887);  E.  Kötter,  ebenda  34,  123  (1889);  Wölf- 
fing,  ebenda  36,  97  (1890);  Segre,  Born.  Acc.  L.  Bend.  (5)  4^ 
143  (1895).    Daß  die  Hessesche  Kurve  einer  singularitätenfreien 
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Cjj  keine  mehrfachen  Punkte  besitzt,  bewiesen  del  Pezzo,  Napoli 
Bend.  22,  203  (1883),  E.  C.  Valentiner,  TidssTcr.  f.  Math,  (ö)  6, 
48  (1888).  Sätze  über  die  Cayleysche  Kurve  gab  Laguerre  in 
den  §  4  zitierten  Arbeiten. 

Cayley  {J.  f.  Math.  34,  30  (1847),  Fapers  I,  337)  fand,  daß 
die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  einer  c^^  ihr  vollstän- 
diger Schnitt  mit  einer  kovarianten  Kurve  (n — 2)  (w^  —  O)*®""  Ord- 
nung sind,  die  er  Bitangentialkurve  nannte  und  deren  Gleichung 
er  finden  lehrte.  Vgl.  auch  Hesse,  /.  f.  Math.  36,  155,  40,  260, 
41,  291,  52,  97  (1848—55),  Ges.  Werke,  S.  168,  260,  287,  405; 
Jacobi,  J.  f.  Math.  40,  237  (1850),  Werice  HI,  519;  Clebsch, 
J.f.  Math.  59,  35  (1861);  Salmon,  Phil.Mag.  (4)  16,  318  (1858), 
Quart  Journ.  3,  317  (1859);  Cayley,  Phil.  Trans.  149,  193 
(1859),  151,  357  (1861),  Fapers  IV,  186,  342;  Dersch,  Math. 
Ann.  7,  497  (1874)  und  die  Darstellung  bei  Salmon-Fiedler, 
S.  432. 

j^  §  7.   Die  Plückerschen  Formeln. 

^  Die  erste  Polare  eines  Punktes  P  bez.  einer  c^  geht  durch 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  hindurch,  die  man  von  P 
an  die  Kurve  legen  kann.  Die  Zahl  dieser  Tangenten  heißt  die 
Klasse  der  Kurve.  So  ergibt  sich,  daß  die  Klasse  einer  singulari- 
iätenfreien  c„  gleich  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  der 
ersten  Polaren,  mithin  =  n{n  —  l)  ist.  Dieser  Satz  findet  sich  schon 
in  dem  anonymen,  du  Sejour  und  Goudin  zugeschriebenen  Trait4 
des  courbes  algebr.  I^aris  1756,  p.  88  und  wurde  von  Poncelet, 
Ann.  de  Math.  8,  213  (1818),  neuentdeckt. 

Ein  s-facher  Punkt  A  mit  getrennt  liegenden  Tangenten  er- 
niedrigt die  Klasse  der  Kurve  um  s(s  —  l);  sind  nur  l  der  s  Tan- 
genten verschieden  und  haben  sie  in  J.  je  s -\-  1  zusammenfallende 
Punkte  mit  der  Kurve  gemein,  so  erniedrigt  sich  die  Klasse  um  s^—k. 

Ist  W  ein  Wendepunkt  von  c„,  so  zerfällt  seine  konische 
Polare  in  zwei  Gerade,  von  denen  eine  die  Wendetangente  in  W 
ist  und  die  andere  nicht  durch  W  hindurchgeht.  Deshalb  liegt  W 
auf  der  Hess  eschen  Kurve.  Umgekehrt  ist  jeder  einfache  Schnitt- 
punkt der  Grundkurve  mit  der  Hesseschen  Kurve  ein  Wendepunkt 
der  ersteren.  Wenn  c„  keine  mehrfach  gezählten  Stücke  und  keine 
geraden  Bestandteile  hat,  und  nur  dann,  besitzt  c„  mit  ihrer  Hesse - 
sehen  Kurve  keine  gemeinsamen  Stücke  und  die  beiden  Kurven 
schneiden  sich  in  3n(n  —  2)  Punkten,  nämlich  in  den  Wende- 
punkten und  mehrfachen  Punkten  von  c^.  Dies  ist  also  für  eine 
si/ngularitätenfreie  Kurve  die  Zahl  der  WendepunJcte. 
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Berährt  eine  Tangente  die  c„  in  einem  einfachen  Punkte 
(ö+l)  punktig  ((?>!),  so  fallen  6 — 1  Schnittpunkte  mit  der 
Hess  eschen  Kurve  in  diesen  Punkt,  d.  h.  es  fallen  dorthin  6 —  1 
gewöhnliche  Wendepunkte.  Ein  s-facher  Punkt  von  c„  absor- 
biert mindestens  3s(s  —  l)  Wendepunkte,  er  absorbiert  nur  dann 
mehr,  wenn  entweder  die  s  Tangenten  in  ihm  nicht  alle  ver- 
schieden sind  oder  eine  von  ihnen  mehr  als  5  -f  1  zusammenfallende 
Pimkte  mit  der  Kurve  gemein  hat. 

Insbesondere  erniedrigt  ein  Doppelpunkt  die  Klasse  um  2, 
die  Zahl  der  Wendepunkte  um  6,  ein  Rückkehrpunkt  diese  Zahlen 
um  3  und  8  Einheiten.  Besitzt  eine  Kurve  n^^  Ordnung  w'*®'  Klasse 
keine  anderen  Singularitäten  als  d  gewöhnliche  Doppelpunkte, 
r  ßückkehrpunkte ,  d'  Doppeltangenten  und  r'  Wendepunkte,  so 
ergeben  sich  die  PI  ü  eher  sehen  Formeln,  von  denen  eine  eine  Folge 
der  übrigen  drei  ist: 

n  =  n(n —  1)  —  2d  —  3r, 

/=  Sn{n  —  2)  —  Gd—  8r, 

n  =  n(n—  l)  —  2d'  —  3r', 

r  =  Sn(n—2)  —  &d'  —  8/. 


(1) 


Die  beiden  letzten  stehen  den  beiden  ersten  dualistisch  gegenüber. 
Man  kann  aus  den  vier  Formeln  auch  die  dualistisch  sich  selbst 
entsprechenden  Gleichungen  ableiten: 

(2)      r  — /=3(w  — w'),     d  —  d'  =  ^{n  —  n'){n-{-n—^). 

Aus  drei  der  6  charakteristischen  Zahlen  lassen  sich  die  übrigen 
finden.  Sind  z.  B.  w,  d,  r  bekannt,  so  findet  man  n,  r  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  (l)  und 

/  -,  I  w  (w  —  2)  (^2  —  9)  —  (2  d  +  3  r)  (w2  —  w  —  6) 
+  2  (^((^  —  1)  +  |-r(r- -  1)  +  6£?r, 

Die  Formeln  (l)  gab  Plücker  im  /.  f.  Math.  12, 105  (1834), 
Äbhdlgn.  I,  298,  ohne  Beweis.  Ausführlich  entwickelte  er  sie  in 
seiner  Theorie,  S.  200  ff.  Andere  Beweise  gaben  C  ay  ley,  J.  f.  Math, 
34,  30  (1847),  Papers  I,  337,  vgl.  auch  V,  162,  416  (aus  J.  f. 
Math.  63,  64);  Cremona,  Introd.,  Art.  16;  Zeuthen,  Nonv. 
Ann.  (2)  6,  200  (1867);  Beck,  Math.  Arm.  14,  207  (1879),  Zürich 
Vierteljahrsschr.  30,  173  (1889)  u.  a.  m.  Daß  die  Wendepunkte 
den  völligen  Schnitt  mit  einer  kovarianten  Kurve  bilden,  entdeckte 
Hesse,  J.  f.  Math.  28,  104  (1844)  =  Äbhdlgn.,  S.  131, 
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Setzen  wir  mit  Clebsch,  J.  f.  Math.  63,  192  (1864),  64, 
98  (1865), 

(3)  i>  =  i-(>^-l)(*^-2)-^-r, 

so  folgt  aus  (2),  daß  auch 

(4)  p  =  \{n-l){n--'2)  —  d'-r 

ist,  so  daß  die  Zahl  p  sich  dualistisch  selbst  entspricht.  Sie  heißt 
das  Geschlecht  der  Kurve  (s.  §  11).  Bei  Einführung  von  p  kann 
man  den  Formeln  (l)  die  Gestalt  geben: 

(5)  2i)— 2  =  w(w  —  3)  —  2(i  — 2r  =  r +w'— 2w 

=  n{n  —  3)  —  2(i'—  2/  =  /  +  w  —  2w'. 

§  8.   Erzeugung  algebraischer  Kurven.   Bein  geometrische 
Untersuchungen. 


Nach  der  sehr  speziellen  organischen  Kurvenerzeuyung 
Newtons  (Newton,  Enumeratio  1704,  Mac  Laurin,  Geom. 
orgamca  1720,  Braikenridge,  Exercitatio  geometricay  London 
1733),  ist  die  erste  allgemeine  Methode  die  von  Steiner  ange- 
gebene Erzeugung  einer  Kurve  (m  +  w)*®"^  Ordnung  als  Ort  für  die 
Schnittpunkte  entsprechender  Kurven  zweier  projektiven  Büschel 
von  den  Ordnungen  m  und  n  {J.  f.  Math.  47,  1  (1854),  49,  334 
(1855),  Werke  11,  495,  624),  weiter  ausgeführt  von  H.  Graß- 
mann,  J.  f.  Math.  42,  193,  204  (1851),  Werke  IL\  86,  99; 
Chasles  G.  B.  36,  943  (1853),  37,  272,  372,  437  (1853),  41, 
1102,  1190  (1855);  45,  393,  1061  (1857);  J.  de  Math,  (l)  19, 
366  (1854)  und  de  Jonquieres,  Paris  Sav.  Etr.  (2)  16,  159 
(1858).  Das  auf  einfachen  Abzahlungen  beruhende  Beweisverfahren 
der  letzteren  Autoren  genügt  aber  nicht,  um  die  Allgemeinheit 
der  so  gewonnenen  Kurven  nachzuweisen,  und  ist  erst  von  Bobek, 
Math.  Ann.  25, 448  (1885)  und  Küpper,  ebenda  32, 282  (1888), 

48,  401  (1897)  richtig  gestellt  worden. 

Die  Kurvenkonstruktion  mittels  reziproker  linearer  Kurven- 
systeme, zwischen  deren  Parametern  eine  bilineare  Relation  besteht, 
hat  V.  Escherich  behandelt,  Wien.  JBer.  75,  523  (1877),  85, 
526,  893  (1882),  90,  1036  (1885). 

Eine  andere  Erzeugungsart  algebraischer  Kurven,  durch  einen 
linearen  Mechanismus,  rührt  von  H.  Graßmann  her  (zuerst  in 
der  „Ausdehnungslehre"  1844,  §  145 — 8,  Werke  I\  unabhängig 
davon  /.  f.  Math.  31,  111  (1846),  42,  187  (1851),  Werke  IIS 

49,  80).  Wenn  die  Bewegung  eines  Punktes  x  in  einer  Ebene  der- 
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art  zwangläufig  gemacht  wird,  daß  ein  Punkt  und  eine  Gerade, 
die  durch  lineare  Konstruktionen  aus  x  und  einem  System  von 
festen  Punkten  und  Geraden  hergeleitet  sind,  miteinander  inzident 
sind,  so  beschreibt  x  eine  algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  w, 
wenn  x  bei  diesen  Konstruktionen  w-mal  verwendet  worden  ist. 
Umgekehrt  kann  jede  Kurve  so  erzeugt  werden. 

Allgemeiner  kann  jede  c„  als  Ort  eines  Punktes  angesehen 
werden,  in  dem  n  homologe  Strahlen  aus  n  in  w- linearer  Be- 
ziehung stehenden  Büscheln  sich  schneiden.  Die  Mittelpunkte  der 
Büschel  sind  dabei  irgendwelche  Punkte  der  Kurve  (E.  Kötter, 
Preisschrift,  §  173 ff.). 

Mit  der  Gr  aß  mann  sehen  Erzeugungsart  in  gewisser  Weise 
verwandt  ist  die  Erzeugung  einer  algebraischen  Kurve  mit  Hilfe 
eines  Gelenksjstems.  Daß  man  so  jede  algebraische  Kurve  er- 
zeugen kann,  bewies  Kempe,  Lond.  M.  S.  Proc.  7,  213  (1876) 
und  How  to  draw  a  straight  Uns,  London  1877,  p.  3 3  ff.  Vgl. 
auch  Königs,  Legons  de  Cinematique,  Paris  1897,  Chap.  11. 

Das  Problem  der  Erzeugung  der  algebraischen  Kurven  führt 
von  selbst  auf  das  andere,  die  Theorie  dieser  Kurven  auf  rein  geo- 
metrischem Wege  zu  entwickeln. 

Cremona  (^Introduzione)  hatte  die  geometrische  Behand- 
lung der  Polarentheorie  einer  beliebigen  c^^  auf  algebraische 
Prinzipien  gegründet,  indem  er  von  einfachen  Streckenrelationen 
ausging,  und  darauf  rein  geometrische  Ausführungen  gegründet. 
In  streng  geometrischer  Weise  hat  zuerst  Thieme,  Ztsclir. 
f.  M.  24,  221,  276  (1878),  Math.  Ann.  20,  144,  (1882),  28, 
133  (1887),  das  System  der  ersten  Polaren  einer  c^^^  konstruiert, 
indem  er  die  gleiche  Konstruktion  für  die  c„  als  schon  ausgeführt 
ansah.  Zu  diesem  Zweck  bezog  er  die  Punkte  der  Ebene  projektiv 
auf  die  Kurven  eines  Netzes  von  der  Ordnung  n  derart,  daß  die 
durch  das  Theorem  der  gemischten  Polaren  geforderte  Bedingung 
erfüllt  ist.  So  gewann  er  auch  eine  rein  geometrische  Definition 
einer  Kurve  und  des  durch  mehrere  Kurven  bestimmten  linearen 
Systems. 

Eine  rein  geometrische  Theorie  der  ebenen  algebraischen 
Kurven  beliebiger  Ordnung  hat,  wenigstens  für  einzelne  Partien, 
E.  Kötter  in  seiner  Preisschrift  1887  gegeben  (Zusätze  in  den 
Math.  Ann.  34, 123  (1889)).  Er  geht  von  der  Staudt sehen  Theorie 
des  Imaginären  aus,  und  nachdem  er  im  binären  Gebiet  durch  den 
Schluß  von  n  auf  w  -f-  1  die  Involutionen  beliebiger  Ordnung  und 
die  Korrespondenzen  (m,  w)  bewältigt,  stützt  er  darauf  die  grund- 
legenden  Sätze  über  ebene  Kurven   und  ihre  linearen   Systeme, 


^ 
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wieder  durch  den  Schluß  von  n  auf  n  -\-  1  und  fußend  auf  der 
Kurvenerzeugung  durch  projektive  Büschel.  Er  beweist  das  B  e  z  o  ut  - 
sehe  Theorem  und  die  Schnittpunktsätze  von  Gergonne,  Plücker, 
Jacobi,  Cayley  (vgl.  Kap.  XIV,  §9),  die  Hauptsätze  über  Polaren- 
theorie und  die  Erzeugung  einer  c^,  aus  n  in  w- linearer  Beziehung 
stehenden  Büscheln,  woraus  eine  Methode  für  die  lineare  Kon- 
struktion einer  c„  aus  ■|-w(«+  3)  Punkten  resultiert. 

Während  Kötter  die  Methoden  von  Steiner  und  Chasles 
ausbaute  und  vertiefte,  suchte  de  Paolis,  von  den  Resultaten 
Thiemes  ausgehend,  die  Gedanken  v.  Staudts,  der  die  Kegel- 
schnitte aus  dem  Polarsystem  ableitet,  auf  allgemeine  c„  auszu- 
dehnen. Er  konnte  aber  von  seiner  rein  geometrischen  Kurven- 
theorie nur  die  Grundlagen  ausführen,  welche  das  geometrische 
Gegenstück  zu  Sätzen  von  Weierstraß,  G.  Cantor  und  anderen 
über  die  Theorie  der  Funktionen  einer  Variabein  liefern:  Soc.  ital. 
dei  XL  Mem.  (3)  7  (1890),  Auszug  Ann.  di  Maf.  (2)  18,  93 
(1890);  Torino  Mem.  (2)  42,  495  (1891).  Vgl.  auch  den  post- 
humen  Aufsatz  Rom.  Äcc.  Line.  Bend.  (5)  3^,  225  (1894,  datiert 
vom  30.  Dez.  1887),  mit  Anhang  von  Segre. 

§  9.    Systeme  von  einfach,  unendlich,  vielen  Kurven. 
Charakteristikentheorie. 

Ein  algebraisches  System  von  oo^  algebraischen  Kurven  ge- 
gebener Ordnung  erhält  man,  wenn  man  in  ihrer  Punktgleichung 
die  Koeffizienten  als  rationale  Funktionen  zweier  Parameter  an- 
setzt, zwischen  denen  eine  algebraische  Gleichung  besteht.  Die 
allgemeinen  Eigenschaften  solcher  Systeme  hat  Jonquieres  unter- 
sucht, /.  de  Math.  (2)  6,  113  (1861),  dieser  bezeichnete  als  In- 
dex f*  die  Zahl  der  Kurven  des  Systems,  die  durch  einen  gege- 
benen Punkt  gehen.  Die  duale  Zahl  v  der  Systemkurven,  die  eine 
gegebene  Gerade  berühren,  führte  Chasles  ein:  C.  7?.  58,  222, 
297,  425,  1167  (1864),  59,  7,  93,  209,  345  (1864). 

Die  beiden  Zahlen  jtt,  v  spielen  eine  Hauptrolle  in  vielen 
hierhergehörigen  Fragen.  Z.  B.  ist  die  Zahl  der  Kurven  eines  Sy- 
stems (jit,  v),  die  eine  gegebene  Kurve  von  der  Ordnung  n  und  der 
Klasse  n  berühren,  fin-{-vn.  Für  diesen  von  Chasles  [CR. 
68,  300  (1864))  ausgesprochenen  Satz  gaben  Beweise  Zeuthen 
Math.  Ann.  3,  150  (1871);  Brill,  ebenda  8,  534  (1875)  u,  a, 
Vgl.  Schubert,  Kalkül,  S.  14,  51,  295;  Clebsch-Lindemann 
S.  424. 

Der  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich  zwei  Kurven  aus  zwei 
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Systemen  (fij ,  Vj)  und  (jitg ,  Vg)  berühren,  ist  eine  Kurve  von  der 
Ordnung  fi^v^  +  11*2^1  "f"  l"'if*2'  ^^^  dnal  entsprechend  ist  die  En- 
veloppe  der  Tangenten  in  diesen  Punkten  eine  Kurve  von  der 
Klasse  ^^v^-\- fi^v^-^-v^v^  (Schubert,  Math.  Ann.  10,  108(1876), 
Kalkül,  S.  52). 

Sind  drei  Systeme  (ftj^,  Vj),  (fig,  Vg),  ((«3,  Vg)  vorgelegt,  so 

kann  man  f^^f^sVi  +  ftgftiVg  +  ^iftgVg  +  ftiVg^'s  +  ^2^3^  +  f*3»'i»'2 
Tripel  von  Kurven  finden,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren 
(Schubert,  Kalkül,  S.  289).  Andere  Formeln  bei  Halphen, 
BullSoc.M.  5,  14  (1876);  Schubert,  Gott.  Nachr.  1877,  p.  401; 
Math.  Ann.  17, 188  (1880);  Zeuthen,  C.  B.  89,  899,  946  (1879). 
Die  vorstehenden  und  analoge  Formeln  bleiben  auch  für 
(ft,  v)- Systeme  von  00^ transzendenten  Kurven  bestehen,  welche  die 

Integralkurven  einer  in  x,  y,  ■—-  algebraischen  Differentialgleichung 

erster  Ordnung  sind.  Vgl.  Fouret  in  vielen  Arbeiten  C.  jR.  78, 
82,  83,  86,  102  u.  Bull.  Soc.  Math.  2,  5,  7,  19  (1874-1891). 
Chasles  hatte  a.  a,  0.  vermutungsweise  ausgesprochen,  daß 
die  Anzahl  der  Kurven  eines  Systems  (fA,  v),  die  einer  weiteren 
von  dem  System  unabhängigen  Bedingung  genügen,  sich  immer 
in  der  Form  ausdrücken  läßt:  afi  -{-  ßv  (Modul  der  Bedingung), 
wobei  a,  ß  nur  von  der  auferlegten  Bedingung  abhängende  Zahlen 
sind;  deswegen  nannte  er  fi,  v  die  Charakteristiken  des  Systems. 
Halphen  zeigte  aber  (J.  ec. polyt.  45,  27  (1878))  schon  an  dem 
Beispiel  der  Kegelschnitte,  daß  der  Satz  nicht  richtig  ist,  wenn 
man  ausgeartete  Kurven  ausschließen  will.  Zeuthen,  Kjöbnh. 
Skrifter  (5)  10,  287  (1873),  franz.  Auszug  in  Btdl.  Sc.  M.  7,  97 
(1873),  behandelte  dann  ausführlich  die  allgemeine  Frage;  er  setzt 
voraus,  daß  das  System  die  gewöhnlichen  ausgearteten  Kurven 
besitzt,  wie  sie  sich  bei  elementaren  Systemen  (nämlich  solchen, 
die  durch  gegebene  Punkte  und  Tangenten  bestimmt  sind)  dar- 
bieten, z.  B.  indem  ein  weiterer  Doppelpunkt  oder  ein  weiterer 
Rückkehrpunkt  vorhanden  ist,  oder  indem  ein  Doppelpunkt  in 
eine  Spitze  ausartet  oder  zwei  Doppelpunkte  zusammenfallen  usw. 
Zwischen  den  40  Zahlen  von  Ausartungen,  die  auftreten  (|u,,  v 
einbegriffen),  der  Ordnung  n  und  den  Anzahlen  der  Doppel- 
punkte und  Spitzen,  die  die  allgemeine  Kurve  besitzt,  bestehen 
23  unabhängige  Beziehungen,  die  gestatten,  23  von  diesen  Zahlen 
durch  die  übrigen  17  linear  auszudrücken.  Diese  letzteren  lassen 
sich  als  die  Charakteristiken  des  vorliegenden  Systems  ansehen: 
durch  sie  kann  die  Zahl  für  jede  weitere  Bedingung,  die  von  den 
das  System  bestimmenden  unabhängig  ist,   linear   und  homogen 
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ausgedrückt  werden.  Das  Vorhandensein  von  singulären  Kurven 
anderer  Art  würde  die  Zahl  der  Charakteristiken  weiter  erhöhen. 
Von  anderen  Arbeiten  über  Systeme  von  oo-^  Kurven  nennen 
wir  die  von  Zeuthen,  C.  JS.  78,  274,  339  (1874),  in  denen  die 
PI ück  er  sehen  Zahlen  der  von  den  Kurven  des  Systems  umhüllten 
Kurve  bestimmt  sind,  und  die  vonKrey,  Ada  Math.  5,  83  (1884), 
7,  49  (1885)  und  Schubert,  Math.  Ann.  12,  194  (1877),  13, 
429  (1878),  wo  u.  a.  die  obengenannten  Zeuthen  sehen  Formeln 
auf  Systeme  in  einer  veränderlichen  Ebene  ausgedehnt  sind. 

§  10.    Auflösung  der  Singularitäten.    Zweige.    Reilienent- 
wicklungen. 

1 .  Auflösung  der  Singularitäten.  Indem  wir  den  im  XV.  Kapitel 
zu  entwickelnden  Begriff  der  eindeutigen  (iirationalen)  Beziehung 
zwischen  zwei  algebraischen  ebenen  Kurven  vorwegnehmen,  können 
wir  den  wichtigen  Satz  formulieren:  Eine  ebene  Kurve,  die  keine 
mehrfach  zäMenden  Bestandteile  enthält,  läßt  sich  immer  birational 
auf  eine  andere  beziehen,  die  nur  mit  gewöhnlichen  Singularitäten 
behaftet  ist,  und  auch  auf  eine  andere,  deren  einzige  Singularitäten 
gewöhnliche  Doppelpunkte  sind. 

Dieser  Satz  ist  zuerst  von  Kronecker  aufgestellt  worden, 
J.f.Math.91,  301  (1881);  vgl.  Hensel-Landsberg,  S.  365ff.; 
sodann  von  Halphen,  C.  li.  80,  638  (1875),  J.  de  Math.  (3) 
2,  87  (1876).  Die  zuletzt  genannte  Reduktion  hat  geometrisch 
ausgeführt  Bertini,  Riv.  mal.  1,  22  (1891)  oder  Math.  Ann.  4:4, 
158  (1894),  reproduziert  in  Picard,  Tratte,  p.  408.  Andere 
Beweise  bei  Halphen,  Etüde,  p.  630;  Appell-Goursat,  Theorie 
des  fonctions  alg.,  Paris  1895,  p.  276 ff.;  Simart,  C.  R.  116, 
1047  (1893). 

Derselbe  Satz  läßt  sich  durch  ein  Projektions  verfahren  aus 
dem  anderen  Theorem  gewinnen,  daß  jede  ebene  algebraische 
Kurve  auf  eine  von  mehrfachen  Punkten  freie  Raumkurve  birational 
bezogen  werden  kann,  wenn  man  will,  auch  durch  eine  birationale 
(Cremonasche)  Transformation  des  ganzen  Raumes. 

Die  ebene  Kurve  läßt  sich  auch  immer  als  die  Projektion  einer 
von  mehrfachen  Punkten  freien  algebraischen  Kurve  in  einem  Über- 
raum ansehen,  so  daß  allgemein  jede  Singularität  einer  ebenen 
Kurve  durch  Projektionen  erzeugt  werden  kann. 

Über  alles  dies  vgl.  Veronese,  Math.  Ann.  19,  213  (1882); 
Poinear4,  C.  R.  117,  18  (1893);  del  Pezzo,  Napoli  Rend.  (2) 
7,  15,  45   (1893);   Pieri,   Riv.  mat.  4,   40  (1894);   Vessiot, 
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Bull.  Soc.  Math.  22,  208  (1894);  Segre,  Ann.  dt  Mat.  (2)  25, 
43  (1896);  B.  Levi,  Rom  Äcc.  L.  Bend.  (5)  7\  111  (1898); 
Hensel-Landsberg,  S.  418;  Severi,  Lezioni,  p.  172. 

Unabhängig  hiervon  hat  Noether  den  Satz  aufgestellt,  daß 
jede  von  mehrfachen  Bestandteilen  freie  ebene  algebraische  Kurve 
sich  in  eine  andere ,  die  nur  geivöhnliche  Singularitäten  (mehrfache 
Punkte  mit  getrennt  liegenden  Tangenten)  besitzt,  transformieren 
läßt  durch  eine  Folge  von  eindeutigen  quadratischen  Transformationen 
der  Ebene,  d.  h.  durch  eine  Cremonasche  Transformation:  Gott. 
Nachr.  1871,  S.  267,  Math.  Ann.  9,  166  (1876),  23,  311  (1884). 
Daß  die  Folge  der  quadratischen  Transformationen  begrenzt  ist, 
bewies  Hamburger,  Ztschr.  f.  M.  16,  461  (1871);  geometrische 
Beweise  bei  Bertini,  Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  21,  326,  413  (1888), 
Introd.,  p.  377;  Severi,  Lezioni,  p.  61;  vgl.  auch  Picard, 
Traite,  p.  404.  Um  einen  singuläi'en  Punkt  A,  den  die  Kurve  f 
s-fach  enthält,  aufzulösen,  legt  man  nach  A  eine  Ecke  des  Fun- 
damentaldreiecks für  eine  quadratische  Transformation,  indem 
man  die  anderen  beiden  Ecken  B,  C  allgemein  läßt.  Die  ent- 
sprechende Kurve  f'  hat  dann  in  den  Fundamentalpunkten  A\ 
B' ,  G'  der  transformierten  Ebene  gewöhnliche  vielfache  Punkte, 
während  die  von  A  verschiedenen  singulären  Punkte  der  Kurve  f 
sich  in  vielfache  Punkte  auf  f  von  derselben  Multiplizität  und 
derselben  Art  wie  die  ursprünglichen  transformieren.  Wenn  von 
den  s  Tangenten  von  f  in  A  einige  in  gewisse  Gerade  t^^t^,... 
zusammenfallen,  so  gibt  es  auf  B'  G'  außerhalb  B'  und  Cf  eben- 
soviel Punkte  A^,  A^\  .  .  . ,  die  für  f  gewisse  Multiplizitäten  s^, 
«2 ,  •  • .  besitzen,  so  daß  «i  +  -'^a  H~  '  "  '  ^  ^-  Diese  Punkte  können 
sich  aber  auch  auf  einen  einzigen  s-fachen  Punkt  A'  reduzieren. 
Dann  wendet  man  auf  f  eine  neue  quadratische  Transformation 
mit  einem  Pundamentalpunkt  in  Ä  an  usw.  Nach  einer  endlichen 
Anzahl  von  Operationen  hat  man  aus  A  Punkte  von  geringerer 
Multiplizität  abgeleitet.  Man  kann  so  auch  schließlich  zu  einer 
Kurve  gelangen,  auf  welcher  die  dem  Punkte  A  entsprechenden 
Punkte  alle  einfache  Punkte  sind. 

Man  sagt  dann  mit  Noether,  daß  dem  5-fachen  Punkte  A 
auf  den  Tangenten  t^,t^,...  gewöhnliche  mehrfache  Punkte  von 
den  Multiplizitäten  s^,  Sg,  ...  unendlich  benachbart  sind,  die  auf  f 
die  Umgebung  erster  Ordnung  bilden.  Die  Umgebung  zweiter 
Ordnung  wird  analog  aus  den  Punkten,  von  den  Multiplizitäten 
^11»  ^12  5  ■  •  •■>  '^n  ^22?  •  •  •»  di®  ^^^  Punkten  ^/,  A^',  .  .  .  auf  f  un- 
endlich benachbart  sind,  gewonnen  usf.  Die  Zahlen  s,  s-,  s^^,  . . ., 
welche  die  Noethersche  Zusammensetzung  des  vielfachen  Punktes 
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geben,  hängen  allein  von  dem  letzteren,  nicht  aber  von  den  aus- 
geführten quadratischen  Transformationen  ab. 

2.  Zweige  und  BeihenenüoicMungen.  Verfolgt  man  die  qua- 
dratischen Transformationen  so  weit,  daß  sich  der  s-fache  Punkt 
A  von  f  in  lauter  einfache  Punkte  P,  Q,  .  .  .  einer  Kurve  Q  auf- 
gelöst hat,  so  entsprechen  den  Punkten,  die  auf  0  die  Umgebung 
eines  dieser  Punkte  P,  Q,  .  .  .  bilden,  auf  f  die  Punkte  eines  ge- 
wissen Bereiches  bei  Ä,  der,  wie  man  sagt,  einen  Zrveig  (nach 
Halphen  cyclc)  mit  A  als  Ursprung  bildet. 

Bei  einer  birationalen  Transformation  von  /"geht  ein  Zweig 
immer  wieder  in  einen  Zweig  über.  Näher  wird  der  Begriff  durch 
das  folgende  Theorem  bestimmt: 

Die  Koordinaten  x,  y  der  Punkte  eines  Ztveiges  lassen  sich 
als  Beihen  von  ganzen  positiven  Potenzen  eines  Parameters  t  aus- 
drücken, der  seinerseits  eine  rationale  Funktion  der  Koordinaten 
selbst  ist.  Man  erhält  alle  Punkte  des  Zweiges,  indem  man,  bei 
Benutzung  der  G au ß sehen  Zahlenebene,  t  innerhalb  des  Konver- 
genzkreises jener  Potenzreihen  sich  bewegen  läßt. 

Die  Grundeigenschaften  der  Zweige  leiten  sich  aus  dem  Be- 
griff der  Multiplizität  des  Schnittes  eines  Zweiges  mit  einer  durch 
seinen  Ursprung  A  gehenden  algebraischen  Karve  her.  Man  lege 
der  Einfachheit  wegen  nach  A  den  Koordinatenurspnmg  und  lasse 
ihm  den  Wert  ^  ==  0  entsprechen,  und  es  sei  F{x, «/)  =  0  eine 
algebraische  Kurve,  die  durch  A  geht.  Wenn  man  dann  für  x,  y 
die  Potenzreihen  mit  dem  Argument  t  einsetzt,  so  bedeutet  der 
Exponent  (>  O)  der  niedrigsten  vorkommenden  Potenz  von  t  die 
Multiplizität  des  Schnittes  des  Zweiges  und  der  Kurve  F  in  A. 

Im  besonderen  ist  die  Multiplizität  des  Schnittes  für  eine 
allgemeine  Gerade  durch  A  eine  konstante  Zahl  A,  welche  die 
Ordnung  des  Zweiges  heißt.  Ein  Zweig  heißt  linear  oder  super- 
Ivnear,  je  nachdem  A  =  1  oder  >  1.  Eine  Ausnahme  bildet  eine 
einzige  Gerade  a  durch  A,  für  welche  die  Multiplizität  des  Schnittes 
A  -f  A'  (A'>  0)  wird:  sie  heißt  die  (singulare)  Tangente  an  den 
Zweig  in  A.  Wählt  man  sie  zur  «-Achse,  so  nimmt  die  Darstellung 
des  Zweiges  die  Form  an 

(1)  x  =  ct^-\--'.,      j/  =  c'^^+^'+..., 

wo  c,  c  von  0  verschiedene  Konstanten  sind.  Die  Zahl  A'  heißt 
dann  die  Klasse  des  Zweiges. 

Die  Tangenten  in  den  Punkten  eines  Zweiges  stellen  das 
zu  dem  letzteren  duale  Gebilde  dar,  und  man  findet,  daß  die 
Zahlen  A  und  A'   einander  dual  entsprechen.   A'  ist  die  Anzahl 
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der  mit  a  zusammenfallenden  Tangenten,  die  aus  einem  Punkte 
von  a  (ausgenommen  Ä)  an  den  Zweig  gehen,  A  +  A'  auch  die 
Zahl  der  mit  a  zusammenfallenden  Tangenten,  die  von  A  an  den 
Zweig  gehen. 

Dieses  Theorem  ist  von  Cayley,  Quart.  Journ.  7,  212 
(1866),  /.  f.  Math.  64,  369  (1865),  Papers  V,  424,  520,  ver- 
mutet und  von  Halphen,  Paris  Sav.  etr.  (2)  26  (1877),  Auszug 
(7.  2?.  78,  1105  (1874),  bewiesen  worden,  ebenso  von  Stolz, 
Math.  Ann.  8,  415  (1875).  Vgl.  auch  Zeuthen,  Math.  Ann.  10, 
210  (1876);  Halphen,  Etüde,  p.  544;  Bertini,  Introd.,  p.  365; 
einen  geometrischen  Beweis  gab  Segre,  Introd.,  n.  43. 

Aus  (l)  findet  man  y  ausgedrückt  durch  eine  Reihe  mit  positiven 

ganzen  Potenzen  von  a;'^,  wobei  man  in  jedem  Gliede  der  Reihe 

für  x^  denselben  im  übrigen  willkürlichen  Wert  unter  den  A 
möglichen  zu  nehmen  hat.  Cayley  hat  a.  a.  0.  auch  daQ partiellen 
Zweige  betrachtet,  die  man  aus  dem  vollständigen  Zweig  dadurch 

erhält,  daß  man   den  Wert  von  x^  bestimmt  auswählt. 

Eine  Methode,  um  die  genannten  Entwicklungen  auszurechnen, 
findet  sich  schon  in  Newton,  Analysis  per  aequationes  numero 
terminorum  inßnitas  (von  1669),  London  1711,  und  MetJwdus 
fluxionum  (1671),  London  1736,  Opera  ed.  Horsley  I,  257, 
391.  Diese  Methode  hat  Puiseux,  /.  de  Math,  (l)  15,  365 
(1850),  16,  228  (1851),  dtsch.  v.  Fischer  als  Theorie  der  alg. 
Funktionen,  1861,  vervollkommnet.  Sie  ist  in  viele  Lehrbücher 
übergegangen,  s.  z.B.  Clebsch-Lindemann,  S.  331;  Baltzer, 
Anal.  Geom.,  S.  295;  Netto,  Algebra  II,  51;  Hensel-Lands- 
berg,  S.  39;  Picard,  Traite,  p.  392;  Jordan,  Cours  d' Analyse, 
2.  ed.,  I,  90. 

Ein  allgemeines  analytisches  Verfahren,  das  nicht  wie  das 
vorstehende  die  vorangehende  Bestimmung  von  Ordnungen  des 
Unendlichkleinen  erfordet,  gab  Hamburger,  Zschr.  f.  M.  16, 
461  (1871);  man  vgl.  auch  Weierstraß,  Werke  IV,  Kap.  1; 
Königsberger,  Theorie  d.  ellipt.  Funkt.  I,  189  (1874).  Eine 
andere  Methode  bei  Brill,  Münch.  Ber.  21,  207  (1891). 

Wenn  der  Zweig  reell  ist,  so  läßt  sich  die  Darstellimg  (l) 
so  ausführen,  daß  die  Koeffizienten  reell  sind  und  reelle  Punkte 
des  Zweiges  reellen  Werten  von  t  entsprechen.  Es  ergeben  sich 
dann  folgende  vier  Typen  des  Zweiges,  je  nach  der  Rolle,  die  A 
bei  dem  Zweige  spielt: 
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A  ungerade,  A'  ungerade:   Ä  gewöhnlicher  Punkt  (Fig.  1), 
A  ungerade,  A'  gerade:        Ä  Wendepunkt  (Fig.  2), 
A  gerade,  A'  ungerade:       Ä  Spitze  erster  Art  (Fig.  3), 
A  gerade,  A'  gerade:  Ä  Spitze  zweiter  Art  (Fig.  4). 

X 


ce 


x^ 


Fig-  1. 


Flg.  2. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


Vgl.  Plücker,  Theorie,  S.  200;  Stolz,  Math.  Ann.  8,  433 
(1875);  St.  Smith,  London,  M.  S.  Froc.  6,  153  (1873  —  1876), 
Paper s  II,  101. 

Wendet  man  die  allgemeinen  Betrachtungen  auf  Doppel- 
punkte (Knotenpunkte)  und  Spitzen  an,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Definitionen:  Ein  Knotenpunkt  ist  von  der  ¥^'^  Art, 
wenn  er  in  seiner  Umgebung  ä;'®'  Ordnung  zwei  einfache  Punkte 
hat,  also  sich  nach  h  quadratischen  Transformationen  in  einfache 
Punkte  auflöst.  Eine  Spitze  heißt  von  der  k^^"  Art,  wenn  sie  in 
ihrer  Umgebung  ä;*®'  Ordnung  einen  einfachen  Punkt  hat,  also 
nach  k  quadratischen  Transformationen  in  einen  gewöhnlichen 
Punkt  übergeht. 

Ein  Knotenpunkt  ist  immer  Ursprung  von  zwei  Zweigen 
erster  Ordnung,  eine  Spitze  von   einem  Zweig  ztveiter   Ordnung. 

3.  Multiplizität  des  Schnittes.  Die  Multip lizität  7  des  Schnittes 
zweier  Kurven  /",  f  (ohne  gemeinsame  Bestandteile)  in  einem  ge- 
meinsamen Punkte  A  (vgl.  §  2,  Nr.  2)  läßt  sich  bestimmen,  indem 
man  die  Summe  der  Multiplizitäten  des  Schnittes  der  einen  Kurve 
mit  den  Zweigen  der  anderen  bildet.  Vgl.  Weierstraß,  Werke 
IV,  Kap.  2,  6,  und  besonders  Halphen,  Bull.  Soc.  Jf.  4,  59 
(1875),  /.  de  Math.  (3)  2,  257,  371  (1876),  TJicse,  Paris  1878, 
Etüde,  p.  575. 

Die  Zahl  I  läßt  sich  auch  auf  Grund  der  Definition  der 
Resultante  von  f  =  0,  f'  =  0  als  Differenzenprodukt  der  Werte 
von  y,  die  durch  diese  beiden  Gleichungen  demselben  Wert  von  x 
zugeordnet   werden,   berechnen.    Vgl.    die   zitierten  Arbeiten  von 
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Cayley    {Papers   V,    424,    520);    Smith    (Papers    H,    101);    f 
Halphen  {Paris  Sav.  etr.  26). 

In  geometrischer  Ausdrucksweise  ist  I  die  Summe  der  Ord- 
nmigen  des  UnendlicIiTdeinen  derjenigen  Strecken^  welche  stoischen 
den  beiden  Kurven  auf  einer  Transversalen,  deren  Abstand  von  A 
unendlich  Mein  von  der  ersten  Ordnung  ist,  liegen  (Halphen, 
a.  a.  0.  und  JBuU.  Soc.  M.  1,  133  (1873),  2,  35  (1873)). 

Cayley  und  Halphen  verwenden  auch  die  partiellen  Multi- 
plizitäten  der  Schnitte  der  für  sich  betrachteten  Teilzweige.  Ist 
dann  s  die  Multiplizität  von  Ä  für  /",  r  die  für  /"',  so  wird  die  « 
totale  Multiplizität  I  des  Schnittes  gleich  rs  plus  der  Summe 
der  Ordnungen  aller  Berührungen,  die  zwischen  den  Teilzweigen 
der  beiden  Kurven  eintreten.  Anwendungen  hiervon  gab  Halphen, 
BuU.  Soc.  M.  3,  76  (1875). 

Noether  gründet  im  Anschluß  an  seine  Auflösung  der 
singulären  Punkte  die  Bestimmung  von  I  auf  die  sukzessiven 
Multiplizitäten  s,  5^,  s^/^^  . . .  und  r,  r^,  Ti^^  . . .  von  A  für  die  beiden 
Kurven  f,  f  und  findet 

I=rs  -^^r^s.  -]r2raSiT,  -\ , 

i  i,  k 

WO  die  Summen  sich  auf  die  gemeinsamen  vielfachen  Punkte  von 
f  und  f  in  der  Umgebung  erster,  zweiter,  ....  Ordnung  von  A 
beziehen. 

Nachzutragen  ist  noch,  daß  man,  um  einen  vielfachen  Punkt 
zu  charakterisieren,  wie  Segre  (lorino  Atti  36,  645  (1901),  vgl. 
Bertini,  Introd.,  p.  385)  hervorgehoben  hat,  nicht  bloß  auf  die 
Ordnungen  der  von  ihm  ausgehenden  Kurvenzweige  und  auf  die 
Multiplizitäten  s,  s^,  5^.^,  .  .  .  der  konsekutiven  vielfachen  Punkte 
zu  achten  hat,  sondern  auch  auf  die  Natur  der  Zweige,  die  durch 
die  Punkte  hindurchgehen  können.  Z.  B.  bieten  drei  konse- 
kutive Punkte  von  f  zwei  verschiedene  Fälle  dar,  je  nachdem 
durch  sie  lineare  oder  nur  superlineare  Zweige  hindurchgehen. 
Im  letzteren  Falle  existieren  keine  irreduzibeln  Kegelschnitte, 
welche  die  drei  Punkte  enthalten,  und  diese  können  sich  deshalb 
nicht  zu  Fundamentalpunkten  einer  quadratischen  Transformation 
wählen  lassen. 

Andere  Methode  zur  Bestimmung  der  Schnittmultiplizität 
bei  Brill,  Mimch.  Ber.  18,  81  (1888)  und  Macaulay  (a.  d. 
Kap.  XIV,  §  9  zitierten  Ort). 
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§  11.     Das  Geschleclit  und  die  adjungierten  Kurven. 

Erweiterung   der   Plückerschen   Formeln.     Plückersclie 

Äquivalente. 

1.  Bas  Geschlecht  und  der  liiemann sehe  Satz.  Die  wichtigste 
unter  den  charakteristischen  Zahlen  (Invarianten),  die  für  alle 
Kurven  einer  Klasse  (d.  h.  alle  Kurven,  die  sich  birational  in- 
einander transformieren  lassen)  denselben  Wert  haben,  ist  das 
Geschlecht.  Geschlecht  heißt  die  für  jede  von  mehrfachen  Bestand- 
teilen freie  Kurve  f  der  Ordnung  n  zu  bildende  Zahl 

(1)  P  =  ^{n-  1)  {n  -  2)  -2^s{s  -  l) , 

-wo  die  Summe  sich  auf  die  Multiplizitäten  s  aller  singulären 
Punkte  der  Kurve,  sowohl  der  unmittelbaren  wie  der  diesen  un- 
endlich benachbarten  (§  10),  bezieht. 

Ist  f  irreduzibel,  so  ist  ^  ^  0.  Für  p  =  0  wird  die  Kurve 
rational,  d.  h.  gehört  mit  den  geraden  Linien  in  eine  Klasse.  Löst 
sich  /'  in  a  irreduzible  Teilkurven  von  den  Geschlechtern  p^., 
p^,...,p^  auf,  so  wird 

P=Px+  Pi-\ F-i^a  —  «  +  1; 

woraus  jp  ^  1  —  a  folgt.  Für  eine  Kurve  mit  lauter  gewöhnlichen 
Doppel-  und  Rückkehrpunkten  gilt  die  Formel  (3)  in  §  7. 

Den  Begriff  des  Geschlechtes  hat  Riemann  eingeführt 
{Theorie  der  Ah  eischen  Funktionen,  J.  f.  Math.  54,  115  (1857), 
Werke,  S.  88)  und  darauf  die  Zusammenhangslehre  der  nach  ihm 
benannten  Flächen  gegründet.  Die  Bedeutung  der  Zahl  p  für  die 
Kurventheorie  erkannte  Clebsch  {J.  f.  Math.  63,  189  (1864), 
04,  43,  98,  210  (1865)),  der  auch  den  Namen  Geschlecht  ein- 
führte, Cayley  sagte  dafür  deficiency  und  Cremona  gener e. 
In  anderer  Weise  hat  Weierstraß  das  Geschlecht  definiert,  der 
es  Bang  nennt  und  mit  q  bezeichnet  (Kap,  XIV,  §  4). 

Die  Gleichheit  von  p  für  zwei  Kurven  derselben  Klasse  hat 
Riemann  nachgewiesen,  indem  er  sie  aus  der  Beziehung  zwischen 
den  zugehörigen  Riemannschen  Flächen,  die  dann  denselben 
Zusammenhang  haben,  herleitete.  Einen  algebraischen  Beweis 
gaben  zuerst  Clebsch  und  Gordan  {Th.  d.  Ah  eischen  FunJct. 
§  16).    Geometrische  Beweise  gaben   Cremona,  Bologna  Mem. 

(2)  6,  133  (1866),  Übersetzung  von  Curtze,  S.  55;  Bertini, 
Giorn.  di  Mat.  7,  105  (1869)  (reproduziert  in  Salmon- 
Fiedler,  S.  84,  und  mit  anderen  Beweisen  in  Clebsch-Linde- 
mann,   S.  458,   666,  681);   Zeuthen,   C.  B.  70,  743  (1870); 
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Yoß,  Gott.  Nachr.  1873,  S.  414,  550;  Noether  (nach  Clebsch), 
Math.  Ann.  8,  497  (1875);  Schubert,  ebenda  16,  180  (1880) 
(reproduziert  in  Bertini,  Introd.^  p.  206);  andere  Beweise  bei 
Noether,  a.  a.  0.  und  Math.  Ann.  9,  166  (1876);  St.  Smith, 
Lond.  M.  S.  Proc.  6,  153  (1873  —  76),  Papcrs  II,  101;  Ralphen, 
a  B.  78,  1833  (1874);  Bull.  Soc.  M.  4,  29  (1875);  Etüde, 
p.  624;  Zeuthen,  Math.  Ann.  10,  210  (1876). 

2.  Eriveiterung  der  Blücher  sehen  Formeln.  Adjungiert  zu 
einer  c^^  heißt  jede  Kurve,  die  in  allen  s-fachen  (s  >  l)  unmittel- 
baren und  benachbarten  Punkten  von  c„  wenigstens  die  Multi- 
plizität  s  —  1  hat.  Solche  adjungierte  Kurven  sind  z.  B.  die 
ersten  Polaren.  Während  aber  die  Multiplizität  des  Schnittes  einer 
allgemeinen  adjungierten  Kurve  für  einen  singulären  Punkt  A 
2s(s — l)  ist,  wo  die  Summe  über  die  Noetherschen  Kom- 
ponenten des  Punktes  zu  erstrecken  ist,  wird  diese  Zahl  für  eine 
allgemeine  erste  Polare  noch  um  ^(A  —  l)  erhöht,  wo  die 
Summe  über  die  Ordnungen  A  der  durch  A  gehenden  superline- 
aren Zweige  zu  erstrecken  ist.  Diese  Zahl  ^^(A  —  l)  heißt  nach 
Noether  die  Verzweigung,  nach  Smith  der  Kuspidalindex  der 
singulären  Stelle.  Eine  mehr  geometrische  Bestimmung  für  sie 
findet  sich  bei  Bertini,  Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  21,  326,  413 
(1888),  23,  307  (1890). 

Die  Formel  in  §  7  für  die  Klasse  von  c^  geht  demnach  im 
allgemeinen  Falle  über  in 

(2)  n  =n{n—l)  —^s(s  -  l)  — ^(A  —  1) . 
Die  dazu  duale  Formel  lautet: 

(3)  n  -  n'('/^'  -  l)  -^s'{s'  -  1)  -^(A'  -  l) , 

"WO  s'  die  (unmittelbaren  und  benachbarten)  Tangentenmulti- 
plizitäten,  A'  die  Klasse  der  einzelnen  Zweige  bedeutet. 

Aus  der  Gleichheit  des  Geschlechtes  für  die  als  Punktort 
und  als  Tangentengebilde  aufgefaßte  Kurve  (oder  eine  reziproke 
Kurve)  folgt 

(4)  n(n  —  3)  -^s(s  -  1)  =  n{n  -  3)  -^s{s  -  1). 

Diese  Erweiterungen  der  Blücherschen  Formeln  lassen  sich 
bei  Einführung  des  Geschlechtes  auch  schreiben 

.  _  2i)  -  2  =  w (n  —  3)  ~2s{s  -  1)  =^(A  -  1)  +  w'—  2 w 
(5) 

=  n'{n—  3)  -2s{s'—  l)  =^(A'-  l)  +  n  —  2n. 
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Es  läßt  sich  aus  ihnen  ableiten: 

(6)  ^(A-A')  =  3(ti-w'), 

^(2 AH-  A'-  3)  =  3(w+  2i>  — 2), 


(7)  ,    ^. 
^(A  +  2A'- 3)  =  3(w'-l- 2i)  -  2); 

die  Summen  in  (7)  sind  dabei  über  alle  Zweige  zu  erstrecken,  für 
die  AA'>  1. 

Nennt  man  r  die  Zahl  der  Wendepunkte,  die  in  einfache 
Punkte  fallen,  jeden  die  gehörige  Anzahl  Male  gezählt  (§  7),  so 
findet  man  aus  (l)  und  (7): 

(8)  /=  3w(w  —  2)  —  3^s(s  -1)  -^(2A  +  A'-  3). 

Die  letzte  Summe  ist  hierbei  nur  über  die  superlinearen  Zweige 
(A  >  l)  zu  erstrecken. 

Die  vorstehenden  Formeln  rühren  von  Noether  her,  Math. 
Ann.  9,  166  (1876).  Vgl.  auch  außer  den  zitierten  Arbeiten  von 
Smith,  Halphen  und  Zeuthen:  Halphen,  G.  B.  80,  638 
(1875);  Segre,  Introd.,  §  9;  Bertini,  Introd.,  p.  383,  398  Anm. 
Für  die  Erniedrigung  der  Klasse  durch  die  singulären  Punkte 
gelten  noch  die  folgenden  Regeln: 

Die  Erniedrigung  der  Klasse  durch  einen  s-fachen  Punkt  A 
ist  gleich  der  Summe  der  Ordnungen  des  Unendlichklevnen  der 
Segmente  zwischen  den  Kurvenpunlden  auf  einer  Sekante,  deren 
Abstand  von  A  ein  Unendlichklcincs  erster  Ordnung  ist  und  die 
mit  keiner  der  Tangenten  in  A  zusammenfällt  (Halphen, 
Zeuthen). 

Die  Erniedrigung  ist  auch  gleich  s(s  —  l),  vermehrt  um  das 
Doppelte  der  Summe  der  Ordnungen  aller  Berührungen,  die  ztvischen 
den  Teilzweigen  in  A  eintreten  (Cayley,  Halphen). 

Eine  rein  rationale  Ausführung  aller  beschriebenen  Prozesse, 
insbesondere  der  Bestimmung  von  p  und  der  Adjungierten,  gab 
Noether,  Math.  Ann.  23,  311  (1884).  Vgl.  auch  Raffy,  Ann. 
ec.  norm.  (2)  12,  156  (1883),  Auszug  Math.  Ann.  23,  527. 

3.  Charakteristische  Zahlen  eines  Ziveiges.  Smith  und 
Halphen  haben  bemerkt,  daß  in  der  Entwicklung  von  y  nach 
steigenden  Potenzen  von  x,  die  zu  einem  Zweig  mit  dem  Ursprung 
;r  =  0,  y  =  0  und  der  Tangente  «/  =  0  gehört,  nur  die  Exponenten 
t,  ^j,  .  .  .,  <j  einer  gewissen  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  die  auf 
die  Singularität  des  Zweiges  bezüglichen  Zahlen  liefern.  Diese 
sind  für  alle  linearen  Transformationen  der  Ebene  invariant  und 
in  der  Form  darstellbar: 
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^  = 


i. 


t  + 


.h  =  h-i  + 


«* 


3  '       ^  22r  '    "         """    ■    23i  •••2* 

wobei  u-,  q^  ganze  positive,  relativ  prime  Zahlen  sind  und 
ü^i  ■  •  ■  Qk  ^  ^  wird.  Die  t^  heißen  nach  Ralphen  die  charakte- 
ristischen  Exponenten  (kritische  Exponenten  nach  Smith)  und 
ujq^  die  clmrahteristischen  Zahlen  des  Zweiges.  Man  führt  noch 
neue  Zahlen  A^,  «,.  ein  durch  die  Gleichungen: 


A  _  Ai 


^  ~  Ai '  ^1  "~  A, 


■1   ük-\~     A,    '    1k  ~  ^k^ 


Noether,  iJemZ.  Circ.  ilf.  4,  89,  300  (1890),  hat  diese 
Zahlen  aus  den  zui*  Auflösung  der  Singularität  dienenden  qua- 
dratischen Transformationen  geometrisch  abgeleitet  und  hat  die 
Zahlenpaare  (A,  a),  (A^,  a^),  .  .  .,  (A^,  a^  die  charakteristischen 
Kombinationen  der  Singularität  des  Zweiges  genannt. 

A  ist  die  Ordnung  des  Zweiges,  a  die  Multiplizität  seines 
Schnittes  mit  der  Tangente  im  Ursprung,  A^.  kann  man  als  größten 
gemeinschaftlichen  Teiler  von  A^_j  und  a._^  erhalten,  und 
man  hat 

«  >  A  ^  Aj  >  Ag  >  Ag  >  .  •  •  >  A;t  >  ^Ä+i>  wobei  \^^  =  1 . 

Die   Entwicklung   von  y   in   eine   Potenzreihe   von  x  nimmt   die 
Form  an 


y 


a  +  ofi  r    Aj-i 


+   X 


+  «A: 


+    •••   +  « 


Li 


wenn  man  mit  Halphen  durch  [g]  eine  Reihe  ganzer  positiver 
Potenzen  von  g,  in  der  das  konstante  Glied  4=  0,  charakterisiert. 
Für  die  Erniedrigung  K  der  Klasse  und  die  Erniedrigung  TT  des 
Geschlechtes  durch  die  singulare  Stelle  hat  man  die  Ausdrücke 

K  =  a(A-l)+^«,(A,-l), 


n  =  i(«  - 1)  (A  - 1)  +  4-^a,(A,  -  1)  • 

1  =  1 

4.  Formeln  von  Halphen,  Smith  und  Zeuthen.  Halphen 
und  Smith  haben  einige  Formeln  angegeben,  in  denen  nur  die 
unmittelbaren  Punkt-  und  Tangentenmultiplizitäten  vorkommen 
und  deren  Anwendung  deshalb  keine  vorhergehende  Bestimmung 
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von  Ordnungen  des  Unendlichkleinen  erfordert.  Von  dieser  Art 
ist  schon  die  Formel 

a  =  A  +  A', 

in  der  a  die  Multiplizität  des  Schnittes  eines  Zweiges  (A,  A') 
mit  der  singulären  Tangente  und  gleichzeitig  die  dual  ent- 
sprechende Zahl  bezeichnet. 

Eine  Verknüpfung  zwischen  diesen  Relationen  hat  Zeuthen 
aufgestellt:  Ada  Math.  1,  171  (1882);  vgl.  auch  Noether, 
Chicago  Congreß  Math.  Fapers  1896,  p.  253,  Math.  Ann.  56, 
677  (1903). 

Nennt  man  K'  und  TT'  die  den  Zahlen  K  und  TT  der  vorigen 
Nummer  dual  entsprechenden  Zahlen,  so  gelten  z.  B.  die  Formeln 
(Smith): 

K-K'  =  A2-A'^ 

n-  n'  =  iA(A  -  1)  -  iA'(A'-  1)  =  ^(a  -  1)  (A  -  A'). 

Für  zwei  Kurven  von  den  Ordnungen  n,  v  und  den  Klassen 
n\  V  mit  den  unmittelbaren  Punkt-  und  Tangentenmultiplizitäten 
,5,  6  und  s\  ö',  hat  man  (Halphen,  Smith): 

nv  —  nv  =  ^S6  — ^s  a' . 

Für   die   eine  Kurve    allein   erhält  man  die  Formel  (Zeuthen): 

n{n  —  3)  —2s{s  —  1)  =  n{n  —  3)  —^s\s  —  l) , 

die  sich  von  der  Noeth ersehen  Formel  (4)  dadurch  unter- 
scheidet, daß  sich  in  ihr  die  Summen  nur  auf  die  tmmittelbaren 
Multip lizitäten  beziehen. 

b.  Plückersche  Äquivalente.  Die  P  lück  er  sehen  Formeln  (§  7) 
kann  man  auch  auf  irgendwie  singulare  Kurven  anwenden,  wenn 
man  nur  in  ihnen  die  singulären  Punkte  oder  Tangenten  einer 
gewissen  Anzahl  von  Doppelpunkten  und  Spitzen  oder  Doppel- 
und  Wendetangenten  äquivalent  setzt.  Dieser  Gedanke  findet  sich 
schon  bei  Plücker,  Theorie,  S.  216. 

Indem  man  die  Gleichung  für  das  Geschlecht  im  Auge  behält, 
ergeben  sich  vier  vollkommen  bestimmte  Werte  d^,  s^,  ö^,  e^'  (die 
Prinzipaläquivalente  nach  Zeuthen,  cl\,  e^  nach  Smith  Nodal- 
\md  Kuspidalindex),  diese  bestimmen  sich  für  einen  Zweig  (A,  A'), 
der  die  Klasse  um  K  (DisJcriminantindex)  und  die  Ordnung  um 
K'  erniedrigt,  aus  den  Formeln: 

i,  =A-1,    f/=A'-l,    2di-f3ei  =  K,    2d/+3e/=K'. 
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Dies  hat  Cayley  a.  a.  0.  (Papers  V,  424,  520)  gezeigt,  Er- 
gänzungen finden  sich  bei  Stolz,  Math.  Ann.  8,  442  (1875), 
Smith,  a.  a.  0.,  Zeuthen,  Math.  Ann.  10,  210  (1876). 

Zwischen   den   vier   Zahlen   besteht   die  Relation  (Smith): 

«^1  -  <^i'  =  1(^1  -  h)  {h  +  h  -  !)• 

Zeuthen,  Acta  Math.  1,  171  (1882),  hat  diese  Relation  in  der 
Form 

^1  -  ^i'=  i(^i  -  O  (^1  +  F/  +  27  -  3), 

derart  ausgedehnt,  daß  sie  sich  auf  y  sich  berührende  Zweige, 
deren  Äquivalente  6j,  £j',  dj,  6^'  sind,  bezieht. 

Die  vorstehenden  Ergebnisse  erfahren  eine  Ergänzung  durch 
den  von  Brill,  Math.  Ann.  16,  348  (1880),  geführten  Nachweis, 
daß  jede  höhere  Singularität  sich  auf  Grund  eines  systematisclien 
J)eformationsprozesses  als  Grenz  fall  gewöhnlicher  Singularitäten 
ansehen  läßt.  Wie  man  diese  Deformation  durch  quadratische 
Transformationen  erhält,  zeigte  Scott,  Am.  Journ.  of  M.  14,  301 
(1892),  15,  221  (1893).  Baker,  Cambr.  Trans.  15^  403  (1894) 
(Auszug  Math.  Ann.  45,  133  (1894)),  wandte  auf  die  Frage  das 
Newtonsche  Polygon  an. 

Die  Cayley  sehen  Prinzipaläquivalente  können  eine  beliebige 
Singularität  nicht  allein  in  den  Plückerschen  Formeln  ersetzen, 
sondern  auch  bei  allen  Fragen,  bei  denen  es  sich  um  birationale 
Transformationen  der  Kurve  handelt,  allerdings  nicht  in  allen 
Fragen  der  abzählenden  Geometrie:  vgl.  Halphen,  J.  de  Math. 
(3)  2,  281  (1876),  Etüde,  p.  608,  Weiß,  Prag.  Deutsche  Math. 
Ges.  Mitt.  1892,  S.  139,  Wien.  Ber.  102,  1025  (1893). 

6.  Beeile  Singularitäten  einer  reellen  Kurve.  Ist  die  Kurve 
reell,  von  der  Ox'dnung  n  und  der  Klasse  n  und  hat  sie  w'  reelle 
Wendepunkte,  t"  reelle  Doppeltangenten  mit  imaginären  Be- 
rührungspunkten, /  reelle  Rückkehrpunkte  und  d"  reelle  Doppel- 
punkte mit  imaginären  Tangenten  (isolierte  Punkte),  so  besteht 
die  Relation 

n  +  w-\-2t"^  n  +  r'  +  2d'\ 

die  von  F.  Klein  herrührt,  Math.  Ann.  10,  199  (1876),  vgl. 
auch  Perrin,  Bull.  Soc.  Math.  6,  84  (1877),  und  für  Kurven  mit 
höheren  Singularitäten,  Schuh,  Amsterd.  Wet.  Versl.  (2)  12, 
845  (1904);  Juel,  Math.  Ann.  61,  77  (1905). 

Die  algebraische  Grundlage  dieser  Formel  erkannte  Brill, 
Math.  Ann.  16,   388  (1880),   in  der  Zerfällbarkeit   der  Diskri- 
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minante  der  Doppelpunkts-  und  Doppeltangentengleichung  einer 
besonderen  Gattung  von  rationalen  Kurven.  Er  fand  außerdem, 
daß,  wenn  r\  w\  d'\  t"  die  Zahlen  der  reellen  Rückkehr-  und 
Wendepunkte  und  isolierten  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten 
sind,  die  bei  der  Auflösung  einer  beliebigen  Singularität  in  äqui- 
valente elementare  Singularitäten  auftreten ,  die  Zahl  r  —  w' 
-{•  2  iß"  —  t")  denselben  Wert  hat,  welches  auch  die  Auf  lösungs- 
art  sei,  so  daß  dieser  Bealitätsmdex  für  die  Kleinsche  Formel 
dieselbe  Rolle  spielt  wie  die  Äquii-alcnzgahlen  für  die  Plüc  Je  er  sehen 
Formdn.  Die  erwähnte  Zerspaltung  hat  W.  F.  Meyer,  Math. 
Ann.  38,  369  (1891),  auf  beliebige  rationale  ebene  Kurven  aus- 
gedehnt. 

§12.     Reelle    Züge    einer    ebenen    algebraischen    Kurve. 

Eine  ebene  Kurve  f  läßt  sich  erzeugen,  indem  ein  Punkt  P 
sich  kontinuierlich  auf  einer  Geraden  t  (der  Tangente)  bewegt, 
während  sich  gleichzeitig  t  um  P  dreht.  Die  beiden  Bewegungen 
von  P  und  t  kann  man,  die  erstere  auf  einen  festen  Punkt  der 
Tangente,  die  letztere  auf  eine  feste  Gerade  in  der  Ebene  von  f, 
beziehen.  Der  Sinn  der  Bewegungen  kann  nur  in  einzelnen  sin- 
gulären  Lagen  der  erzeugenden  Elemente,  welche  als  die  Rück- 
kehrelemente bezeichnet  werden,  wechseln.  Bezeichnet  man  den 
Fall  eines  solchen  Rückkehrelementes  mit  -]-,  den  Fall  eines  ge- 
wöhnlichen Elementes  mit  — ,  so  sind  für  jedes  Paar  Pt  von  f  die 
folgenden  vier  Fälle  möglich: 

--,     -+,      +-,      ++. 

Der  erste  Fall  liefert  einen  gewöhnlichen  Punkt,  der  zweite  einen 
Wendepunkt,  der  dritte  eine  gewöhnliche  Spitze  und  der  vierte 
eine  Spitze  zweiter  Art  (vgl.  S.  295).    Bei  zwei  reziproken  Kurven 

korrespondieren   einander  gegenseitig   die  Fälle 1-  und  -| 

und  die  anderen  Fälle  sich  selbst.  Vgl.  hierüber  Plücker,  Theorie, 
S.  200ff.,  V.  Staudt,  Geom.  d.  Lage,  1847,  n.  197—204. 

Ein  geschlossener  Kurvenzug  (vollständiger  Zug  nach  Har- 
nack,  hranche  compUie  nach  Zeuthen,  circuit  nach  Cayley) 
ist  ein  Teil  einer  Kurve,  der  in  kontinuierlicher  Bewegung  von 
einem  reellen  Punkte  erzeugt  werden  kann,  wenn  dieser  durch 
jede  Lage  einmal  hindurchgeht  und  schließlich  zur  Anfangslage 
zurückkehrt.  Im  Endlichen  kann  ein  Kurvenzug  sich  in  mehrere 
Aste  zerlegen,  wie  die  Hyperbel,  im  übrigen  aber  ist  der  Gesichts- 
punkt,  unter   dem   diese    Züge  betrachtet   werden,   der  der  pro- 
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jektiven  Geometrie,  so  daß  das  Unendlichfeme  nur  ein  besonderer 
Fall  ist  und   das   Dualitätsprinzip   allgemein   anwendbar  bleibt. 

Ein  Zug  kann  paar  oder  unpaar  sein,  je  nachdem  eine  will- 
kürliche Gerade  von  ihm  in  einer  geraden  oder  ungeraden  Anzahl 
Punkte  getroffen  wird.  Zwei  Züge  schneiden  sich  in  einer  geraden 
oder  ungeraden  Anzahl  Punkte,  je  nachdem  wenigstens  einer  von 
ihnen  paar  ist  oder  beide  unpaar  sind.  Ein  paarer  Zug  ohne  mehr- 
fache Punkte  teilt  die  Ebene  in  zwei  Stücke,  von  denen  das  eine, 
äußere,  unpaare  Züge  enthalten  kann,  das  andere,  innere,  nicht. 
Ein  Zug  hat  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Wende- 
punkten, je  nachdem  er  paar  oder  unpaar  ist.  Ein  unpaarer  Zug 
erstreckt  sich  immer  durch  das  ünendlichferne  hindurch. 

Die  vorstehenden  Begriffe  und  Sätze  verdanken  wir  v.  Staudt, 
a.  a.  0.,  §  12,  15,  und  Moebius,  Leipz.  Ber.  1848,  S.  179, 
Leipz.  Abh.  1,  1  (1852),  WerTte  H,  185,  91.  Der  letztere 
leitete  sie  aus  der  Betrachtung  der  sphärischen  Kurven  ab  mit 
Hilfe  einer  Abbildung  der  projektiven  ebenen  Geometrie  auf  die 
sphärische  Geometrie,  die  er  durch  Projektion  der  Ebene  auf  die 
Kugel  von  deren  Mittelpunkte  gewann.  Vgl.  auch  Zeuthen, 
Math.  Ann.  7,  410  (1874);  Kneser,  ebenda  31,  507  (1888), 
34,  205  (1889)  und  besonders  41,  349  (1893);  Scott,  Amer. 
M.  S.  Trans.  3,  388,  399  (1902). 

Harnack,  Math.  Ann.  10,  189  (1876),  hat  bewiesen,  daß 
eine  reelle  algebraische  Kurve  (vgl.  §1)  vom  Geschlecht  p  nicht 
mehr  als  p-\-l  reelle  Züge  haben  kann  und  für  jeden  Wert  vonp  auch 
wirklich  Kurven  mitp  -j- 1  reellen  Zügen  existieren.  Die  gegenseitige 
Lage,  die  dann  die  p  -\-  1  Züge  haben  können,  hat  für  singulari- 
tätenfreie Kurven  (bei  denen  alle  Züge  paar  sind,  wenn  die  Ord- 
nung n  der  Kurve  gerade  und  ein  einziger  unpaar  wird,  wenn  n  un- 
gerade ist)  Hilbert  untersucht,  Math.  Ann.  38,  115  (1891).  Vgl. 
Hulburt,  Am.  M.  S.  Bull.  1,  197  (1892),  Amer.  Journ.  of  M. 
14,  246  (1892);  Ragsdale,  ebenda  28,  376  (1906). 

Einen  wichtigen  Beitrag  zu  den  Untersuchungen  über  die 
allgemeinen  Realitätsverhältnisse  bei  algebraischen  Kurven  hat 
F.  Klein  geliefert,  erstlich  durch  Einführung  einer  neuen  Art 
Ei  e  mann  scher  Flächen,  sodann  durch  die  Weiterführung  der  all- 
gemeinen Riemannschen  Theorie,  insbesondere  des  Riemann- 
schen  Existenztheorems  der  algebraischen  Funktionen  und  der 
Eigenschaften  der  Ab  eischen  Integrale. 

Sieht  man  die  gegebene  Kurve  f  als  Klassenkurve  an,  so 
kann  man  jeder  ihrer  Tangenten  einen  reellen  Punkt  entsprechen 
lassen,  nämlich,  wenn  die  Tangente  reell  ist,  ihren  Berührungs- 
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punkt,  wenn  sie  imaginär  ist,  ihren  einzigen  reellen  Punkt.  Die 
oo^  reellen  Punkte,  die  man  so  erhält,  bilden  eine  geschlossene 
Fläche  F,  welche  die  verschiedenen  Gebiete  der  Ebene  mit  so 
viel  Blättern  überdeckt,  als  imaginäre  Tangenten  von  /  durch 
irgendeinen  Punkt  des  in  Rede  stehenden  Gebietes  gehen.  Längs 
jedes  reellen  Zuges  der  Kurve  hängen  zwei  Blätter  der  Fläche 
zusammen. 

Ist  f  reell,  vom  Geschlecht  j?,  mit  w'  reellen  Wendetangenten 
und  t"  isolierten  Doppeltangenten,  so  ist  der  „Zusammenhang" 
von  F  gleich  2  p  -\-  w'  -{-  2  t".  Die  Kurve  f  und  die  zugehörige 
Fläche  F  heißen  ortJiosymmetrisch  oder  diasymmetrisch ,  je  nach- 
dem J^,  längs  aller  Kurvenzüge  von  f  aufgeschnitten,  zerfällt  oder 
nicht.  Vgl.  Klein,  Math.  Ann.  7,  558  (1874),  9,  476  (1876), 
10,  365,  398  (1876),  11,  293  (1877);  ferner  Biemannsche 
Flächen  I,  208  ff. 

Später  hat  Klein  die  symmetrischen  Riemannschen  Flächen 
betrachtet,  die  eine  konforme  Abbildung  auf  sich  selbst  mit  üm- 
legung  der  Winkel  und  der  Periode  2  zulassen,  indem  er  zeigte, 
daß  den  reellen  algebraischen  Kurven  symmetrische  Biemannsche 
Flächen  zugehören,  und  umgekehrt  unter  den  unendlich  vielen 
algebraischen  Kurven,  die  einer  solchen  Fläche  korrespondieren, 
sich  immer  reelle  befinden.  Die  Symmetrielinien  der  Fläche,  deren 
Punkte  bei  der  erwähnten  symmetrischen  Abbildung  ungeändert 
bleiben,  entsprechen  den  reellen  Zügen  der  reellen  Kurve.  Daraus 
folgt   die    Scheidung   der   symmetrischen   Flächen  und  der  zuge- 

— - —    Arten:   es   gibt  p  -\-  1  Arten 

Fü  -4-  2~l 
diasymmetrischer  und    — - —    Arten  orthosym metrischer  Flächen 

mit  bzw.  0,  1,  .  .  .,p  und  p  -\-  1,  p  —  1,  p  —  3,  .  .  .  Symmetrie- 
linien. Vgl.  Klein,  Über  Riemanns  Theorie  der  algebraischen 
FunJctionen  und  ihrer  Integrale,  1882,  S.  64ff.,  Biemannsche 
Flächen  I,  227,  II,  117;  Math.  Ann.  19, 159  (1882),  43, 1  (1893); 
s.  auch  Weichold,  Ztschr.  f.  M.  28,  321  (1883). 
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Kapitel  XIV. 
Die  Greometrie  auf  einer  ebenen  algebraischen  Kurve. 

Von  L.  Berzolari  in  Pavia. 


§  1.   Der  Noethersche  Fundamentalsatz. 

Die  Geometrie  auf  einer  algebraischen  Kurve  hat  zum  Gegen- 
stand die  Eigenschaften  dar  Kurve,  die  bei  einer  birationalen 
Transformation  ungeändert  bleiben  (vgl.  Kap.  XIII,  §  11  und 
Kap.  XV,  §  l).  Sie  ist  auf  transzendentem  Wege  durch  Riemann, 
Ahelsche  Funktionen^  1857,  und  Clebsch-Gordan,  1866,  be- 
gründet und  auf  algebraisch  -  geometrischem  Wege  von  Brill- 
Noether,  1874,  auf  algebraisch-arithmetischem  Wege  von  Kro- 
necker und  Dedekind-Weber  (J".  f.  Math.  92)  1882,  auf  rein 
geometrischem  Wege  (mit  Hilfe  der  Überräume)  von  Segre, 
Castelnuovo  und  anderen  italienischen  Mathematikern  weiter 
entwickelt  worden. 

Neuere  Darstellungen  der  funktionentheoretischen  Methoden 
geben:  Klein-Pricke,  Theorie  der  elliptischen  ModulfunJctionen  I, 
1890;  Klein,  Biemannschc  Fläclien\  Picard,  Traite:,  der  alge- 
braisch-geometrischen Methoden:  Bertini,  Geom.  serie  lin.-^ 
H.  Stahl,  Iheorie  der  Ähelschen  Funktionen.,  1896  (Abschn.  2 
und  4);  Picard-Simart  (Chap.  1,  2);  der  geometrischen  Me- 
thoden: Segre,  Introdusionc,  der  algebraisch -arithmetischen: 
Hensel-Landsberg;  der  ersten  drei  Methoden:  Severi,  Lesioni. 

Wir  werden  uns  insbesondere  an  die  Methode  von  Brill 
und  Noether  halten,  die  sich  auf  dem  Noetherschen  Funda- 
mentalsatze aufbaut.  Dieser  drückt  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  dafür  aus,  daß,  wenn  zwei  Kurven 
f(^x,  2/)  =  0,  g)  (x,  y)  =  0  ohne  gemeinsame  Stücke  gegeben  sind, 
die  linke  Seite  der  Gleichung  F(x,  y)  =  0  einer  dritten  Kurve 
sich  in  die  Form  F  =  Äf -{-  Bcp  bringen  läßt,  wobei  A,  B  zwei 
ganze  Polynome  von  ä;,  y  bedeuten.    Die  Bedingung  ist  die,   daß 
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mr  jeden  gememsamen  Pwnkt  (i»o?  ^o)  ^^^  beiden  ersten  Kurven 
sich  zwei  BeihenentwicMungen  Ä',  B'  nach  gangen,  positiven, 
steigenden  Potenzen  von  x  —  Xq,  y  —  y^  finden  lassen  derart,  daß 
bis  auf  Glieder  von  genügend  hoher  Dimension  identisch 

F  =  A'f-\-B'(p 

wird.  Vgl.  Noether,  Math.  Ann.  2,  314  (1870),  6,  351  (1873), 
30,  410  (1887),  40,  140  (1892);  außerdem  Halphen,  Bull. 
Soc.  M.  5,  160  (1877);  Voß,  Math.  Ann.  27,  527  (1886); 
Stickelberger,  ebenda  30,  401  (1887);  Brill,  ebenda  39,  129 
(1891),  u.  a.  m.  (s.  u.  §  9). 

Bertini,  Math.  Ann.  34,  447  (1889)  (vgl.  Noether, 
ebenda  S.  450)  hat  bemerkt,  daß  für  einen  PunJct,  den  f=0 
r-fach,  cp  =  0  s-fach  enthält  und  der  a  (^  r  •  s)  ihrer  Schnitt- 
punkte absorbiert,  die  Übereinstimmung  bis  auf  die  Glieder  der 
Dimension  a  —  rs  -]-  r  -\-  s  —  2  inklusive  genügt,  und  er  hat  in 
Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  24,  1095  (1891)  eine  systematische  algebra- 
ische Darstellung  des  Gegenstandes  gegeben. 

Besonders  wichtig  für  die  Brill-Noethersche  Theorie  der 
linearen  Scharen  ist  der  „einfache  Fall",  wo  die  Kurven  f  cp  in 
ihren  gemeinsamen  Punkten  keine  gemeinsame  Tangente  besitzen. 
Dann  ist,  damit  eine  dritte  Kurve  eine  Gleichung  von  der  Form 
Af  -\-  Bcp  =  0  hat,  hinreichend,  daß  sie  in  jedem  Punkte,  durch 
den  f  r-mal,  (p  s-mal  geht,  die  Multiplizität  r  -}-  s  —  1  besitzt;  die 
Kurven  A  =  0,  B  =  0  lassen  sich  so  wählen,  daß  sie  in  einem 
solchen  Punkte  mindestens  die  Multiplizitäten  s  —  1,  r  —  1  haben. 
Für  diesen  Fall  findet  man  einen  einfachen  algebraischen  Beweis 
bei  Voß,  Math.  Ann.  27,  532  (1886),  einen  geometrischen  bei 
Ch.  A.  Scott,  ebenda  52,  593  (1899),  einen  anderen  bei  Severi, 
Lezioni,  p.  143,  wiederholt  Padova  Atti  e  Mem.  24,  137  (1908). 
Hier  ist  auch  bemerkt,  daß  sich  in  das  derart  spezialisierte 
Theorem  jeder  Fall  einschließen  läßt,  wenn  man  nur  unendlich 
benachbarte  vielfache  Punkte  mit  in  Betracht  zieht. 

§  2.    Die  linearen  Scharen  von  Punktgruppen. 

Es  sei  f  eine  ebene  irreduzible  algebraische  Kurve,  und 
man  betrachte  die  Punktgruppen,  die  aus  ihr  durch  die  Kurven 
eines  linearen  Systems  ausgeschnitten  werden.  Diese  Schnitt- 
punkte können  alle  veränderlich  sein;  im  anderen  Falle  können 
ii'gendwelche  oder  alle  festen  Schnittpunkte  als  zu  den  Punkt- 
gruppen gehörig  betrachtet  werden.  Die  Gesamtheit  der  Punkt-, 
gruppen,  die  man  so  erhält,  bezeichnet  man  als  eine  lineare  Schar 

20* 


308        Kapitel  XIV.    Die  Geometrie  auf  einer  algebr.  Kurve. 

der  Ordnung  n,  wenn  n  die  Anzahl  der  Punkte  einer  allgemeinen 
Gruppe  ist,  und  von  der  Dimension  r,  wenn  oo^  Punktgruppen 
in  der  Schar   enthalten   sind.    Man  bezeichnet  eine  solche  Schar 

mit  g^' 

Besteht  das  gegebene  Kurvensystem  aus  <x>^  Kurven,  unter 
denen  oo^  die  Kurve  f  als  Teil  enthalten,  so  ist  die  Dimension 
r  =  R  —  h  —  1.  Indessen  kann  man  immer  g^''  durch  ein  lineares 
System  von  oo'"  Kurven  aus  f  ausschneiden,  das  in  dem  gegebenen 
System  enthalten  ist  und  von  dem  eine  und  nur  eine  Kurve  durch 
jede  einzelne  Punktgruppe  der  Schar  geht. 

Ist  f  nicht  rational,  so  ist  r  <C  n. 

Nimmt  man  bei  allen  Gruppen  einer  g^''  n  feste  Punkte 
hinweg  oder  fügt  sie  hinzu,  so  entsteht  eine  g'n±n'' 

Ein  Punkt  A  von  f  heißt  vielfach  für  eine  lineare  Schar, 
wenn  in  ihm  auf  demselben  Zweig  von  f  mehrere  Punkte  einer 
beweglichen  Punktgruppe  der  Schar  zusammenfallen. 

Eine  birationale  Transformation  von  /  führt  eine  gj  in  eine 
andere  qj  und  einen  v- fachen  Punkt  der  ersten  Schar  in  einen 
v-fachen  Punkt  der  zweiten  Schar  über. 

Es  gehören  r  allgemeine  Punkte  von  f  zu  einer  einzigen  Gruppe 
von  g,^.  Allgemeiner  bilden  die  Puaktgruppen  einer  g.^\  die  Ä;  (^  r) 
Punkte  von  f  enthalten,  eine  lineare  Schar,  die  im  allgemeinen 
von  der  Dimension  r  —  h  ist. 

Nennt  man  Involution  von  der  Ordnung  n  und  Dimension  r 
ein  algebraisches  System  von  oo''  Gruppen  mit  je  n  Punkten  von 
der  Art,  daß  r  allgemeine  Punkte  von  f  zu  einer  und  nur  einer 
Gruppe  des  Systems  gehören ,  so  ist  für  r  >  1  jede  solche  In- 
volution eine  rationale,  d.  h.  eine  ^/;  für  r  =  1  gibt  es  aber 
auch  anders  geartete  (irrationale)  Involutionen  (vgl.  Kap.  XV,  §  5). 

Ist  eine  gj"  (r  >■  l)  so  beschaffen,  daß  diejenigen  ihrer 
Gruppen,  die  einen  bestimmten  Punkt  enthalten,  auch  notwendig 
noch  andere  Punkte  gemein  haben,  so  existiert  auf  f  eine  ein- 
dimensionale Involution  (die  rational  sein  kann  oder  nicht),,  derart 
daß  jede  Gruppe  von  g^  aus  einer  gewissen  Anzahl  von  Gruppen 
dieser  Involution  besteht.  Dann  heißt  g^'  mit  dieser  Involution 
msammengesetzt. 

Mit  Ausnahme  dieses  Falles  können  nicht  die  Gruppen  einer 
gj^  die  irgend  s  beweglichen  Punkte  enthalten  (l  <  s  <  r),  auch 
notwendigerweise  noch  andere  Punkte  gemein  haben.  S.  Bertini, 
lorino  Atti  26,  118  (1890)  und  Geom.  ser.  lin.,  n.  29,  34. 

Die  g^^  können  als  rationale  einstufige  Involutionen  charak- 
terisiert werden,   d.  h.   als   solche,   deren  Gnappen  in  birationale 
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Beziehung  zu  einem  Parameter  A.  gebracht  werden  können.  Da- 
raus ergibt  sich,  daß,  wenn  x^y  die  Koordinaten  eines  Punktes 
der  Gruppe  sind, 

<p{x,y)-X^{x,y)  =  0      oder     ^  =  ^|^ 

wird,  wobei  qp,  ip  ganze  Funktionen  bedeuten.  Die  Funktionen, 
die  wie  X  rationale  Funktionen  von  den  Koordinaten  der  Kurven- 
punkte sind,  nennt  man  nach  Weierstraß  rationale  Funktionen 
der  Kurve  f.  In  jedem  Punkte  von  f  nimmt  eine  solche  Funktion 
einen  eindeutig  bestimmten  Wert  an,  den  man  entweder  direkt 
erhält,  indem  man  die  Koordinaten  des  Punktes  einsetzt,  oder  als 
Grenzwert,  wenn  dieses  Einsetzen  sowohl  (p  wie  i|;  zum  Ver- 
schwinden bringt. 

Eine  Gnippe  in  einer  gj^  wird  also  von  den  Punkten  ge- 
bildet, in  denen  eine  gegebene  rationale  Funktion  von  f  denselben 
Wert  annimmt,  wenn  man  eventuelle  Fixpunkte  der  Schar  aus- 
schließt, für  die  Zähler  und  Nenner  der  rationalen  Funktion  gleich- 
zeitig verschwinden.  Die  Gruppen  der  Involution  sind  auf  /",  wie 
man  sagt,  Gruppen  gleichen  Niveaus  für  eine  rationale  Funktion 
von  f. 

Die  Ordnung  n  der  Schar  (Grad  der  rationalen  Funktion 
nach  Weierstraß,  WertigTicit  nach  Klein)  ist  gleichzeitig  die 
Zahl  der  Nullstellen  und  die  der   Pole   der  rationalen  Funktion. 

Während  eine  rationale  Funktion  A  von  f  eine  g^  festlegt, 
wird  durch  diese  umgekehrt  k  nur  bis  auf  eine  lineare  Substi- 
tution bestimmt,  und  es  können  deshalb  zwei  willkürliche  Gruppen 
der  g^  als  die  Gruppen,  für  die  l  null  und  unendlich  werden 
soll,  ausgewählt  werden. 

Durch  die  Multiplizitäten  v  einer  gj-  auf  f  läßt  sich  das 
Geschlecht  p  der  Kurve  in  neuer  Weise  ausdrücken,  und  so  mrd 
seine  Invarianz  für  die  birationalen  Transformationen  der  Kurve 
augenscheinlich  gemacht.    Man  hat  nämlich 

^{y  —  1)  —  2w  =  2j)  —  2  . 

Vgl.  Segre,  Introd.,  §  8;  Bertini,  Introd.,  p.  397. 

Eine  Kurve  vom  Geschlecht  p^  \,  auf  der  eine  g^  existiert, 
heißt  hyperelliptisch.  Dazu  gehören  u.  a.  alle  Kurven  vom  Ge- 
schlecht p  =  2.  Elliptisch  heißt  jede  Kurve  vom  Geschlecht  ^  =  1. 
Eine  Kurve,  die  eine  g^,  aber  keine  g\_-^  enthält,  heißt  n-gonal. 

Auch  eine  g^  für  r  ]>  1  läßt  sich  ansehen  als  Gesamtheit 
der  Punktgruppen  konstanten  Niveaus  für  eine  rationale  Funktion 
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von  f.  Diese  muß  aber  hier  r  —  1  willkürliche  Parameter  linear 
enthalten.  Man  kann  nämlich  zunächst  die  gj  durch  eine  Glei- 
chung 

9'o(^»  y)  +  ^i^iC«.  2/)  H —  +  K^r{^^  y)  =  ^ 

geben.  Dann  aber  lassen  sich  ihre  einzelnen  Gruppen  auch  durch 
bestimmte  Werte  —  k^.  der  folgenden  Fimktion  festlegen: 

cpr  ^^>r  '^     ^      fr 

§  3.  Der  Restsatz.  Voll-  und  Teilscliaren.  Operationen  mit 
linearen  Scharen. 

Zwei  Punktgruppen  auf  f  heißen  zueinander  residual  oder 
die  eine  der  Best  (das  Uesiduum)  der  anderen,  wenn  sie  zu- 
sammen den  vollständigen  Schnitt  von  f  mit  einer  adjungierten 
Kurve  (s.  vor.  Kap.  §  11),  abgesehen  von  den  in  die  mehrfachen 
Punkte  fallenden  Schnittpunkten,  bilden.  Zwei  Gruppen,  die  zu 
einer  dritten  residual  sind,  heißen  korresidual  (Brill-Noether) 
oder  äquivalent  (Dedekind-Weber). 

Wie  Brill  und  Noether  gezeigt  haben,  ergibt  sich  als  eine 
wichtige  Folgerung  aus  dem  Noether  sehen  Fundamentalsatz 
(§  1)  in  Verbindung  mit  den  adjungierten  Kurven  der  sogenannte 
Bestsatz  : 

Wenn  zwei  Ch'uppen  G^,  G^,  von  u,  u  Punkten  auf  f  Beste 
einer  Gruppe  G  sind  und  überdies  6r^  Best  einer  anderen  Gruppe 
G ,  ist,  so  ist  auch  G^,  Best  von  G ,.  Mit  anderen  Worten:  der 
Begriff  der  korresidualen  Gruppen  ist  unabhängig  von  der  ge- 
meinsamen Restgruppe. 

Im  besonderen  ist  eine  Punktgruppe ,  wenn  sie  Best  einer 
Gruppe  aus  einer  linearen  Schar  ist,  auch  Best  von  jeder  anderen 
Gruppe  der  Schar,  so  daß  die  Schar  nichts  anderes  ist  als  eine 
Schar  von  korresidualen  Punktgruppen,  und  das  Wort  korresidual 
oder  äquivalent  sich  direkt  zur  Bezeichnung  von  Gruppen  der- 
selben linearen  Schar  verwenden  läßt. 

Eine  gj  heißt  eine  Vollschar,  wenn  keine  lineare  Schar  von 
der  Ordnung  n  und  von  einer  Dimension  >  r  existiert,  die  sie 
enthält,  im  entgegengesetzten  Falle  eine  Teüschar. 

Alle  adjungierten  Kurven  einer  gegebenen  Ordnung  oder  alle, 
die  noch  durch  gewisse  feste  einfache  Punkte  von  f  hindurchgehen, 
schneiden  f  außer  in  diesen  und  den  mehrfachen  Punkten  in  einer 
Vollschar,  und  umgekehrt  läßt  sich  jede  Vollschar  auf  solche  Weise 
gewinnen. 
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Es  folgt  daraus,  daß  es  eine  einzige  VoUschar  von  der  Ord- 
nung n  gibt,  die  eine  gegebene  G-ruppe  von  n  Punkten  (oder  eine  ge- 
gebene lineare  Schar  der  Ordnung  n)  enthält.  Um  sie  zu  finden,  ge- 
nügt es,  durch  die  gegebene  Gruppe  6r  (oder  eine  Gruppe  G  der 
gegebenen  Schar)  eine  adjungierte  Kurve  zu  legen,  diese  schneidet 
f  außer  in  G  und  den  mehrfachen  Punkten  in  einer  Punkt- 
gruppe G'.  Dann .  schneiden  die  die  durch  G'  hindurchgehenden 
adjungierten  Kurven,  welche  dieselbe  Ordnung  haben  wie  die  be- 
reits verwendete,  die  gesuchte  Vollschar  aus. 

Allgemeiner:  Zivei  lineare  Scharen  derselben  Ordnung.,  die 
eine  Punktgruppe  gemein  haben,  sind  in  einer  und  derselben,  auf 
diese  Weise  vollkommen  bestimmten  Vollschar  von  der  gleichen  Ord- 
nung enthalten. 

Ist  g^'  die  Vollschar,  in  der  eine  gegebene  gj  enthalten  ist, 
so  heißt  die  Differenz  s  —  r  (^  O)  Defekt  (deßciema,  defaut) 
von  g/. 

Alle  Gruppen  von  N  =  n  -\-  n  Punkten ,  die  durch  Ver- 
einigung von  je  zwei  Punktgruppen  aus  zwei  Scharen  g^''  und 
g""',  entstehen,  sind  in  einer  Vollschar  g^  enthalten,  welche  die 
Summe  der   beiden  gegebenen   Scharen  heißt,  und  man  schreibt 

Die  Erweiterung  auf  die  Summe  von  mehr  als  zwei  Scharen  und 
ganzzahlige  Vielfache  einer  Schar  liegt  auf  der  Hand. 

Die  Differenz  zweier  Vollscharen  g^,  gj  läßt  sich  nur  bilden, 
wenn  eine  und  damit  alle  Gruppen  von  g/  in  einer  Gruppe  von 
g^  enthalten  sind.  Dann  existiert  eine  dritte  vollkommen 
bestimmte  Vollschar  g^!  {n  =  JSf—n),  derart  daß  ^/  -f  g^l  =  g^ 
wird.  Diese  heißt  die  Differenz  von  g^  und  ^/;  ^/  und  g^^'  heißen 
Residuen  voneinander  in  bezug  auf  g^.  Vgl.  Bertini,  Geom.  ser. 
Un.,  §  2,  3;  Segre,  Introd.,  §  14;  Severi,  Lezioni.  p.  90. 

Alle  diese  Begriffe  sind  wie  die  der  Voll-  und  Teilscharen 
für  alle  birationalen  Transformationen  der  Kurve  invariant. 

In  anderer  fruchtbarer  Weise  hat  Castelnuovo  {Rcndic, 
Circ.  M.  7,  89  (1893))  den  Begriff  der  Summe  zweier  linearen 
Scharen  festgelegt  und  davon  z.  B.  für  die  Bestimmung  des  (auch 
wirklich  erreichbaren)  Maximalgeschlechtes  einer  Kurve,  die  eine 
nicht  zusammengesetzte  g/  enthält,  Gebrauch  gemacht.  Diese 
Zahl  wird: 

%[n-r-Ux-l){r-l)], 
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^ j 

unter  j^  die   größte  ganze  Zahl  <  -^  y  verstanden.     Vgl,   noch 

Castelnuovo,   Torino  Atti  24,  346   (1889);   Bertini,   ebenda 
26,  118  (1890);  S.  Kantor,  Ada  Math.  25,  113  (1900). 


§  4.    Speziale  und  nicht-speziale  Scharen. 

1.  Speziale  und  nicht-speziale  Scharen.  Ist  f  irreduzibel,  von 
der  Ordnung  m  und  dem  Geschlecht  j),  so  sind  die  Bedingungen, 
die  durch  die  mehrfachen  Punkte  von  f  den  adjungierten  Kurven 
einer  gegebenen  Ordnung  l^m  —  3  auferlegt  werden,  unab- 
hängig voneinander.  Ist  l  =  m  —  3  +  a  (a  >  0),  so  ist  die  von 
den  adjungierten  Kurven  auf  f  ausgeschnittene  Vollschar  eine 
^wa  +  2~-2'  derartige  adjungierte  Kurven  existieren  also  für  m>  2 
immer. 

Die  adjungierten  Kurven  der  Ordnung  m  —  3  heißen  die 
(p-Kurven  und  existieren  nur  f ür  j?  ^  1.  Eine  lineare  Schar  von 
Punktgruppen  heißt  spesial  oder  nicht-spezial,  je  nachdem  sie  sich 
durch  ein  lineares  System  von  qp-Kurven  erhalten  läßt  oder  nicht. 
Ihr  Spezialitätsindex  heißt  die  Zahl  der  linear  unabhängigen 
9)-Kurven,  die  durch  ihre  Puaktgruppen  hindurchgehen. 

Das  System  aller  cp- Kurven  schneidet  f  in  einer  Yollschar 
9^j,~\,  welche  die  einzig  existierende  dieser  Ordnung  und  Dimension 
ist  und  die  kanonische  Schar  von  f  heißt.  Sie  enthält  keine  festen 
Punkte  und  ist  nicht  zusammengesetzt,  vorausgesetzt  daß  f  nicht 
hyperelliptisch  ist. 

Die  spezialen  Scharen  sind  somit  die  kanonische  Schar  und 
die  in  ihr  enthaltenen  Scharen.  Für  diese  wii'd  r^p — 1, 
n<2p  —  2. 

Diese   Eigenschaften  sind   eine   Folge  nachstehender   Sätze: 

ReduJctionssatz.  Damit  die  durch  eine  gegebene  Gruppe 
von  n  -\-  1  Punkten  bestimmte  Vollschar  (n  +  l)'*'^  Ordnung  in 
einem  von  diesen  Punkten,  P,  einen  festen  Punkt  besitzt,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  sich  durch  die  übrigen  n  Punkte  eine 
(p-Kurve  legen  läßt,  die  nicht  durch  P  geht  (Noether,  J.  f.  Math. 
97,  224  (1884);  Math.  Ann.  1^7,  424  (1890)). 

Spezialgruppensatz.  Für  eine  speziäle  Vollschar  g^  ist 
r  "^  n  — p  und  für  eine  nicht  speziäle  r  =  n  —  p;  umgekehrt  ist 
eine  Voll-  oder  Teilschar  g:^^,  für  die  r^  n  —  j9,  eine  speziäle. 

Biemann-Bochscher  Satz.  Wenn  eine  Vollschar  von  der 
Ordnung  n  auf  einer  irreduzibeln  Kurve  vom  Geschlecht  p  den 
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Spezialitätsindex  i  (^  0)  Juit,  so  wird  ihre  Dimension  r  durch  die 
Gleichung  bestimmt: 

r  =  n  —  p  -\-  i. 

Roch  {J.  f.  Math.  64,  372  (1865))  hat  diesen  von  Kle- 
in ann  für  den  Fall  i  =  0  gefundenen  Satz  allgemein  ausgesprochen. 
Das  Theorem  hat  bei  ihm  die  analytische  Form:  Die  rationalen 
Funktionen  einer  Kurve  vom  Geschlecht  p,  deren  einfache  Pole 
unter  den  n  Punkten  einer  gegebenen  Gruppe  enthalten  sind,  hängen 
linear  und  homogen  von  n  —  p  -\-  i-\- 1  Konstanten  ab,  wenn  durch 
die  Punktgruppe  i  linear  unabhängige  cp-Kurven  gehen. 

Eine  andere  Form  desselben  Satzes,  die  man  Brill  und 
Noether  verdankt,  ist  der 

Beziprozitätssatz.  Jede  speziale  Vollschar  g^  hat  als 
Residualschar  bezüglich  der  kanonischen  Schar  eine  andere  speziale 
Vollschar  o'"',,  wobei 

n  -\-  n  =  2p  —  2 ,     n  —  w'  =  2  (r  —  r'). 

Zu  allen  vorstehenden  Sätzen  vergleiche  man  die  abgekürzt  zitierten 
Schriften  von  Bertini,  Segre  und  Severi. 

Die  Sätze  selbst  zeigen  für  eine  irreduzible  f  die  geometrische 
Bedeutung  von  p  als  die  Zahl  der  linear  unabhängigen  Kurven  (p, 
ferner  die  Invarianz  von  p  und  der  spezialen  Scharen  bei  allen 
birationalen  Iransformationen  von  f,  indem  eine  solche  Transforma- 
tion einer  linearen  Transformation  der  (p  äquivalent  ist  (In- 
varianzsatz). 

Außerdem  ist  das  reine  adjungierte  System  von  f,  d.  h.  (für 
p  >  l)  das  lineare  System  der  Kurven  qi,  von  etwaigen  festen 
Bestandteilen  befreit,  invariant  bei  allen  birationalen  Transforma- 
tionen der  Ebene.  Dieser  Satz  stammt  von  Noether,  Math.  Ann. 
23,  311  (1884),  Anwendungen  von  ihm  machten  S.  Kantor  u,  a., 
insbesondere  Castelnuovo,  Torino  Mem.  (2)  42,  3  (1891),  auf 
die  linearen  Kurvensysteme  (§  13). 

Das  reine  adjungierte  System  schneidet  auf  f  die  kanonische 
Schar  aus.  Wenn  es  reduzibel  ist,  ist  f  hyperelliptisch,  aber  nicht 
umgekehrt. 

2.  Anwendungen.  Definition  von  p  nach  Weierstraß ;  Lücken- 
satz. Unter  den  zahlreichen  Anwendungen  der  Sätze  der  vorigen 
Nummer  wollen  wir  das  folgende  Theorem  hervorheben: 

Damit  eine  irreduzible  ebene  Kurve  m*®'  Ordnung  die  Projek- 
tion einer  Baumkurve  gleicher  Ordnung  aus  einem  Baumpvnkte  auf 
die  Ebene  uird,  ist  für  m  >  p  +  2  keine  Bedingung  zu  erfüllen. 
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während  für  m^p  -\-  2  es  hinreicht,  wenn  von  den  durch  die  mehr- 
fachen Punkte  den  adjtmgierten  Kurven  der  Ordnung  m  —  4=  auf- 
erlegten Bedingungen  eine  eine  Folge  der  übrigen  ist 

Dieses  Theorem  fanden  gleichzeitig  H.  Valentiner,  Acta 
Math.  2,  170  (1882);  Halphen,  J.  ec.  polyt.  52,  26  (1882); 
Noether,  Berl.  Abh.  1882,  S.  23.  Vgl.  auch  Küpper,  Math. 
Ann.  31,  291  (1888);  Segre,  Introd.  n.  85;  Bertini,  Torino 
Atti  26,  118  (1890). 

Eine  andere  Folgerung  ist  das  nach  Clifford  (^Phil.  Trans. 
169,  681  (1878),  Papcrs,  p.  331)  benannte  Theorem:  Für  jede 
speciale  g!^  ist  n^2r,  und  das  Gleichheitszeichen  gilt  nur  für  die 
kanonische  Schar  oder  wenn  die  Kurve  hyperelliptisch  ist.  Vgl.  auch 
die  Schriften  von  Bertini,  Segre,  Severi. 

Den  folgenden  Satz  hat  Weierstraß  (Werke  IV,  69)  in 
analytischer  Form  zur  Definition  des  Geschlechtes  benutzt: 

Die  geringste  Zahl  von  Punkten,  die  sich  in  allgemeiner  Lage 
zur  Bestimmung  einer  Gruppe  aus  einer  linearen  Schar  der 
Dimension  1  annehmen  lassen,  ist  p  -\-  1.  Vgl.  Ed.  Weyr, 
Prag.  Abh.  (6)  6  (1874),  Wien.  Ber.  69,  399  (1874);  Halphen, 
Etude,iß.QS2]  Picard,  Traife',p. 473, 503;  Severi, ie^;/om,p.l77. 

Eine  andere  Definition  von  p,  die  wie  die  vorhergehende  die 
Invarianz  von  p  für  birationale  Transformationen  sofort  erkennen 
läßt  und  ebenfalls  an  die  Ordnungen  der  rationalen  Funktionen 
von  /  anknüpft,  erhält  man  aus  dem  sog.  Weier str a ß selten  Lücken- 
satz {Werke  IV,  Kap.  9),  dem  Noether,  J.  f.  Math.  97,  224 
(1884),  folgende  erweiterte  Form  gegeben  hat:  Auf  f  betrachte 
man  irgend  w  Punkte  P^,  Pg»  •  •  -^  -P»?  indem  man  n  so  groß  wählt, 
daß  durch  diese  Punkte  keine  qo -Kurve  geht.  Bezeichnet  man 
dann  mit  G^  die  Gruppe  der  Punkte  P^,  Pg,  .. .,  P^  (»  =  i,  2,  ...,n), 
so  entsprechen  diejenigen  unter  diesen  Gruppen  G..,  die  zusammen 
mit  festen  Punkten  Vollscharen  bestimmen,  gewissen  p  Werten  von  i. 
Der  eigentliche  Lückensatz  geht  hieraus  hervor,  wenn  man  die 
n  Punkte  in  einen  Punkt  zusammenfallen  läßt.  In  analytischer 
Form  lautet  er: 

Unter  den  rationalen  Funktionen  von  f,  deren  i  Pole  in  einen 
einzigen  Pol  von  der  Ordnung  i  zusammenfallen,  fehlen  nur  die- 
jenigen, die  zu  getvissen  p  Werten  von  i  gehören. 

Ist  P  ein  allgemeiner  Punkt  der  Kurve  /",  so  wird  die  Reihen- 
folge der  fehlenden  Ordnungen  durch  die  Zahlen  1,  2,  .  .  .,j)  ge- 
bildet. Eine  Abweichung  hiervon  tritt  nur  ein,  wenn  P  einer  der 
(stets  in  endlicher  Zahl  vorhandenen)  Weierstraß  sehen  Punkte 
ist,  welche  die  ^-fachen  Punkte  der  kanonischen  Schar  bilden  (vgl. 
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§  10).  Für  ein  allgemeines  P  s.  Noether,  J.f.Math.  92, 301  (1882). 
Für  alles  Vorstehende  vgl.  die  Schriften  von  Segre  und  Severi. 

3.  Bemerkungen  über  die  rein  invariante  Tlieorie.  Die  kano- 
nische Schar  läßt  sich,  nach  F.  Enriques,  Torino  Atti  37,  19 
(1901)  (vgl.  Severi,  Lezioni),  auch  in  der  folgenden,  auf  dem 
Operieren  mit  linearen  Scharen  (§  3)  beruhenden  Weise  erhalten: 

Wir  nennen  Jacobische  Gruppe  einer  g'^  die  Gruppe  ihrer 
Doppelpunkte.  Zunächst  ergibt  sich  dann,  daß  die  Jacobischen 
Gruppen  der  verschiedenen  g^  einer  g^  einer  und  derselben  Yollschar 
von  der  Ordnung  2n  -\-  2p  —  2  angehören,  welche  die  Jacobi- 
sche Schar  von  g^^  heißt.  Weiter  ist  die  Jacobische  Schar  der 
Summe  zweier  Vollscharen  die  Summe  von  der  Jacob  i  sehen  Schar  einer 
der  beiden  gegebenen  Scharen  und  dem  Doppelten  der  anderen,  wo- 
raus man  ableiten  kann,  daß  die  Differenz  zwischen  der  Jacobi- 
schen Schar  einer  auf  der  Kurve  beliebig  gegebenen  g'^  und  dem 
Doppelten  von  g^  unabhängig  von  der  g^  ist  und  eben  mit  der 
kanonischen  Schar  zusammenfällt. 

§  5.    Erweiterungen  und  spezielle  Fälle. 

1.  Die  Sonder  fälle  der  rationalen,  elliptischen,  hyperelliptischen 
und  i-gonalen  Kurven.  Für  ^  =  0  existieren  keine  adjungierten 
gp-Kurven,  für  p  =  1  existiert  (wenn  die  Ordnung  der  Kurve  >  3) 
eine  einzige  solche  Kurve.  Die  Vollscharen  für  ^  =  0  sind  die  ^^, 
d.  h.  sie  bestehen  aus  allen  möglichen  Gruppen  von  n  Punkten; 
für  jp  =  1   sind  es  die  g"  ~  ^. 

Für  i>  =  0,  wenn  die  Punkte  der  Kurve  in  eindeutiger  Weise 
den  Werten  eines  Parameters  X  entsprechen  (§  ll),  erhält  man 
eine  Gruppe  von  n  Punkten  der  Kurve  aus  den  Werten  von  A,  die 
einer  Gleichung  n^^"-  Grades  genügen.  Es  wird  deshalb  eine  g^ 
gegeben  durch  die  Wurzeln  einer  Gleichung: 

»lA  W   +  ^^fM  +  •  •  •  +  «r  +  lfr  +  lW  =  0, 

in  der  die  a  veränderliche  Parameter  und  die  f  ganze  Funktionen 
w*®'  Ordnung  bezeichnen.  Die  g^  sind  die  Involutionen  der  Ord- 
nung n  und  Stufe  r,  die  auf  der  Kurve  liegen.    Vgl.  u.  §  11. 

Wenn  eine  Kurve  zwei  g^  enthält,  ist  p  =  0  oder  p  ==  1, 
je  nachdem  die  beiden  Scharen  ein  Punktepaar  gemein  haben  oder 
nicht.  Ist  jp  =  0,  so  existieren  auf  der  Kurve  oo^  solche  gl^  von 
denen  irgend  zwei  ein  Paar  gemein  haben  und  irgend  eine  durch 
zwei  Paare  eindeutig  bestimmt  ist.  Ist  p  ==  1,  so  existieren  auf 
der  Kurve  oo^  g^,  von  denen  keine  zwei  ein  Paar  gemein  haben 
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und  jede  durch  ein  Paar  bestimmt  ist.  In  beiden  Fällen  enthält 
die  Kurve  keine  spezialen  Scharen. 

Die  hyp  er  elliptischen  Kurven  sind  durch  die  Existenz  einer 
gl  definiert;  jede  speziale,  von  festen  Punkten  freie  g^  ist  dann 
mit  dieser  g^  zusammengesetzt.  Ist  die  g^  eine  Vollschar,  so  hat 
man  noch  n  =  2r.  Außerdem  ist  die  einzige  nicht  speziale,  zu- 
sammengesetzte Vollschar  von  einer  Dimension  >  1  eine  mit  der 
gl  zusammengesetzte  g^  .  Umgekehrt  ist  jede  Kurve,  die  eine 
zusammengesetzte  g^^.  (r  >  l)  enthält,  hyperelUptisch,  elliptisch 
(^  =  l)  oder  rational  {p  ==  0). 

Ist  die  Kurve  hyperelliptisch  und  von  der  Ordnung  m,  so  ist 
die  Einhüllende  der  die  Punktepaare  ihrer  g^  verbindenden  Ge- 
raden eine  rationale  Kurve  von  der  Klasse  m  — p  —  1. 

Für  das  Vorstehende  vergleiche  Bertini,  Geom.  ser.  Zm.;  hier 
(n.  43  ff.)  finden  sich  auch  Sätze  über  solche  Kurven  vom  Ge- 
schlecht p,  die  eine  von  festen  Punkten  freie  g}  enthalten ,  wobei 
i  ^p,  insbesondere  über  die  i-gonalen  Kurven.  Für  die  Literatur 
betr.  diese  letzteren  s.  Amodeo,  Congrcs  math.  Paris  1902,  p.  313 
oder  Feriod.  di  mat.  (2)  3,  69  (1900). 

2.  Erweiterungen  der  Theorie.  Noether,  Math.  Ann.  15, 
507  (1879),  hat  untersucht,  wie  sich  die  Geometrie  auf  einer 
Kurve  f  gestaltet,  wenn  man  ihre  Schnitte  mit  nicht  adjungierten 
Kurven  in  Betracht  zieht,  und  die  Modifikationen  des  ßestsatzes 
sowie  des  Ri  em  an  n- Roch  sehen  Satzes  für  diesen  Fall  betrachtet. 

Er  hat  ferner.  Acta  math.  8,  161  (1886),  den  Fall  einer  redu- 
zibeln  Kurve  f  behandelt;  dann  bleibt  der  Restsatz  bestehen  (vgl. 
dazu  Math.  Ann.  23,  311  (1884));  auch  die  Formel  des  Riemann- 
R  och  sehen  Satzes  r'^p  —  n-\-r — 1  bleibt  gültig,  nur  bezeich- 
nen jetzt  r,  r  die  Mannigfaltigkeitsstufen  der  9?-Kurven  und  nicht 
der  von  ihnen  ausgeschnittenen  Punktgruppen.  Zerfällt  /'  in  X 
irreduzible  Kurven,  so  ist  die  Zahl  der  linear  unabhängigen  gc-Kur- 
ven  jp  -f-  A  —  1,  wie  schon  Christoffel  {Ann.  di  Mat.  (2),  10,  81 
(1880))  gefunden  hat.  Daraus  resultiert,  da  man  von  der  Kurven- 
gleichung ausgehend  sowohl  p  wie  p  -\-  X  —  1  in  rationaler  Weise 
bestimmen  kann  (Kap.  XIII,  §  11,  Nr.  1,  2),  ein  Kriterium  für  das 
Zerfallen  von  f  und  für  die  Anzahl  seiner  irreduzibeln  Teile. 

§  6.  Das  Problem  der  Spezialgruppen  und  ausgezeichneten 

Qrruppen. 

Für  eine  irreduzible  Kurve  f  vom  Geschlecht  p  mit  allge- 
meinen Moduln  (§  8)  haben  Brill  und  Noether,  vom  Riemann- 
Roehschen  Satze  ausgehend,  die  spezialen  gj{n  —  r<j9)  behau- 
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delt,  indem  sie  eine  Gruppe  6r„  suchten,  durch  die  oc'^'g?- Kurven, 
für  /  =  r  —  (w  —  j)  +  l),  hindurchgehen.  Es  ergibt  sich  die  Be- 
dingung 

i,^(r  +  l)(/+l)  oder  n^'-^^^, 

die  für  jedes  r  die  kleinsten  Werte  von  w,  d.  h.  die  Minimalscharen 
liefert.    Setzt  man  dann 

T  =  (r  -f-  l)(w  —  r)  —  rp  ==p  —  (r  +  l)(r'  +  1), 

so  lassen  sich  von  der  gesuchten  G^r  -\-r  Punkte  willkürlich  geben, 
und  die  übrigen  sind  durch  diese  auf  eine  endliche  Anzahl  cc  von 
Arten  algebraisch  bestimmt.  Die  Dimensionen  zahl  der  spezialen 
(und  auch  der  nicht -spezialen)  g^  beträgt  somit  t.  Das  Problem 
der  Spezialgruppen  besteht  in  der  Bestimmung  der  Zahl  cc.  Für 
r  ==  1  rindet  man 

<^  =  '7\ff—  l)'  wenni?  =  2(y,    «  =  — (^  ^_^  j,  wennp  =  2ö-|-l. 

Vgl.Brill-Noether,  S.296;  Brill,  Math.  Ann.  36,  321  (1890). 
Für  T  =  0  fand  Castelnuovo,  Rom.  Acc.  Line.  Rend.  (4)  5^, 
130  (1889),  den  Wert 

1!  2!  . .  .  r!  •  1!  2!  .  .  .  rlp\ 
"  ^      1!  2!  ..  .  (r-f-r'-l-l)! 

Brill  hat  (a.  a.  0.)  auch  ein  allgemeineres  Problem  behandelt, 
indem  er  f  mit  einem  linearen  System  von  beliebigen  Kurven  ip 
zum  Schnitt  brachte  und  auf  f  die  ausgezeichneten  PunJctgruppen 
von  k  Punkten  bestimmte,  die  den  t/;  weniger  als  Je  unabhängige 
Bedingungen  auferlegen.  Vgl.  ebenfalls  für  die  Lösung  anderer 
abzählenden  Aufgaben,  welche  die  linearen  Scharen  betreffen  (s.  auch 
§  10,  und  Kap.  XV,  §  5),  Castelnuovo,  Bend.  Circ.  M.  3,  27 
(1888);  Zeuthen,  Math.  Ann.  40,  118  (1892);  Tanturri,  Ann. 
dimat  (3)  4,  67  (1900),  Torino  Atti  39,  483  (1904);  Severi, 
Torino  Mem.  (2)  50,  81  (1901);  Giambelli,  lorino  Mem.  (2) 
59,  433  (1909). 

§  7.  Normalkurven. 

Die  Minimalscharen  (§  6)  können  dazu  dienen,  eine  Kurve  f 
mit  allgemeinen  Moduln  (§  8)  in  eine  Normalkurve  zu  transfor- 
mieren (Brill-Noetber  §  13).  Fürr==2  erhält  man  die  ebenen 
Normalkurven  von  der  niedrigsten  Ordnung,  nämlich  p  —  7t  -f-  2, 
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die  ^(p  —  7t-{-i)(p  —  7i)—p  Doppelpunkte  haben.    Hierbei  ist 


-m 


Die  Riemannscbe  Normalkurve  erhält  man  für  r  =  1 .    Sie 

ü  -4-  2 
ist,  wenn  p  gerade  ist,   eine  c^^2  ^i*  zwei  ^-J — fachen  Punkten, 

o  4-  3 
wenn  p  ungerade  ist,  eine  c^^g   mit  zwei  ^^ — fachen  Punkten 

(die  übrigen  singulären  Punkte  sind  Doppelpunkte).  Die  Clebsch- 
Gordansche  Normalkurve  ist  eine  c^^^  mit  ^p{p  —  S)  Doppel- 
punkten. 

Für  r  >  2  erhält  man  die  Normalkurven  niedrigster  Ord- 
nung in  den  linearen  Räumen  B^  von  s  (^  3)  Dimensionen.  Die 
kanonische  Schar  liefert,  wenn  f  nicht  hyperelliptisch  ist,  die 
Normalkurve  von  der  Ordnung  2^  —  2  des  Ji'^_^,  die  sog.  Normäl- 
Icurve  der  (p,  die  in  der  Form 

^l'^i'  ■■'■ifp  =  (Pi'<P2-  ■■■'(Pp 

dargestellt  wird,  wenn  die  «/<  homogene  Punktkoordinaten  imR  _  ^ , 
g)i{x,  y)  =  0  die  Gleichungen  von  p  linear  unabhängigen  (p-Kurven 
sind  und  man  sich  x,  y  durch  die  Gleichung  f(x,  y)  =  0  der  Grund- 
kurve verknüpft  denkt.  Von  linearen  Transformationen  abgesehen, 
gibt  es  nur  eine  einzige  Normalkurve  der  cp,  ihre  Projektion 
liefert  alle  anderen  Normalkurven. 

Die  Geometrie  auf  einer  algchraischen  Kurve  vom  Geschlecht 
jp  >  1,  d.h.  die  Geometrie  der  birationälen  Transformationen  dieser 
Kurve,  ist  gleichbedeutend  mit  der  projeJctiven  Geometrie  der 
NormalTcurve  der  (p  {Invarianssatz,  §  4). 

Nur  wenn  die  ebene  Kurve  hyperelliptisch  ist,  wird  die 
Normalkurve  der  cp  eine  mehrfach  gezählte  Kurve,  und  zwar  die 
doppelt  gezählte  rationale  Normalkurve  der  Ordnung^?— 1  imi?  _j. 

Eine  hyper elliptische  Kurve  vom  Geschlecht  p  kann  man  hi- 
rational  auf  eine  c^^^^  mit  p-fachem  PunJde  beziehen  (Brill- 
Noether,  S.  287).  W^ie  Cremona,  Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  3,  566 
(1869),  gezeigt  hat,  kann  man  diese  Kurve  so  wählen,  daß  sie 
durch  involutorische  Kollineation  (Homologie)  in  sich  übergeht. 
Der  ^ -fache  Punkt  ist  das  Homologiezentrum,  die  in  ihm  be- 
rührenden Tangenten  haben  keinen  weiteren  Punkt  mit  der  Kurve 
gemein,  die  j9  +  2  Tangenten,  die  weiterhin  aus  ihm  an  die  Kurve 
gehen,  berühren  auf  der  Homologieachse. 

Allgemeiner  läßt  sich  eine  Kurve  vom  Geschlecht  p,  die  eine 
9}(i^P  +  2)  enthält,  auf  eine  Cp^2  *^^^  einem  {p  —  i-\-  2)- fachen 
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Punkte  reduzieren  (Segre,  ilfafÄ.-4ww.  30,  220(1887);  Bertini, 
Geom.  ser.  lin.,  n.  43). 

Aus  den  vorstehenden  Normalkurven  folgt  unmittelbar,  daß 
sich  die  Koordinaten  der  Punkte  einer  rationalen  Kurve  als 
rationale  Funktionen  eines  Parameters  A,,  die  einer  elliptischen  oder 
hyperelliptischen  Kurve  als  rationale  Funktion  von  X  und  der 
Quadratwurzel  aus  einem  Polynom  {2p  +  1)*™  oder  (2p  -\-  2)^^ 
Grades  von  X  darstellen  lassen.  Vgl.  Clebsch-Gordan,  S.  63; 
für  i)=2  auch  Clebsch,  Math.  Ann.  1,  170  (1869);  Schwarz, 
/.  de  Math.  (3)  6,  111  (1880),  Abhdlgn.  TI,  292. 

Für  alles  Vorstehende  vgl.  Clebsch-Lindemann,  S.  685, 
709;  Picard,  Traite,  p.  487;  Bertini,  Geom.  ser.  lin.,  n.  35 
und  §  8;  Segre,  Introd.,  §  16,  17. 

§  8.    Die  Moduln  einer  Klasse  von  algebraisclien  Kurven. 

Eine  Klasse  (vor.  Kap.  §  11)  von  iireduzibeln  algebraischen 
Kurven  des  Geschlechtes  p  (>  O)  hängt  von  einer  endlichen  Anzahl 
unabhängiger  und  kontinuierlich  veränderlicher  Parameter  ab,  wenn 
man  zwei  birational  ineinander  transformierbare  Kurven  nicht 
als  verschieden  ansieht.  Diese  Parameter  heißen  die  Moduln  der 
Klasse. 

Für  p  =  0  existieren  keine  Moduln,  für  p  =  1  gibt  es  einen 
einzigen  und  für  j)  >  1  ist  die  Zahl  der  Moduln  3p  —  3. 

Den  Begriff  und  die  Zahl  3p  —  3  der  Moduln  verdankt  man 
Riemann  {Abel sehe  Funktionen). 

Führt  man  die  Mannigfaltigkeitsstufe  q  der  birationalen  Trans- 
formationen einer  Kurve  der  Klasse  in  sich  selbst  ein,  die  =3,1,0 
ist,  je  nachdem  j)  =  0,  1,  >  1  (Kap.  XV,  §  6),  so  kann  man  die 
drei  Fälle  in  eine  Aussage  vereinigen,  indem  man  sagt:  Die  Zahl 
der  Moduln  beträgt  3p —  3  +^.  Vgl.  F.  Klein,  über  Riemanns 
Theorie  der  alg.  Funkt.  1882,  S.  64,  der  weiter  geschlossen  hat, 
daß  die  Gesamtheit  der  Klassen  von  algebraischen  Kurven  des 
Geschlechtes  j^  eine  einzige  zusammenhängende,  {3p  —  3  +  (>)-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bildet.  S.  auch  Picard,  Traite, 
p.  531. 

Für  besondere  Kurven  kann  die  Anzahl  der  Moduln  natür- 
lich <i3p  —  3  sein.  So  ist  sie  für  eine  hyperelliptische  Kurve 
2p — 1,  und  die  Moduln  selbst  sind  die  unabhängigen  Doppel- 
verhältnisse der  2  p  -f-  2  Verzweigungspunkte  (Paare  zusammen- 
fallender Punkte)  ihrer  ^/^(Brill-Noether,  §  14). 

Ist  die  Kurve  elliptisch  {p  =  l),  so  sind  für  ihre  unendlich 
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vielen  gl  die  Quadrupel  der  Verzweigungspuukte  projektiv  unc 
ihr  gemeinsames  Doppel  Verhältnis  ist  der  einzige  Modul  (vgl.  §  12) 
Als  besonderer  Fall  folgt,  daß  die  Quadrupel  der  an  eine  Cg  auf 
einem  ihrer  Punkte  gelegten  Tangenten  immer  dasselbe  Doppel- 
verhältnis haben  (Satz  von  Salmon,  J.  f.  Math.  42,  274  (1851)) 

§  9,    Anwendungen  des  Abelschen  Theorems.    Schnitt- 
piinktsätze. 

Als  Gramersches  Paradoxon  ist  die  Tatsache  bekannt,  daf 
eine  c„  nicht  immer  durch  \n{n  -\-  3)  Punkte  bestimmt  ist,  dj 
für  w  ]>  2  diese  Zahl  nicht  größer  ist  als  die  Zahl  n^  der  Schnitt 
punkte  der  c„  mit  einer  anderen  c„.  Diese  schon  1720  von  Mai 
Laurin  {G-eom.  organica,  p.  137)  gemachte  Bemerkung  wurdt 
von  Euler,  Berlin  Hist.  4,  219  (1748),  und  Gramer,  Introd. 
p.  78,  dahin  aufgeklärt,  daß  die  n^  linearen  Gleichungen,  denei 
die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  einer  c^  genügen  müssen,  da 
mit  diese  durch  die  Schnittpunkte  zweier  anderen  Kurven  voi 
der  gleichen  Ordnung  hindurchgeht,  nicht  alle  voneinander  un 
abhängig  sind. 

Lame,  Examen  des  differ.  mäh.  etc.  1818  (Neudrucl 
1903),  p.  28,  hat  bemerkt,  daß  alle  c^,  die  durch  die  Schnitt 
punkte  zweier  Kurven  von  derselben  Ordnung,  qp  =  0,  i^  =  0 
hindurchgehen,  eine  Gleichung  von  der  Form  (p  -\-X'\\)^0  haber 
Daraus  folgerte  Gergonne,  Ann.  de  Math.  17,  220  (1827),  daf 
wewn  p(^p  -\-  q)  von  den  Schnittpunkten  zweier  c  ^  auf  einer  c 
liegen,  die  übrigen  q{p  -\-  q)  einer  c    angehören. 

Einen  wesentlichen  Fortschritt  in  den  Schnittpunktsätzc 
machte  Plücker,  indem  er  die  eine  c„  als  fest  und  die  andere  al 
veränderlich  ansah  (Ann.  de  Math.  19,  97  (1829),  Abhdlgn.  I,  76 
Er  erkannte  so,  daß  alle  Kurven,  die  durch  ^n(n  +  3)  — 
„in  allgemeiner  Lage  befindliche"  Punkte  gehen,  außerdem  noc 
dieselben  \(n  —  1) (w  —  2)  Punkte  gemein  haben. 

Jacobi,  J.  f.  Math.  15,  285  (1836),  Werke  m,  331,  uu 
Plücker,  J.  f.  Math.  16,  47  (1837),  Äbh.  I,  323,  haben  auc 
Kurven  von  verschiedenen  Ordnungen  in  Betracht  gezogen  un 
gezeigt,  daß  für  m^  n  von  den  Schnittpunkten  einer  c„  mit  ein< 
^m  ^(^"~'l)(** — 2)  durch  die  übrigen  bestimmt  sind,  wenn  diu- 
„in  allgemeiner  Lage"  angenommen  werden,  während  für  m  ^ 

■mn  —  \m{m-\-  3) 

durch  die  übrigen  bestimmt  sind.    Einen  allgemeineren  Satz  ga 
Caylej,  Cambr.  Math.  J.  3,  211  (1843),  Papers  J,  25.  L 
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Man  vgl.  Cremona,  Introd.^  n.  41 — 45;  Salmon-Fiedler, 
S.  23;  Clebsch-Lindemann,  S.  425,  753.  Viele  andere  Sätze 
finden  sich  bei  H.  Valentiner  (Diss.),  Acta  Math.  2,  136  (1882). 

Clebsch,  J.  f.  Math.  63,  189  (1864)  hat  gezeigt,  daß  alle 
diese  Sätze  nichts  anderes  sind  als  geometrische  Folgerungen  aus 
dem  Ah  eischen  Theorem  und  seiner  Umkehrung  (vgl.  Clebsch- 
Gordan,  S.  34;  Clebsch-Lindemann,  S.  818).  Dieses  TJieorem 
drückt  in  transzendenter  Form  die  notivendigen  wnd  hinreichenden 
Bedingungen  dafür  aus,  daß  sivei  Punktegruppen  von  f,  g'j,  q^i---,  ^^ 
und  q^',  ^g'i  •  •  • »  Qk'^  äquivalent  sind  (§  3).  Zu  dem  Zweck  werden 
gebildet  die  Integrale  erster  Gattung 

J         dy 

wenn  (pi{x,y)  =  0  die  Gleichung  einer  vonp  linear  unabhängigen 
9) -Kurven,  /"(x,  y)  =  0  die  Gleichung  der  Grundkurve,  q^  ein  fester 
Anfangspunkt,  q  ein  variabler  Endpunkt  ist.  Den  Integrationsweg 
muß  man  sich  auf  der  zu  f  gehörigen  Riemann sehen  Fläche 
denken.  Die  Gleichungen  des  Abelschen  Theorems  sagen  dann 
aus,  daß 

'^iiix)  +  ^M  H \-  ^iWk)  =  ^i  (3/)  +  ^^.-fe')  +  •  •  •  +  i^Mk) 

(t  =  l,2,...,i)) 

wird  bis  auf  ganze  Vielfache  der  Periodizitätsmoduln. 

Auf  algebraischem  Wege  erhält  man  in  jedem  Falle  die  ge- 
naue Bestimmung  der  Schnittpunktsätze  auf  Grund  des  Noether- 
schen  Fundamentalsatzes  und  des  Restsatzes.  Z.  B.  kann  man  den 
Fundamentalsatz  für  einfache  Schnittpunkte  in  geometrischer 
Form  folgendermaßen  aussprechen:  Wenn  mp  von  den  Schnitt- 
punkten einer  c^  mit  einer  c^  auf  einer  c  liegen.,  so  liegen  die 
übrigen  m(n — p)  auf  einer  c„_^.  Dieser  Satz  gilt  ausnahmslos 
und  umfaßt  für  m  =  n  den  angeführten  Satz  von  Gergonne, 
während  er  für  den  Fall,  daß  c^  in  m  Gerade  zerfällt,  sich  auf 
einen  Satz  von  Poncelet  (/.  f  Math.  8,  387  (1832),  Traite  des 
propr.  project.  II,  211)  reduziert. 

In  ähnlicher  Weise  lautet  der  oben  erwähnte  Cayleysche 
Satz  für  den  Fall  einfacher  Schnittpunkte: 

Wenn  eine  c  gezwwngen  ist,  durch  die  Schnittpunkte  zweier 
gegebenen  Kurven  c^,  Cj,{p^m,  p^n)  zu  gehen,  so  werden  hier- 
durch für  p^m4-n  —  3  der  c    mn  linear  unabhängige  Bedvn- 

Pascal,  Bepertorium.  II.  3.  Aufl.  21 


322        Kapitel  XIV.    Die  Geometrie  auf  einer  algebr.  Kurve. 

gmigen  auferlegt;  ist  hingegen  p^m  -\-  n  —  3,  so  sind  von  diesen 
Bedingungen 

a  ==  ^{m  +  n  — p  —  l){m-\-  n  — p  —  2) 

eine  Folge  der  übrigen.  Genauer^  eine  c  ,  die  durch  mn  —  «  der  mn 
Schnittpunkte  geht,  geht  auch  durch  die  a  übrigen,  mit  Ausnahme  des 
Falles,  wo  diese  letzteren  Schnittpunkte  auf  einer  c^^.„_p_3  liegen. 
Ist  p  =  m  -\-  n  —  3,  so  enthält  jede  c  ,  die  durch  mn —  1  Schnitt- 
punkte von  c^  und  c„  gelegt  ist,  wie  immer  diese  gewählt 
seien,  auch  stets  den  letzten  Schnittpunkt.  Dies  ist  demnacli  der 
einzige  Fall,  in  dem  der  Cayleysche  Satz  ausnahmslos  gilt. 

Vgl.  Bacharach,  Diss.  Erlangen  1881,  Math.  Ann.  26,  275 
(1886);  Noether,  Acta  Math.  8,  161  (1886);  Cayley,  Math. 
^ww.  30, 85  (1887),  PapersXIl,  500  ^Zeuthen,  Math.  Ann.^l,  235 
(1888),  außerdem  für  die  allgemeine  Theorie  der  Schnittpunkte 
Macaulay,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  26,  495,  29,  673,  31,  15, 
381,  401,  32,  418  (1895—1900),  Amer.  M.  S.  Trans.  5,  385 
(1904),  Verh.  d.  3.  Math.  Kongr.,  Heidelberg  1905,  S.  284,  und 
Ch.  A.  Scott,  Amer.  M.  S.  Trans.  3,  216  (1902);  Löffler,  Diss. 
Tübingen  1907,  Math.  Ann.  65,  400  (1908). 

§  10.  Berührungsaufgaben. 

Clebsch  hat  mit  Hilfe  des  Abelschen  Theorems,  indem  er 
die  Schnittpunkte  gruppenweise  zusammenfallen  ließ,  die  JBe- 
rührungskurven  studiert,  d.  h.  die  Kurven,  die  durch  feste  Punkte 
der  Grundkurve  f  hindurchgehen  und  mit  ihr  Berührungen  der- 
selben Ordnung  in  allen  übrigen  gemeinsamen  Punkten  haben, 
und  die  Systeme  von  solchen  Kurven  gleicher  Ordnung,  die  aus  | 
einer  gegebenen  durch  kontinuierliche  Veränderung  hervorgehen.  ) 
Z.  B.  hat,  wenn  /",  von  der  Ordnung  n  und  dem  Geschlecht  p, 
nur  d  Doppelpunkte  und  Spitzen  besitzt,  das  Problem,  durch 
mn  —  2d — pr  Punkte  von  f  eine  adjun gierte  Kurve  der  Ordnung 
wt  >  w  —  3  zu  legen,  die  in  p  Punkten  f  zur  Ordnung  r  —  1 
berührt,  im  allgemeinen  eine  endliche  Zahl  von  Lösungen,  nämlich 
r^^,  und  es  ergibt  sich,  daß  wenn  eine  durch  die  festen  Punkte 
gelegte  adjungierte  Kurve  von  der  Ordnung  m  die  Berührungs- 
punkte von  r  —  1  solchen  Kurven  enthält,  sie  auch  die  einer  r*®" 
Kurve  enthalten  muß. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wo  mn  —  ^d  durch  r  teil- 1 
bar  ist;  dann  gibt  es  revne  Berührungskurven,  die,  abgesehen  von 
den  mehrfachen  Punkten  von  /",  in  jedem  Punkte,  wo  sie  f  be- 
gegnen, mit  f  eine  Berührung  von  gegebener  Ordnung  X  haben. 
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Für  A  =  1  hat  die  Untersuchung  dieser  Kurven  an  den  Cg  und  c^ 
Hesse  ausgeführt,  /.  f.  Math.  28,  68,  97  (1844),  36,  143 
(1848),  49,  243,  279  (1855),  55,  83  (1858),  Abh.,  S.  89,  123, 
155,  319,  345,  469,  an  einer  allgemeinen  Kurve  Clebsch  (a.  a.  0.), 
der  gefunden  hat,  daß  2^~-^(2^  —  1)  cp -Kurven  die  GrundJcurve  f 
in  p  —  1  PtmTcten  berühren. 

Sowie  diese  Fragen  für  nicht  adjungierte  Kurven  aufgeworfen 
werden,  sind  auch  die  Integrale  dritter  Gattung  und  das  erweiterte 
ümkehrproblem  der  Ab  eischen  Integrale  heranzuziehen.  Vgl.  Roch, 
J.  f.  Math.  66,  97  (1866);  Clebsch-Gordan,  S.  130;  Clebsch- 
Lindemann,  6.  Abt.;  H.  Stahl,  Abel  sehe  Funktionen.^  1896,  6. 
u.  7.  Abschnitt. 

Dieselben  Probleme  hat  Humbert,  J.  de  Math.  (4)  2,  239 
(1886),  behandelt,  indem  er  die  von  Poincare  und  Klein  ge- 
gebene Darstellung  der  Koordinaten  x,  y  der  Punkte  von  f  als 
eindeutige  (automorphe)  Funktionen  eines  Parameters  zum  Aus- 
gangspunkt nahm. 

Algebraisch  haben  die  nicht  adjungierten  Berührungskurven 
behandelt  W.  Weiss,  Blss.  Erlangen  1887,  Wien.  Ber.  99,  284 
(1890),  102,  1025  (1893),  Monatsh.  f.  M.  7,  370  (1896),  Prag. 
Deutsche  Math.  Ges.  Mitt.  1892,  S.  139;  A.  C.  Dixon,  Cambr. 
Phil.  Soc.  Proc.  12,  458  (1904). 

Die  Theorie  der  Berührungskurven  hat  eine  weitere  Ver- 
tiefung erfahren  durch  Noether,  Math.  Ann.  17,  263  (1880), 
der  auf  Grund  der  gegenüber  birationalen  Transformationen  in- 
varianten Darstellung  der  algebraischen  Funktionen  die  Kurven 
untersucht  hat,  die  durch  das  Verschwinden  einer  ganzen  homo- 
genen Funktion  der  (p  dargestellt  werden.  Die  Frage  ist  abhängig 
von  der  Bestimmung  der  Zahl  der  linear  unabhängigen  Relationen 
irgendeiner  Ordnung  ft>l,  die  zwischen  j>  linear  unabhängigen 
cp  bestehen.   Noether  fand  für  diese  Zahl  den  Wert 

^'^+";!^+''-'-^-(2.-i)(i>-i), 

mit  Ausnahme  des  hyperelliptischen  Falles,  wo  sie 

p{p-\-i)---^{p-\-i^-i)  _  ^(^  _  1)  _  1 

ist.  Für  fx  =  2  war  das  Problem  schon  von  Riemann  behandelt 
worden  (WerJce,  2.  A.,  S.  487,  und  Nachträge,  1902),  darauf  von 
H.  Weber,  Math.  Ann.  13,  35  (1878);  Kraus,  ebenda  16, 
245  (1880). 

21» 


324        Kapitel  XIV.    Die  Geometrie  auf  einer  algebr.  Kurve. 

Die  Galoissche  Gruppe  der  algebraischen  Gleichung,  von 
welcher  die  Bestimmung  der  9) -Berührungskurven  abhängt,  haben 
untersucht  C.  Jordan,  Traue  des  subsUtutions,  1870,  p.  229, 
305,  329;  L.E.Dickson,  Amer.  M.  S.  Trans.  3,  38,  377  (1902). 

Die  Realitätsfragen,  welche  die  Berührungskurven  einer  re- 
ellen Kurve  f  betreffen,  hat  Klein  behandelt,  Riemannsche 
Flächen  II,  S.  141;  Math.  Ann.  42,  1  fl893).  Ist  X  die  Anzahl 
der  reellen  Züge  von  f  (Kap.  XIII,  §  12),  so  ist  die  Zahl  der  re- 
ellen go-Berühmngskurven  für  X  ==  0  gleich  0  oder  2^~\  je 
nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist,  dagegen  2^"'"''"^  für  den 
diasymmetrischen  Fall  (wobei  A>0),  2^-^(2^-1—1)  für  den 
orthosymmetrischen  Fällen.  Für  p  =  3  ergeben  die  Kleinschen 
Resultate  die  Sätze  von  Zeuthen,  Math.  Ann.  7,  410  (1874),  über 
die  Doppeltangenten  einer  c^.  Vgl.  noch  Maillet,  Toulouse  Ann. 
(2)6,  277 (1905);  L.E.Dickson, ^ww.oZ-ilfa^Ä. (2)  6, 141(1905). 

Das  allgemeine  Problem,  die  Anzahl  der  Kurven  eines  linearen 
Systems  der  Stufenzahl  r  zu  bestimmen,  die  mit  einer  gegebenen 
Kurve  Berührungen  von  irgendeiner  gegebenen  Ordnung  haben, 
wurde  von  de  JonquiereSjJ^./".  Jfa^^.  66,  289  (1866)  geometrisch 
behandelt.  Für  diese  Zahl  gab  Oayley,  Phil.  Trans.  158,  75 
(1867),  Papers  VI,  191  folgenden  Ausdruck,  dessen  Richtigkeit 
algebraisch  von  Brill,  Math.  Ann.  6,  46  (1873),  bewiesen  wurde: 

:^T^rr—~,  {in-r)in-r-l)...(n-r-k  + l) 


-\-  (n  —  r  —  l)(n  —  r  —  2)  . . .  (n  —  r  —  Jc-^-  l)ps^ 
+  (n — r — 2)(n  —  r  —  3)...(n  —  r — k-\-l)p[p—l)s^ 

-\-  {n  —  r  —  ]c^  l)p(p  —  1)  ...  {p~Jc-\-2) s^_^ 

+  p(p-l)...{p-]c-\-l)s,), 

wobei  p  das  Geschlecht  von  f,  n  die  Anzahl  der  beweglichen 
Schnittpunkte  von  f  mit  einer  Kurve  des  Systems  bedeutet,  und 
wobei  von  den  betrachteten  Berührungen  angenommen  wird, 
daß   ßj.  unter   ihnen   v^- punktig  (« =  1, 2, ...,  (»)   sind,   indem   die   v^ 

alle  verschieden,  >  1  und  als  Lösungen  der  Gleichungen 



^a^v.  =  r-\-Jc,  ^cc.  =  k  (r  +  i-^«)' 

vorausgesetzt  werden ;  s^  bezeichnet  die  Summe  aUer  Produkte  von 

je  i  unter  Je  Zahlen,  von  denen  «^  gleich  v^  —  1  (»  =  1,2,...,^)  sind.| 

Brill  hat  an  anderen  algebraischen  Arbeiten  über  die  Theorie 

der   Berührungskurven    und   der    Spezialscharen    geliefert:    Gatt. 
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Nachr.  1870,  S.  525,  Math.  Ann.  2,  473  (1870),  3,  459  (1871), 
4,  527  (1871),  36,  321  (1890).  Andere  besondere  Probleme 
wurden  algebraiscb  behandelt  von  Krey,  Math.  Ann.  10,  221 
(1876);  Spottiswoode,  aü!.  83,  627  (1876),  Xowd  M.  S.  Froc. 
8,  29  (1876);  Lindemann,  Bull.  Soc.  M.  10,  21  (1882). 

Die  Jonquieressche  Formel  kann  man  auch  als  die  Lösung 
eines  abzählenden  Problems  über  lineare  Scharen  betrachten,  näm- 
lich des  Problems,  die  Anzahl  der  Punktgruppen  einer  gj^  die 
Punkte  von  gegebener  Multiplizität  enthalten,  zu  bestimmen.  Unter 
diesem  Gesichtspunkt  ist  die  Formel  aufs  neue  bewiesen  worden 
von  R.  Torelli,  Rend.  Circ.  M.  21,  58  (1905). 

Insbesondere  ist  die  Anzahl  der  (r-f  l)- fachen  Punkte  einer 
9n  glßicti  (r  -\-  l)(n  -\-  rp  —  r),  und  ist  ein  Punkt  i-fach  für  die 
oo'""^  Punktgruppen,  die  ihn  enthalten,  i^-fach  für  oo''"^  unter 
ihnen,  . . .,  i^_2-fach  für  oo^  Gruppen,  iy_^-ia.ch.  für  eine  Gruppe, 
so  zählt  er 


-mal 


in  der  Gruppe  der  (r  +  l)-fachen  Punkte  (Segre,  Introd.  §  11). 
Diese  Formel  liefert  in  allen  Fällen  die  Zahl  der  Punkte,  in 
denen  eine  gegebene  Kurve  die  stärkste  Berührung  mit  Kurven 
eines  gegebenen  linearen  Systems  besitzt.  Z.  B.  kann  man  aus 
ihr  die  Zahl  der  sextaküsehen  Punkte  ableiten,  .d.  h.  der  Punkte, 
in  denen  f  eine  Berührung  5.  Ordnung  mit  einem  Kegelschnitte 
hat.  Diese  Zahl  beträgt  n(l2n  —  27),  wenn  f  von  der  Ordnung 
n  und  frei  von  mehrfachen  Punkten  ist,  und  die  Punkte  bilden 
den  vollständigen  Schnitt  der  Kurve  mit  einer  Kurve  von  der 
Ordnung  12n  —  27.  S.  Cayley,  Phil.  Trans.  149,  371  (1859), 
165,  545  (1864),  Papers  IV,  207,  V,  221;  Spottiswoode, 
Phil.  Trans.  155,  653  (1865);  Halphen,  Bull.  Soc.  M.  4,  59 
(1875);  Segre,  Introd.,  n.  45. 

Ist  die  5»/  die  kanonische  Schar,  so  ergibt  sich,  daß  diese 
p(p^  —  1)  i^-fache  Punkte  besitzt:  sie  sind  die  Weierstraßschen 
Punkte  von  f  (§  4).  Hurwitz,  Math.  Ann.  41,  411  (1893),  hat 
gezeigt,  daß  die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  unter  ihnen 
nur  im  hyperelliptischen  Falle  ==  2p  -\-  2  und  sonst  größer  ist. 
Höhere  untere  Grenzen  für  den  allgemeinen  Fall  fanden  Segre, 
Rom.  Acc.  L.  Rend.  (5)  8^,  89  (1899);  Cipolla,  ebenda  14S 
210(1905).  S.  auchHaure,^ww..^c.iVorm.(3)  13,  115  (1896); 
Cipolla,  Pisa  Scuola  Norm.  10  (1905);  Hensel-Landsberg 
S.  490. 
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§  11.   Rationale  Kurven. 

1.  Algebraische  Darstellungen.  Eine  irreduzible  Kurve  c„ 
heißt  rational  {unikursal  nach  Cajley),  wenn  sich  die  Koor- 
dinaten ihrer  Punkte  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters 
derart  darstellen  lassen,  daß  zu  jedem  Punkte  der  Kurve  ein  ein- 
ziger Wert  des  Parameters  gehört.  Die  letztere  Bedingung  ist  aber 
überflüssig,  wie  z.  B.  aus  der  Formel  von  Zeuthen  (Kap.  XV,  §  l) 
hervorgeht.  Das  gleiche  Resultat  erhielt  Lüroth,  Math.  Ann.  9, 
163  (1876),  der  außerdem  zeigte,  wie  man  den  Parameter  ratio- 
nal in  einen  anderen  transformieren  kann  derart,  daß  zwischen 
dessen  Werten  und  den  Kurvenpunkten  eine  cin-eindeutige  Kor- 
respondenz besteht.    Vgl.  auch  Bertini,  Introd.  p.  270. 

Setzt  man  für  die  homogenen  Koordinaten  x^,  x^,  x^  eines 
Kurvenpunktes 

(Cf)  QXj^  =  f^{k),        QX2  =  f^{l),       QX^  =  f^(X), 

WO  die  f  ganze  Funktionen  n^^^  Ordnung  von  i.  ohne  gemeinsamen 
Teiler  bedeuten,  so  korrespondiere  derselbe  Kurvenpunkt  gewissen 
v(>  l)  Werten  l^^  Ag,  . . .,  l^  des  Parameters  X.  Die  Funktionen 
von  X 

/iW/s'A)  -  /sW/l W  und  Ux)f,{x,)  -  f,{X)f,{X,) 

besitzen  dann,  da  sie  für  X  =  X.^,  X^,  •  ■  •■,  X^  beide  verschwinden, 
den  gemeinsamen  Teiler  g  =  {X  —  ■^)(^  ~"  ^2)  '  '  '  (^  —  K)-  ^^^^ 
ist  aber,  von  einem  X  nicht  enthaltenden  Faktor  <^o(^i)  abgesehen, 
auch  ihr  gx'ößter  gemeinschaftlicher  Teiler.  Schreibt  man  diesen 
in  der  Form 

'Poih)9  =  9^0(^1)^"  +  9^Si)^'-'  +  •  •  •  +  cn,(Ai), 
so  muß  unter  den  cp  mindestens  eines,  etwa  q^.,  für  X^  von  der 
^ten  Ordnung  und  ein  (p/dXi)  zu  ihm  teilerfremd  sein.    Nun  aber 
muß  jtt^  =  9'i(^i)/9'i(Ai)  eine  symmetrische  Funktion  von  Aj ,  Xg , . . .,  ^^ 

T.W 
sein,  und  somit  ist  jedem  Werte  von  fi  =    '  .    ein  einziger  Kurven- 
punkt zugeordnet  und  umgekehrt,  und  die  Koordinaten  des  Kurven- 
punktes sind  auch  als  rationale  Funktionen  dieses  neuen  Para- 
meters darstellbar. 

Jede  rationale  Kurve  hat  das  Geschlecht  p  =  0,  und  jede  Kurve 
vom  Geschlecht  0  ist  rational  (Clebsch,  /.  f.  Math.  64,  44  (1865)). 

um  aus  der  Parameterdarstellung  («)  der  Kurve  ihre  Gleich- 
ung herzuleiten,  hat  man  nach  Brill,  Math.  Ann.  5,  401  (1872), 
X  aus  den  Gleichungen 
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Wi/i  +  W2/2  +  ^zfz  =  0,     v^f^  +  v^f^  +  v^f^  =  0 
zu  eliminieren.    In  der  Resultante  kommen  die  u,  v  nur  in  den 
Verbindungen   u^v^  —  %^2'   %^i — ^i%?   '**i^2  —  %^i    ^o^   ^^id 
setzt  man  dafür  x^,  x^f  x^,  so  erhält  man  die  gesuchte  Kurven- 
gleichung F(x^ ,  X.2 ,  ifg)  =  0,  wobei  F  die  v*®  Potenz  einer  irredu- 

ziblen    Form    der    Ordnung  —    ist,    wenn   jedem   Kurvenpunkte 

V  Werte  des  Parameters  k  korrespondieren.  Die  Ordnung  der 
durch  (a)  gegebenen  Kurve  ist  also  dann  gleich  n/v  und  gleich  der 
Ordnung  der  Funktionen  f,  ivcnn  die  Zuordnung  der  Kurvenpunkte 
mm  Parameter  l  tvechselweise  eindeutig  (v=l)  ist.  Vgl.  Pasch, 
Math.  Ann.  18,  91  (I88I);  Humbert,  Bull.  Soc.  M.  13,  49,  89 
(1885).    Im  folgenden  werden  wir  immer  v  =  1  voraussetzen. 

2.  Singularitäten,  Schnittpunktsätse  und  Berührungsauf  gaben. 
Eine  allgemeine  rationale  Kurve  w*®'  Ordnung  c^  hat  die  Klasse 
2(n  —  1)  und  besitzt  \(n  —  l)  (w  —  2)  Doppelpunkte,  3(w —  2) 
Wendepunkte  und  2(w  —  2)  (w  —  3)  Doppeltangenten,  wie  man 
aus  den  Formeln  des  §  7  im  vorigen  Kapitel  leicht  folgern  kann. 
Hierüber  und  über  die  Gleichungen  für  die  Parameterwerte  der 
singulären  Punkte  vgl.  Clebsch,  J.  f.  Math.  64,  43  (1865).  Vgl. 
dazu  Haase,  Math.  Ann.  2,  515  (1870),  wo  auch  von  der  pro- 
jektiven Erzeugung  der  Kurven  die  Rede  ist,  Em.  Weyr,  Zschr. 
f.  Math.  16,  80  (1871);  Casopis  8,  193(1879);  Hermite, 
Cours  d'analyse  1873,  p.  245;  Weltzien,  Math.  Ann.  26,  516 
(1886);  Fabry,  Ann.  ec.  norm.  (3)  13,  107  (1896). 

Clebsch  hat  in  seiner  Arbeit  auch  die  Schnittpunktsätze 
und  Berührungsaufgaben  (mit  adjungierten  und  nichtadjungierten 
Kurven)  behandelt.  Insbesondere  hat  er  die  Bedingungen  dafür 
aufgestellt,  daß  m  •  n  Punkte  der  Kurve  c„  einer  Kurve  c^^  an- 
gehören. Sind  ^1,^2,...,  A^„  die  Parameter  dieser  Punkte,  so 
müssen  die  S  =  -\(n  —  1)  (w  —  2)  Gleichungen 

erfüllt  sein,  wobei  (a^,  h^j  die  zu  den  ^Doppelpunkten  gehörigen 
Wertepaare  des  Parameters  und  c,-  Konstanten  bezeichnen. 

Wird  einer  der  Doppelpunkte  zur  Spitze,  z.  B.  a^  =  &^,  so  er- 
gibt sich  für  die  entsprechende  Gleichung  aus  einem  Grenz- 
übergang 

"j       H         "i       H  "i  —  ''m.n 

wo  Äj  wieder  eine  Konstante  bezeichnet 
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Die  Berührungsaufgaben  führen  hier  auf  Kreisteilungs- 
gleichungen.  Für  alles  dies  vgl.  Clebsch-Lindemann,  S.  883ff. 

3.  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Kombinanten  und  der 
Apolarität.  Die  Darstellung  («)  führt  zu  interessanten  Eigen- 
schaften der  rationalen  Kurven,  wenn  man  die  Theorie  der  Kom- 
binanten und  der  Apolarität  für  binäre  Formen  zu  Hilfe  zieht. 
Hierbei  hat  man  auch  erweiterte  Kombinanten  zu  berücksichtigen, 
die  zu  den  in  Betracht  kommenden  Formen  oder  ganzen  Funktionen 
^1  >  /2 »  /s  3'iich  noch  Eeihen  von  Punktkoordinaten  und  zu  diesen 
kontragredienten  Linienkoordinaten  hinzufügen. 

Nach  einem  Satz  von  Gordan,  Math.  Ann.  5,  95  (1872), 
fallen  die  binären  Kombinanten  der  Formen  f^,  /"g,  f^  mit  den  In- 
und  Kovarianten  einer  einzigen  erzeugenden  Funktion  mit  drei 
Reihen  binärer  Veränderlichen  X,  ft,  v: 

AW    /2W    fM 
(^-  fM   fM   fs(f^) 

fM    Uiy)    fM 

zusammen.  Die  erweiterten  Kombinanten  erhält  man  als  binäre 
simultane  In-  und  Kovarianten  von  G,  von  identischen  ternären 
Kovarianten  und  von  folgenden  erzeugenden  Funktionen: 

fM   fM   /s« 
fM  fM  /sW 


GM))== 


GM\  x^^'y)  = 


ic/?) 


.(?) 


^3(^) 


fM   fM   /sW 


fM   fM   /s« 


a^(yiQ\  ,(9))  =  \  y^iQ)       % 


(?) 


% 


(?) 


^1(9) 


z,^^^   h^^^ 


=  GM^))  =  w/?)/i(A)  -f  u,^Q^fM  +  u,(^)rM)- 

G,  G^  sind  in  folgender  Weise  reduzierbar: 

G^{-  iy-'(fi  -v)(v-  k)  {X  -  fi)G\     G^  =  {X-  u)G\. 

Entwickelt  man  G',  G\  nach  der  Clebsch-Gordanschen 
Formel  (Clebsch,  2'h.  d.  binären  Formen,  1872,  S.  15;  Gordan, 
Vorl.  üb.  Invariantentheorie  II,  1887,  S.  86)  in  eine  Reihe,  die  nach 
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Potenzen  von  ft  —  v,  v  —  A,  X  —  (i  aufsteigt,  so  werden  die 
Koeffizienten  dieser  Potenzen  Polarbildungen  von  Funktionen  mit 
nur  einer  Reihe  binärer  Variablen.  Diese  letzteren  beißen  dann 
die  elementaren  Komhinanten  von  c^  und  ungerändert  oder  einfach 
gerändert,  je  nachdem  sie  aus  G'  oder  G\  abgeleitet  sind.  Nimmt 
man  noch  die  Funktionen  G^  ^Is  zweifach  geränderte  elementare 
Kombinanfcn  und  die  identische  Kovarianie  u^  =  w^aj^  +  u^a:^  ~^  %% 
hinzu,  so  ergibt  sich: 

Alle  bei  einer  rationalen  ebenen  Kurve  auftretenden  algebrai- 
schen Formen,  die  für  die  linearen  Transformationen  des  Para- 
meters sowie  für  die  linearen  Transformationen  der  Ebene  in- 
variant sind,  sind  binäre  simultane  In-  oder  Kovarianten  der  ele- 
mentaren Kombinanten,  und  umgeTcehrt. 

Zu  der  Bestimmung  der  elementaren  Kombinanten  gelangt 
man  auch,  indem  man  auf  Grund  des  Apolaritätsprinzips  andere, 
indirekte  erzeugende  Funktionen  einführt.  Als  solche  ergeben  sich 
die  durch  die  Koeffizienten  von  f^,  f^,  f^  ausgedrückten  erzeugen- 
den Funktionen  für  das  zu  f^,  f^,  fs  apolare  System  von  Binär- 
formen der  Ordnung  n,  nämlich  drei  Funktionen  F,  /\,  F^  mit 
bzw.  n  —  2,  n — 1,  w  Reihen  binärer  Variabein,  die  erste  für 
die  rein  binären  Kombinanten,  die  zweite  für  die  einfach,  die 
dritte  für  die  zweifach  geränderten  Kombinanten.  Nennt  man  F' 
und  F\  die  durch  die  in  ihnen  aufgehenden  Differenzen  X  —  ^ 
usw.  geteilten  Ausdrücke  von  P  und  F^,  so  liefern  die  Reihen- 
entwicklungen von  F'  und  F\  aufs  neue  die  elementaren  Kom- 
binanten von  c„.  Hierüber  vgl.  W.  Groß  (Diss.,  Tübingen  1887), 
Math.  Ann.  32,  136  (1888). 

Die  Gleichung  G'  =  0  drückt  die  Bedingung  dafür  aus,  daß 
die  drei  Pumkte  l,  fi,  v  von  c^  in  gerader  Linie  liegen;  G\  =  0  ist 
die  Gleichung  der  Geraden,  ivelche  die  Punkte  X,  (i  verbindet,  und 
G^2  =  0  ist  in  Linienkoordinaten  die  Gleichung  des  Punktes  X. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  J",  F\ ,  F^  schließt  sich  an 
gewisse  Involutionen  auf  c„  an,  die  sich  folgendermaßen  ergeben. 

Fundamentalinvolution  von  c„  heißt  die  Involution  der  Ord- 
nung n  und  Stufe  n  —  3  auf  der  c^,  deren  Punktgruppen  zu 
allen  Gruppen  von  n  Pimkten  auf  c„,  die  in  gerader  Linie  liegen, 
apolar  sind.  Für  n  ==  S  reduziert  sich  die  Involution  auf  eine 
einzige  Punktgruppe:  die  der  Wendepunkte.  Die  Fundamental- 
involution ist  (auch  in  ihrer  Verallgemeinerung  auf  die  rationalen 
Kurven  eines  Raumes  li^.  von  beliebig  viel  Dimensionen)  von 
W.  Stahl,  J.  f  Math.  101,  300  (1887),  104,  38  (1889),  und 
Berzolari,  Ann.  di  Mut.  (2)  21,  1  (1893),  untersucht  worden; 
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diese  zeigten,  daß  man  zu  ihr  in  mehr  geometrischer  Weise  mit 
Hilfe  der  OsJculanten,  d.  h.  der  rationalen  Kurven  von  den  Ord- 
nungen n  —  1,  n  —  2,...,  für  die  die  Koordinaten  eines  laufen- 
den Punktes  die  reinen  oder  gemischten  Polaren  von  /i ,  ^2 ,  f^  sind, 
gelangen  kann.  Betreffs  der  Bildung  solcher  Oskulanten  vgl. 
Study,  Ldpz.  Ber.  38,  3  (1886);  Jolles,  Häbil.-Schr.,  Aachen 
1886. 

Berzolari  hat  a.  a.  0.  auch  die  (die  Fundamentalinvolution 
enthaltenden)  Involutionen  von  der  Ordnung  n  und  der  Stufe 
n  —  2  oder  n  —  1  betrachtet,  deren  Punktgruppen  apolar  zu  den 
Schnittpunkten  der  c^  mit  den  Strahlen  eines  Büschels  oder  einer 
einzelnen  Geraden  sind;  er  konstruierte  sie  mit  Hilfe  der  Osku- 
lanten und  zeigte,  wie  sie  und  die  Fundamentalinvolution  selbst 
sich  durch  Projizieren  und  Schneiden  von  der  rationalen  Normal- 
kurve eines  J?„  aus,  von  dem  die  ebene  Kurve  eine  Projektion  ist, 
gewinnen  lassen.  Biese  drei  Arten  von  Involutionen  werden  dann 
durch  die  Gleichungen  F'  =  0,  r\  =  0,  F^  =  0  (vgl.  oben)  ge- 
geben, d.  h.  diese  drücken  die  Bedingung  dafür  aus,  daß  resp. 
n  —  2 ,  w  —  1  oder  n  Punkte  von  c„  zu  einer  Gruppe  der  Involu- 
tion gehören. 

Mit  den  vorstehenden  algebraischen  Prozessen  ist  eng  ver- 
knüpft die  Erzeugung  einer  rationalen  c^  als  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Tangenten  zweier  projektiv  aufeinander 
bezogenen  rationalen  Klassenkurven  oder  die  reziproke  Erzeugungs- 
art, somit  auch  die  Aufsuchung  der  zu  einer  rationalen  Ordnungs- 
kurve perspelctiven  Klassenkui'ven,  die  auf  die  ersteren  derart  ein- 
deutig bezogen  sind,  daß  jeder  Punkt  der  einen  Kurve  auf  der  ihm 
entsprechenden  Tangente  der  anderen  Kurve  liegt.  Hierüber  siehe 
Brill,  Manch.  Ber.  1885  oder  Math.  Ann.  36,  230  (1890);  W.F. 
Meyer,  ebenda  29,  447  (1887),  30,  30  (1887),  31,96  (1888); 
W.  Stahl,  ebenda  38,  561  (1891).  Es  ergibt  sich  z.  B.,  daß  die 
allgemeine  rationale  c^  sich  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Tangenten  von  zwei  rationalen,   eindeutig  aufeinander  bezogenen 

Kurven  von  den  Klassen  — - —  und  ~^~->  wenn  n  ungerade  ist, 

oder  —  und  — ,  wenn  n  gerade  ist,  linear  konstruieren  läßt  (Brill). 

Es  gibt  cx)"~^  zu  c^  Perspektive  rationale  Klassenkurven 
kj^_^  von  der  Klasse  n  —  1,  die  ein  lineares  System  bilden,  und 
es  gibt  oo"~^''~^  zu  c^  Perspektive  Klassenkurven  k^_^_^,  wobei 
2r^n  —  3.  Existieren  für  2 r  >  w  —  3  zu  c„  Perspektive  Klassen- 
kurven von  noch  niedrigerer  Klasse,  so  ist  die  c„  nicht  mehr  all- 
gemein, vielmehr  bestehen  zwischen  den  Koeffizienten  von  f^^f^,  f^ 
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besondere  Relationen.  Hier  spielt  eine  Hauptrolle  die  Darstellung 
einer  ganzen  Funktion  F(^k)  der  Ordnung  n  —  1  und  einer 
Funktion  F[k)  der  Ordnung  n  -f  r,  deren  r*®  Polaren  konjugiert 
sind  zu  /*j,  /g,  fa,   als  Potenzsumme   linearer  Funktionen  von   X 

k 

(Stahl).     Ist   nämlich  F(k)  =  Sa.(k  —  f*,-)""'"^   so   kann  man 

1  =  1 
durch  die  fc  Punkte  von  c^  mit  den  Parameterwerten  fi-  eine  ratio- 
nale Kurve  F  von  der  Ordnung  k  —  r  —  2  legen,  die  so  auf  c„ 
projektiv  bezogen  ist,  daß  die  Punkte  ft,.  sich  selbst  entsprechen, 
und  umgekehrt;  man  erhält  dann  die  Perspektiven  ^„_^_25  indem 
man  die  entsprechenden  Punkte  der  Kurven  c^  und  F  verbindet. 
Die  Perspektiven  fc„_i  erhält  man  in  gleicher  Weise,  indem  man 
F(X)  die  Ordnung  n  —  1  gibt,  die  Kurve  F  hat  dann  die  Ord- 
nung k  —  1 . 

Übrigens  hat,  vom  geometrischen  Gesichtspunkte  aus,  die 
vorhergehende  Frage  über  die  Erzeugung  ebener  Kurven,  für  be- 
liebiges Geschlecht  j>,  Segre,  Math.  Ann.  34, 1  (1889)  (vgl. Introd. 
§  22),  behandelt. 

Aus  den  zahlreichen  Untersuchungen  über  Punktinvolutionen 
auf  rationalen  Kurven  heben  wir  noch  hervor:  Battaglini,  JVajpo?i 
Am  (1)  3,  1  (1866),  Giorn.  cli  Mat.  9,  1,  76  (1871);  Em.  Weyr, 
Wien.Ber.  79,  680  (1879),  Beiträge  zur  Kurvenlehre^Wien  1880; 
Castelnuovo,Few./s/.^«i(6)4:,1167,1559(l886);F.Deruyts, 
besonders  Liege  Mem.  (2)  17  (1890);  Guccia,  Bend.  Circ.  M.  7, 
49  (1893),  8,  227  (1894);  W.  F.  Meyer,  Apolarität  u.  rationale 
Kurven,  1883,  S.  363;  Tanturri,  Ann.  di  3Iat.  (3)  4,  67  (1900); 
Severi,  Born.  Acc.  Line.  Bend.  (5)  11\  52  (1902),  9\  379  (1900) 
(hier  in  §  10  die  Verallgemeinerung  der  Jonquieresschen  Formel); 
G.  Kohn,  Wien.  Ber.  88,  424  (1883),  der  aus  der  Theorie  der  In- 
volutionen die  Lehre  von  den  harmonischen  Mittelpunkten  ableitete. 

4.  Besondere  Fälle.  Unter  den  besonderen  rationalen  Kurven  c^ 
nennen  wir  nur  die  mit  einem  {n  —  lyfachcn  Punkt  und  die  mit 
drei  Hyperoskulationspunkten ,  d.  h.  einfachen  Punkten,  in  denen 
die  Kurve  von  ihrer  Tangente  w- punktig  berührt  wird.  Mit  den 
ersteren  beschäftigte  sich  schon  Mac  Laurin,  Geom.  organica 
1720,  p.  137,  und  Braikenridge,  Phil.  Trans.  39,  25  (1735); 
später  viele  andere,  z.  B.  Em.  Weyr,  Prag.  Ber.  1874,  S.  198; 
Niewenglowski,  C.  B.  80,  1067  (1875);  Fouret,  C.  B.  80, 
1158  (1875);  Mansion,  Nouv.  Corr.  math.  2,  321,  404  (1876). 
Darboux,  C.  B.  94,  930,  1108  (1890)  oder  Ann.  ec.  norm. 
(3)  7,  327  (1890),  hat  die  Kurven  w*«'  Klasse  mit  einer  {n  —  1)- 
fachen  Tangente  im  Unendlichen  untersucht,  indem  er  von  ihnen 
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eine  geometrische  Erzeugung  angab  und  einige  Eigenschaften  der 
Parabel  auf  sie  ausdehnte.  Ihre  anderen  Eigenschaften,  insbeson- 
dere ihre  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten,  sowie  die  Gruppe 
der  Kollineationen,  welche  die  Kurven  in  sieh  überführen,  hat 
Brusotti,  Lomh.  Ist.  liend.  (2)  37,  888  (1904),  behandelt.  Diese 
Kurven  gehören  zu  den  triangulär-symmetrischen  Kurven,  die  sich 
in  homogenen  Koordinaten  durch  eine  Gleichung  von  folgender 
Form  darstellen  lassen: 

für  rationales,  positives  oder  negatives  w;  diese  wurden  zuerst  von 
de  la  Gournerie,  Recherches  sur  les  surfaces  reglees  tetraedrales 
symetriques,  1867,  p.  195,  später  von  Fouret,  Jamet  u.  a.  m. 
untersucht. 

Über  diese  besonderen  Kurven  sehe  man:  Loria,  Spezielle 
älg.  und  transzend.  ebene  Kurven,  1902,  und  Wieleitner,  Spezielle 
ebene  Kurven,  1908. 

§  12.    Elliptisclie  und  hypereUlptisclie  Kurven. 

Die  Koordinaten  eines  laufenden  Punktes  auf  einer  ellip- 
tischen Kurve  (p=l)  lassen  sich  ausdrücken  als  rationale  Funk- 
tionen eines  Parameters  X  und  der  Quadratwurzel  aus  einem  Poly- 
nom dritten  oder  vierten  Grades  in  X  oder  auch  als  doppelt 
periodische  Funktionen  eines  Parameters  u,  der  von  Vielfachen 
der  Perioden  abgesehen,  den  Punkten  der  Kurve  in  eindeutiger 
Weise  zugeordnet  ist. 

Was  die  erstere  Darstellungsart  betrifft,  so  läßt  sich  ihr 
immer  die  Form  geben: 

iß)  QX,  =  /,(Aj]/F-f  if',(X)yN  (.-  =  1,2,3), 

wobei  die  f.  von  der  Ordnung  Ä  ^  ~,  die  g?^  von  der  Ordnung 

7»  ^  -  ,  M  von  der  Ordnung  n  —  2  Je,  N  von  der  Ordnung  n  —  2h 

ist,  und  Je  -\-  h  =  n  —  2,  so  daß  das  Produkt  JfiV immer  von  der 
vierten  Ordnung  wird. 

Auf  Grund  beider  Darstellungsarten  hat  Clebsch,  /.  f.  Math. 
64,  210  (1865),  die  Untersuchung  der  Kurve  durchgeführt,  ihre 
Doppelpunkte  bestimmt  und  mit  Hilfe  des  Ab  eischen  Theorems 
und  des  elliptischen  Umkehrproblems  die  Schnittpunkts-  und  Be- 
rührungsaufgaben gelöst.  Der  einzige  Modul  (§  8)  der  Kurve  ist 
nichts  anderes  als  der  Modul  der  zugehörigen  elliptischen  Funk- 
tionen und  erhält  nach  Clebsch  eine  geometrische  Deutung  durch 
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das  folgende  Theorem:  In  einem  Büschel  adjungierter  c„_2>  von 
dem  n  —  2  BasispunMe  einfache  Punkte  der  GrundJcurve  c^  sind, 
existieren  vier  Kurven,  deren  jede  die  c„  an  einer  anderen  Stelle 
terührt.  Das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Kurven  ist  unabhängig 
von  der  Auswahl  der  n  —  2  Punkte  und  der  Modul  der  Kurve. 
Vgl.  Cayley,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  1,  III,  1  (1865),  Papers  VI,  1 ; 
Clebsch-Gordan  §  20. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (ß)  hat  Brioschi,  Lomh.  Ist.  Rend. 
(2)  2,  559  (1869),  Opere  mat.  III,  249,  die  Gleichung  behandelt, 
welche  die  Wendepunkte  der  c^^  liefert. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Kurven  hat,  ausgehend  von  der 
Darstellung  der  Koordinaten  durch  drei  ■ö'-Funktionen  w*®'^  Grades 
eines  Parameters,  in  unabhängiger  Weise  0.  Schlesinger  ent- 
wickelt, CA.  107,  224  (1889),  Math.  Ann.  33,411,444  (1889), 
34,  463  (1889);  er  hat  daraus  die  Parameter  der  Doppelpunkte 
direkt  bestimmt  und  weiter  die  Gleichung  der  Kurve,  ihre  Spitzen, 
Wendepunkte  und  Doppeltangenten  abgeleitet. 

Auf  Grund  derselben  Darstellung  hat  Humbert,  C.  E.  97, 
989,  1042,  1136  (1883),  These,  Paris  1885,  die  Gleichung  der 
Kurve  und  die  der  adjungierten  Kurve  der  Ordnung  n  —  3  ge- 
wonnen und  die  Berührungsaufgaben  von  Clebsch  gelöst. 

Die  beiden  Autoren  haben  sich  auch  mit  der  Frage  beschäftigt, 
ob  eine  Kurve,  die  durch  eine  Parameterdarstellung  mit  Hilfe  von 
doppeltperiodischen  Funktionen  gegeben  ist,  immer  das  Geschlecht 
p  ==  1  hat.  Es  ergibt  sich:  wenn  jedem  Punkte  der  Kurve  mehrere 
Werfe  des  Parameters  zugeordnet  sind,  ist  die  Kurve  entweder  ra- 
tional oder  läßt  sich  mit  Hilfe  von  elliptischen  Funktionen,  die 
andere  Perioden  haben,  so  darstellen,  daß  jedem  Punkte  ein  ein- 
ziger Wert  des  Parameters  entspricht,  die  Kurve  ist  somit  elliptisch. 

Über  die  elliptischen  c^  vgl.  auch  Clebsch-Lindemann, 
S.  903;  Picard,  Traite  p.  553  und  betreffs  der  Geometrie  auf 
ihr  Em.  Weyr,  Wien.  Ber.  100,  589  (1891),  101,  1457,  1506, 
1695  (1892),  103,  365  (1894). 

Setzt  man  in  der  Parameterdarstellung  (/3)  k-\rh^n  — p  —  1 
voraus,  so  gilt  sie  für  hyperelliptische  Kurven  vom  Geschlecht  p. 
Ausgehend  von  der  Rosenhainschen  Darstellung  der  hyperellip- 
tischen Funktionen  und  mit  Hilfe  des  erweiterten  Umkehrproblems 
hat  Brill,  J.  f  Math.  65,  269  (1866),  im  Falle  p  =  2  dieselben 
Schnittpunkts-  und  Berührungsaufgaben  gelöst  wie  Clebsch  für 
p  =  0  und  1.  Vgl.  Clebsch-Lindemann  S.  915,  wo  auch  für 
jP  =  2  auf  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Problem  der  Drei- 
teilung  und    dem    algebraischen   Problem    der   Reduktion    einer 
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Binärform  6.  Ordnung  auf  die  kanonisclie  Gestalt  v^  —  u^  (u  eine 
Form  zweiter,  v  eine  Form  dritter  Ordnung)  hingewiesen  ist. 

Algebraisch-geometrische  Untersuchungen  über  hyperellip- 
tische Kurven,  in  Zusammenhang  mit  der  Einhüllenden  der  Ge- 
raden, die  die  Punktepaare  der  g^^  (§  4)  verbinden,  mit  der  be- 
sonderen Absicht;,  die  Gleichung  und  die  projektiven  Erzeugungs- 
arten der  Kurve  abzuleiten,  hat  Bobek  angestellt,  Wien.  Ber 
93,  601,  94, 861,  95,  31  (1886—87),  Math.  Ann.  29, 386  (1887). 


§  13.    Invariante  Eigenschaften  der  ebenen  linearen 
Kurvensysteme. 

Wichtige  allgemeine  Eigenschaften  der  linearen  Kurven- 
systeme (vgl.  vor.  Kap.  §  3)  erhält  man  einerseits  (Segre,  Castel- 
nuovo),  indem  man  die  Sätze  der  Geometrie  auf  einer  algebraischen 
Kurve  anwendet,  auf  der  andern  Seite  (Castelnuovo),  indem 
man  nicht  alle  Basispunkte  des  Systems,  sondern  nur  einen  Teil 
von  ihnen,  mit  den  respektiven  Multiplizitäten  {Basisgruppe\  ins 
Auge  faßt,  wobei  im  übrigen  die  Punkte  der  Gruppe  verschieden 
oder  unendlich  benachbart  im  Sinne  des  §  10  im  vor.  Kap.  sein 
können.  S.  Segre,  Benä.  Circ.  M.  1,  217  (1887)  und  besonders 
Castelnuovo,  Torino  Mem.  (2)  42,  3  (1891),  von  dem  einige 
Sätze  bei  Bertini,  Geom.  ser.  lin.  §  9,  wiederholt  sind. 

Das  System,  dessen  Ordnung  n  sei,  heißt  vollständig  oder 
unvollständig  (partiell)  in  bezug  auf  die  Basisgruppe,  je  nach- 
dem es  aus  allen  Kurven  der  Ordnung  w,  die  in  den  Punkten  der 
Basisgruppe  die  vorgelegten  Multiplizitäten  besitzen,  besteht  oder 
nicht.  Ein  unvollständiges  System  |  c^  |  legt  immer  ein  voll- 
ständiges System  j  c  j  fest,  in  dem  es  vollständig  enthalten  ist,  d.  h. 
derart,  daß  jede  Kurve  von  |  c^  \  auch  zu  \c\  gehört. 

Der  Überschuß  der  Dimension  von  |  c  j  über  die  von  [  Cj  | 
heißt  der  Defekt  ö^  von    Cj  {. 

Wenn  |  c  {  ein  vollständiges  System  ist  und  man  mit  h^  die 
Anzahl  der  unabhängigen  Bedingungen  bezeichnet,  denen  eine 
Kurve  der  Ordnung  n  genügen  muß,  damit  sie  in  den  Punkten 
der  Basisgruppe  die  gehörige  Multiplizität  besitzt,  so  ist  die  Di- 
mension h^  von  I  c  j  gegeben  durch 


(1)         *.=rtv 


Hält  man  die  Basispunkte  und  ihre  Multiplizitäten  fest,  so  kann 
man   immer   eine  ganze   positive   Zahl  l  finden   derart,   daß  für 


§  13.    Invariante  Eigensch.  d.  ebenen  linearen  Kurvensysteme.      335 

n^  l  die  Größe  /?„  einen  festen  Wert  hat.  Nennen  wir  h  diesen 
Wert,  so  haben  wir 

(2)  A;„=(*'  +  ')-l-/.  (fürn^O- 

Die  Größe  h  heißt  die  Postulation  der  Basisgruppe  und  (2)  die 
Postulationsformel  (Cayley,  Noether)  oder  charakteristische  For- 
mel (Hubert)  der  Systeme  \c\. 

Wird  die  Dimension  h^  von  |  c  \  durch  die  Postulationsformel 
ausgedrückt  (w  ^  ^) ,  so  heißt  das  System  regulär^  im  entgegen- 
gesetzten Fall  (n  <C  l)  heißt  es  überschüssig.  Dann  bezeichnet  man 
den  durch  die  Formel  (2)  gegebenen  Wert  von  Jc^  als  die  virtuelle 
Dimension  des  Systems.  Schreibt  man  ihn  zur  Unterscheidung  k^\ 
so  kann  man  annehmen: 

Ä;„'  ==  (     „     ]  —  1  —  h       (für  beliebiges  w), 

und  die  wirkliche  Dimension  \  wird  die  effeTctive  Dimension  von 
I  c  j  genannt.  Die  Differenz  s„  =  \  —  k^'  heißt  der  Überschuß  des 
Systems  (dieser  Überschuß  ist  0  für  die  regulären  Systeme). 

Für  die  effektive  Dimension  eines  vollständigen  Systems  findet 
man  sonach 

während  für  ein  unvollständiges  System 

A;„=f +  ^)-l  -h  +  S-d„ 
«        X      2      /  '      n  n 

ist. 

Ein  nützliches  Theorem  ist  das  folgende:  Sind  \  c  |  umd  \  q  | 
zwei  vollständige,  reguläre  Systeme  der  Ordnungen  n  und  w  -f-  1> 
die  durch  dieselbe  Basisgruppe  definiert  werden,  so  ist  das  System 
von  der  Ordnung  n  -\-  2  und  von  der  niedrigsten  Dimension,  das 
alle  aus  einer  Kurte  von  \  c^  \  und  einer  Geraden  zusammenge- 
setzte Kurven  enthält,  vollständig  (uml  durch  dieselbe  Basisgruppe 
bestimmt).  S.  Enriques,  Torino  Mem.  (2)  44,  171  (1893),  III, 
n.  2,  Soc.  Ital.  dei  XL  Mem.  (3)  10, 1  (1896),  n.  36;  Castelnuovo, 
Ann.  di  Mat.  (2)  25,  240  (1897),  n.  2.  Vgl.  auch  Bertini, 
Introd.,  p.  247. 

Ist  das  vollständige  System  |  c  j  irreduzibel  (vor,  Kap.  §  3) 
und  die  Basisgruppe  mit  allen  Basispunkten  von  |  c  |  zusammen- 
gesetzt,  so    sind    die    oben   betrachteten   Zahlen  Ä;^,  Tc^,  s^  (die 
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wir  jetzt  der  Einfachheit  wegen  mit  k,  Jc\  s  bezeichnen  wollen), 
ebenso  wie  der  Grad  D  und  das  Geschlecht  p  invariant  für  alle 
birationalen  Transformationen  der  Ebene.  Zwischen  diesen  cha- 
rakteristischen Zahlen  des  Systems  besteht  die  Relation 

D=^]c^p  —  s  —  1. 

Außer  diesen  numerischen  Invarianten  haben  für  das  System 
zwei  invariante  Gebilde  wesentliche  Bedeutung:  die  charaMeristische 
Vollschar  ^~^  der  aus  einer  Kurve  des  Systems  durch  die  übrigen 
Kurven  ausgeschnittenen  Punktgruppen  und  das  reine  adjungierte 
System  |  c'  | ,  d.  h.  das  einer  allgemeinen  Kurve  des  Systems  |  c  j 
adjungierte  System  (§  4). 

I)as  System  \c\  ist  überschüssig  oder  regulär,  je  nachdem 
seine  charakteristische  Schar  spezial  oder  nicht-spezial  ist.  Außer- 
dem ist  für  s  >  0:  s  ^j?  — -  Ä;  +  1- 

Ist  j  c  j  reduzibel,  so  ist  \c\  hypcrelliptisch ;  umgekehrt.,  wenn 
I  c  I  hyperelliptisch  und  einfach  ist  und  p  '>  2,  so  ist  \  c  \  reduzibeJ, 
wenn  weiter  j  c  |  reduzibcl  und  \  c  \  einfach  ist,  so  zerfällt  die  all- 
gemeine Kurve  von  '.c  \  in  p  —  1  rationale  Kurven.  Diese  Sätze 
rühren  her  von  Castelnuovo.  Vom  ersten  sind  besondere  Fälle 
die  zwei  Sätze  von  Segre:  Für  D^  2p  —  2,  oder  k^ p,  ist 
das  System  regulär;  für  D  ^  2p,  oder  ä-  >i>  -j-  1,  ist  das  System 
einfach. 

Fwndamentälkurve  von  |  c  j  ist  jede  einfache  oder  zusammen- 
gesetzte Kurve,  die  von  einer  allgemeinen  Kurve  des  Systems 
außerhalb  der  Basisgruppe  nicht  getroffen  wird.  Die  Anzahl  dei 
Fundamentalkurven  ist  endlich,  außer  wenn  I  c  j  sich  aus  Kurver 
eines  Büschels  zusammensetzt. 

Der  „Exzeß  der  fundamentalen  Elemente",  d.  h.  die  Differenz 
zwischen  der  Anzahl  der  Fundamentalpunkte  und  der  Anzahl  dei 
einfachen  Fundamentalkurven  ist  invariant  für  alle  birationalec 
Transformationen  der  Ebene:  G.  Jung,  Ann.  di  Mal.  (2)  15,  277 
(1887);  vgl.  auch  Bertini,  Bend.  Circ.  M.  3,5  (1888). 

Valenz  oder  Postulation  einer  Fundamentalkurve  bezügl.  |  c 
heißt  die  Zahl  der  Bedingungen,  die  eine  Kurve  von  j  c  |  erfüUei] 
muß,  damit  sie  die  Fundamentalkurve  als  Teil  enthält.  Castel- 
nuovo hat  a.  a.  0.  gezeigt,  daß  das  Geschlecht  einer  Fwndamentäl- 
kurve, deren  Valenz  ^  k,  nicht  größer  als  s  ist.  Femer  bewies 
Castelnuovo,  daß  ein  überschüssiges  irreduzibles  System  wenig- 
stens 9  Basispunkte  hat;  hat  es  deren  gerade  9,  so  ist  es  eiti 
Büschel  von  elliptischen  Cg^,  die  in  jedem  Basispunkte  einen  r-fachert 
Ptmkt  besitzen. 


m 
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Er  fand  ferner  a.  a.  0.  (s.  auch  Ann.  di  Mat.  (2)  18,  119 
(1890))  für  Ä;>^  +  1,  so  daß  das  System  regulär  wnd  einfach  ist, 
die  Werte  3^?  +  5  und  4j?  +  4  als  obere  Grenzen  (die  für  jeden 
Wert  von  p  erreicht  werden)  der  Dimension  Je  und  des  Grades  D 
eines  linearen  irreduzibcln  vollständigen  Systems  von  gegebenem  Ge- 
schlecht _p  >  1  (für  p  =  0  gibt  es  weder  für  h  noch,  für  D  eine 
Grenze;  für  ^=1  sind  sie  beide  9,  und  werden  beim  System  aller 
Cg  erreicht);  weiterhin  gab  er  eine  Reihe  von  Sätzen  über  lineare 
Systeme,  bei  denen  h  eine  gewisse  Funktion  von  p  überschreitet. 
Der  allgemeinste  dieser  Sätze  lautet: 

Ein  lineares  System  vom  Geschlecht  p  und  der  Dimension  Je, 
für  das 

k^((.-\-2)[jp  +  2), 

wenn  fi  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  kann  man  birational 
in  ein  anderes,  dessen  Ordnung  <  2j[t  +  1  transformieren ,  oder 
in  eines  von  einer  gewissen  Ordnung  M  mit  einem  BasispunM, 
dessen  Multiplizität  ^M ~  fi  ist. 

§  14.   Reduktion  der  linearen  Kurvensysteme  auf 
bestimmte  Typen. 

Wenn  man  die  für  alle  birationalen  Transformationen  der 
Ebene  invarianten  Eigenschaften  der  linearen  Kurvensysteme  be- 
trachtet, so  hat  man  zwei  Systeme,  die  durch  eine  solche  Trans- 
formation auseinander  hervorgehen,  als  identisch  anzusehen.  So 
entsteht  das  Problem,  alle  Systeme  auf  bestimmte  typische  Systeme 
birational  zu  transformieren,  die  in  projektivem  Sinne  die  größte 
Einfachheit  besitzen.  Als  solche  Typen  wählt  man  zunächst 
Systeme  von  möglichst  niedriger  Ordnung.  Für  einige  besondere 
Fälle  führte  diese  Transformation  zuerst  Bertini  aus,  Ann.  di 
Mat.  (2)  8,  244  (1877);  für  j)  =  0  allgemein  Picard,  J.  f 
Math.  100,  71  (1887);  fürp  =  0  und  _?>=  1  Guccia,  Eend.  Girc. 
M.  1,  139,169(1887);  fürp^l  undi)  =  2  Martinetti,  Lomb. 
Ist.  Bend.  (2)  20,  264  (1887);  Eend.  Girc.  M.  1,  205  (1887); 
für  jp  =  2  und  i?  =  3  de  Franchis,  Bend.  Girc.  M.  13,  1,  130, 
200(1899);  für  beliebiges  p  G.  Jung,  Ann.  di  Mat.  (2)  15, 
277  (1887),  16,  291  (1888).  Über  eine  in  der  Behandlung  des 
Problems  von  Segre,  Torino  Atti  36,  645  (l90l),  bemerkte  Lücke 
vgl.  Ferretti,  Bend.  Girc.  M.  16,  236  (1902). 

Die  Systeme  niedrigster  Ordnung  sind  z.  B. 
für  ^  =  0:    1.  Systeme   von  c^(n'^  1)   mit  zwei  verschiedenen 

Pascal,  Beportorium.  II.   2.  Aufl.  22 
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Basispunkten,  der  eine  (n—  l)-fach,  der  andere  einfach,  2.  Systeme 
von  c  mit  einem  (n  —  l)-fachen  und  (i  einfachen  dem  ersten  in 
u  verschiedenen  Richtungen  unendlich  nahe  benachbarten  Basis- 
punkten (n>l,  O^fi^w  —  l),  3.  Kegelschnittsysteme  ohne 
Basispunkte', 

für  jP  =  1:  1.  Systeme  von  Cg  mit  jtt  (O  <!  fi  ^  7)  einfachen,  ge- 
trennt oder  vereinigt  liegenden  Basispunkten,  2.  Systeme  von  c^ 
mit  zwei  doppelten,  getrennten  oder  zusammenfallenden  Basis- 
punkten, 3.  Büschel  von  Cg^  mit  9  r-fachen  Basispunkten  (für 
diese  vgl.  Bertini,  a.  a.  0.,  Halphen,  Bull.  Soc.  M.  10,  162 
(1882)). 

Eine  andere  Methode,  die  aber  bloß  auf  Systeme  von  mehr 
als  zwei  {k)  Dimensionen  anwendbar  ist,  besteht  darin,  das  durch 

k  +  X 

die  Gleichung  ^^^./^(ic,  2/)  =  0    gegebene   lineare    System   vom 

i  =  l 

Geschlecht  p  und  Grade  D  als  Bild  einer  Fläche  F  von  der  Ord- 
nung D  in  einem  Raum  JS^  von  k  Dimensionen  anzusehen,  die 
durch  die  Gleichungen  qXi  =  f^  {x,  y)  (i  =  i, 2, ...,* +  i)  gegeben 
ist,  wobei  die  überebenen  Schnitte  der  Fläche  vom  Geschlecht  p 
sind.  So  verwandeln  sich  die  hirational  invarianten  Eigen- 
schaften des  linearen  Kurvensystems  in  projektive  Eigenschaften 
von  F  und  umgekehrt.  Diese  Methode  wurde  für  k  =  3  von 
Caporali  (Coli.  math.  in  mem.  D.  Chelini,  1881,  p.  144,  od. 
Mem.  (li  Geom.  1888,  p.  171)  für  abzählende  Fragen  angewandt 
und  allgemein  von  Segre  erörtert,  JRend.  Circ.  M.  1,  217  (1887), 
4,  86  (1890).  Del  Pezzo,  Eend.  Circ.  M.  1,  241  (1887),  wandte 
sie  auf  die  Reduktion  der  elliptischen  Systeme  an,  Castelnuovo, 
ebenda  4,  73  (1890)  und  Torino  Ätti  25,  695  (1890),  auf  die  ein- 
fachen hyperelliptischen  Systeme  und  den  Fall  p  =  3. 

Eine  rein  rationale  Äquivalenztheorie  hat  S.  Kantor,  Mo- 
natsh.  f.  Math.  10,  18  (1899),  für  die  linearen  Systeme  rationaler, 
elliptischer  und  hyperelliptischer  Kurven  entwickelt  imd  alle  Typen 
angegeben,  auf  die  ein  derartig  rational  gegebenes  lineares  Kurven- 
system durch  rational  bestimmbare  birationale  Transformationen 
übergeführt  werden  kann. 

§  15.   Büschel,  Netze  und  Komplexe  von  Kurven. 

Von  den  besonderen  Untersuchungen  über  lineare  Systeme 
von  oo\  C50^,  oo^  Kurven  der  Ordnung  n,  des  Geschlechtes  j?,  des 
Grades  D,  mit  6  Basispunkten,  deren  Tangenten  variabel  sind, 
führen  wir  nur  die  folgenden  an. 
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a)  Büschel.  Ein  Büschel  (D  =  O)  enthält  ö  +  4j9  —  1  Kur- 
ven mit  einem  Doppelpunkt  außerhalb  der  Basispunkte.  Vgl. 
Steiner  {Werhe  II,  495);  Cremona,  Ann.  di  Mal  (l)  6,  153 
(1864);  Caporali,  a.  a.  0.  (s.  §  14);  Guccia,  Rend.  Circ.  M. 
9,  1  (1894). 

Steiner,  J.  f.  Math.  47,  7  (1854),  Werke  H,  501,  §  21 
hat  die  Kurve  ^  von  der  Ordnung  2w  —  1  betrachtet,  die  den 
Ort  der  Berührungspunkte  der  aus  einem  Punkte  P  an  die  Kur- 
ven des  Büschels  gezogenen  Tangenten  bildet,  die  sog.  äußere 
Panpolare  von  P  bezügl.  des  Büschels.  Sie  geht  durch  P  einfach 
hindurch  und  läßt  sich  erzeugen  aus  dem  gegebenen  Büschel  und 
dem  projektiv  darauf  bezogenen  Büschel  der  ersten  Polaren  von 
P  (vgl.  Guccia  a.  a.  0.). 

Sind  für  ein  zweites  Büschel  die  zu  w,  j),  a  korrespondieren- 
den Zahlen  n\  p\  a',  so  ist  der  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich 
zwei  Kurven  der  beiden  Büschel  berühren,  eine  Kurve  der  Ord- 
nung 2  (n  -\-  n)  —  3,  außerdem  existieren 

12  (ww  +  i)  +/)  —  3  ((?  4-  ff')  —  9 

sich  oskulierende  Kurvenpaare  und 

4  [n^n'^  -j-  (nn  —  6)  (p  -\-p')  -\-  pp  —  7  w w'  +  <>  +  ö'  +  5], 

die  sich  doppelt  berühren.  Vgl.  Steiner  (TFer/cell,  495);  Bi- 
schoff, J.  f.  Math.  64,  185  (1865);  Berzolari,  Torino  Atti  31, 
476  (1896);  Segre,  ebenda  31,  485.  Erweiterungen  und  Anwen- 
dungen bei  Bagnera,  Bend.  Circ.  Mat.  10,  81  (1895);  de 
Franchis,  ebenda  10,  118,  11,  12  (1896). 

b)  Netze.  Für  ein  Netz  ohne  Fundamentalkurven,  das  in 
einer  Ebene  n  liegt,  wird  die  Bildfläche  F  (§  14)  eine  i)-blättrige 
ebene  Fläche  n,  von  der  jeder  Punkt  einer  Gruppe  von  D  Basis- 
punkten eines  Büschels  im  Netze  korrespondiert.  Ein  Punkt  P, 
durch  den  eine  Kurve  des  Netzes  doppelt  hindurchgeht,  liegt  auf 
der  Jacobischen  Kurve  des  Netzes,  der  Doppelkurve  J  von  jt; 
ihm  ist  in  n  ein  Punkt  P'  der  Üiergangskurve  J'  von  n  zu- 
geordnet. J  und  J'  sind  eindeutig  aufeinander  bezogen,  haben 
also  dasselbe  Geschlecht,  nämlich  9j9  —  ö  -f-  1.  Die  Kurve  J'  hat 
die  Ordnung  2  (Z)  -f  p  —  l)  und  die  Klasse  J)  +  4^  +  ö  —  1, 
danach  lassen  sich  aus  den  Plücker sehen  Formeln  ihre  übrigen 
charakteristischen  Zahlen  berechnen.  Es  ergibt  sich,  daß  im  Netze 
enthalten  sind 

22* 
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24  p  Kurven  mit  Spitze, 

|-[(D  +  a  +  4p  -  1)2  -  SD  -  (J  -  78p  +  3] 

Kurven  mit  zwei  Doppelpunkten, 
3(Z)  +  6p  —  ö—  l)  Büschel  sich  oskuUerender  Kurven, 
2[(2)+i))2—  ITp  —  5  2)  +  2(y  +  4] 

Büschel  sich  doppelt  berührender  Kurven. 

Jeder  einfache  Grundpunkt  des  Netzes  erniedrigt  die  Zahl 
der  Kurven  mit  zwei  Doppelpunkten  um  1. 

Die  vorstehenden  Formeln  rühren  von  Caporali  (a.  a.  0.) 
her.  Besondere  Fälle  schon  bei  Cayley,  Cambr.  Trans.  11,  21 
(1863),  PapersV,  295;  Cremona,^ww.(?iJfa^.  (1)6, 153  (1864); 
de  Jonquieres,  C.  R.  67,1338(1868);  Math.  Ann.  1,  424 
(1869).  Erweiterungen  bei  Severi,  Torino  Ätti  37,  625  (1902); 
Pannelli,  Bend.  Circ.  M.  20,  34  (1905). 

c)  Komplexe.  Für  ein  lineares  System  von  oo^  Kurven  f 
ohne  Fundamentalkurven  liegt  die  Bildfläche  F  im  dreidimensio- 
nalen Raum,  ihre  Klasse  ist  gleich  der  Zahl  D  -\-  'ip  -\-  a  —  1 
der  Doppelpunkte,  die  ein  Büschel  von  Kurven  des  Komplexes 
außerhalb  der  Basispunkte  besitzt.  Die  oo^  Netze  des  Komplexes 
(denen  die  Schnitte  der  Fläche  F  mit  den  durch  die  einzelnen  Punkte 
des  Raumes  gehenden  Ebenen  korrespondieren)  liefern  oo^  Jacobi- 
sche Kurven  J,  die  wieder  einen  linearen  Kurvenkomplex  bilden. 

Zwei  dieser  Kurven  J  schneiden  sich  außerhalb  der  Basis- 
punkte in  S  D  -\-  12 p  —  6  —  3  Punkten;  schließt  man  von  diesen 
die  Doppelpunkte  des  den  beiden  zugehörigen  Netzen  gemeinsamen 
Büschels  aus,  so  bleiben  2(D  +  4p  —  6  —  l)  Punkte  C  übrig 
von  der  Beschaffenheit,  daß  die  geraden  Polaren  eines  jeden  von 
ihnen  für  alle  Kurven  f  durch  denselben  Punkt  C'  gehen.  Diese 
Punkte  C  liegen  somit  auf  allen  Kurven  J.  In  jedem  von  ihnen 
berühren  sich  (und  die  Gerade  CC')  alle  Kurven  eines  Netzes  des 
Komplexes,  in  ihm  haben  femer  alle  Kurven  eines  Büschels  des  Kom- 
plexes einen  Doppelpunkt  (und  deshalb  zwei  Kurven  f  eine  Spitze). 
Die  Bilder  der  Punkte  C  sind  die  Kuspidalpunkte  auf  der  Doppel- 
kurve von  F,  welche  die  Ordnung  ^  {D  —  l)  (-D  —  2)  — p  hat.  Die 
Punkte  dieser  Doppelkurve  sind  die  Bilder  der  Punktepaare,  durch 
die  oo^  Kurven  des  Komplexes  gehen.  Diese  neutralen  Punkte- 
paare erfüllen  eine  Kurve  A  von  der  Ordnung  (D  —  4)  n  +  3,  die  in 
jedem  v-fachen  Basispunkt  die  Multiplizität  (D  —  4)  v  -|-  1  besitzt, 
durch  jeden  Punkt  C  geht  und  in  ihm  die  Gerade  CC  berührt. 
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Die  Doppelkurve  von  F  besitzt 

^  =  |(D  _  1)  (7)2  _  8  J)  +  18)  -  i9  (D  —  8)  -  <T 

eifache  Punkte,  die  auch  dreifache  Punkte  von  F  selbst  sind. 
Dies  ist  sonach  auch  die  Anzahl  der  neutralen  PunJctetripel,  durch 
die  oo^  Kurven  des  Komplexes  gehen.  Ihre  St  Punkte  sind  Dop- 
pelpunkte von  A, 

Die  Jacobische  Kurve  eines  Netzes  von  Kurven  J  setzt  sich 
aus  einer  Kurve  des  Komplexes  und  einer  festen  Kurve  zusammen. 
Diese  ist  der  Ort  der  Rückkehrpunkte  von  Kurven  f  des  Kom- 
plexes, und  ihr  Bild  ist  die  parabolische  Kurve  von  F.  Sie  hat 
die  Ordnung  4(2w  —  3)  und  die  Multiplizität  4(2v  —  1)  in  jedem 
V- fachen  Basispunkt,  während  sie  in  jedem  Punkte  G  einen  Doppel- 
punkt besitzt. 

Diese  Eigenschaften  finden  sich  zum  Teil  bei  Clebsch,  Math. 
Ann.  1,  253  (1869)  und  Cayley,  ebenda  3,469  (1871),  Papers 
VIII,  388;  vollständig  bei  Caporali  (a.  a.  0.).  Vgl.  auch  Bäck- 
lund,  Stockh.  Vet.  Akad.  Handl.  9^,  Nr.  9  (1870);  Pannelli, 
Rend.  Circ.  M.  20,  34  (1905). 


Kapitel  XV. 

Die  Punktkorrespondenzeii  zwischen  algebraischen 
Kurven. 

Von  L.  Berzolari  in  Pavia. 


§  1.   Korrespondenzen  zwischen  algebraisclien  Kurven. 
Zeuthensclie  Formel. 

Eine  algebraische  Korrespondenz  (u,  ß)  zwischen  den  Punkten 
P,  P'  zweier  algebraischen  Kurven  c,  c',  die  auch  in  eine  Kurve 
zusammenfallen  können,  ist  definiert  durch  ein  System  von  alge- 
braischen Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  von  P  und  P', 
die,  wenn  man  P  gibt,  ß  Punkte  P',  und  wenn  man  P'  gibt, 
cc  Punkte  P  bestimmen.  So  werden  mit  jedem  Punkte  P  von  c 
ß  Punkte  P'  von  c  und  mit  jedem  Punkte  P'  von  c  a  Punkte  P 
von  c  in  Korrespondenz  gesetzt;  a,  ß  heißen  die  Indices  der 
Korrespondenz. 

Eine  beliebige  Korrespondenz  (cc,  ß)  läßt  sich  durch  zwei 
G-leichtmgen  zwischen  den  Koordinaten  Icorrespondier ender  Punkte 
darstellen,  aber  diese  Gleichungen  werden  im  allgemeinen  außer 
durch  die  Koordinaten  der  einander  korrespondierenden  Punkte 
noch  durch  die  Koordinaten  einer  endlichen  Anzahl  anderer  fremder 
Punktepaare  befriedigt. 

Wenn  die  Korrespondenz  einseitig  eindeutig  ist  (a  oder  ß  =  1), 
so  ist  sie  nach  dieser  Seite  hin  rational.  Ist  z.  B.  /3  =  1,  so  lassen 
die  Koordinaten  von  P'  sich  als  rationale  Funktionen  der  Ko- 
ordinaten von  P  ausdrücken.  Ist  die  Korrespondenz  wechselweise 
eindeutig  (a  =  ^  =  1),  so  ist  sie  birational,  d.  h.  auch  die  Koor- 
dinaten von  P  lassen  sich  als  rationale  Funktionen  der  Koordinaten 
von  P'  ausdrücken. 

In  einer  Korrespondenz  (a,  ß)  zwischen  zwei  Kurven  ent- 
sprechen äquivalenten  Pwnktgruppen   (Kap.  XIV,  §  3)   der  einen 
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Kurve  äquivalente  Punktgruppen  der  anderen  (Severi,  Torino 
Ätti  38,  185  (1903);  Lezioni,  p.  206). 

Bei  einer  solchen  Korrespondenz  heißt  Versweigwngspunht 
auf  einer  der  beiden  Kurven  ein  Punkt,  für  den  wenigstens  zwei 
der  korrespondierenden  Punkte  zusammenfallen  (in  einen  mehr- 
fachen Punkt  der  Korrespondenz).  Setzt  man  voraus,  daß  auf  den 
beiden  Kurven  nur  einfache  Verzweigungspunkte  (für  die  nur  zwei 
der  korrespondierenden  Punkte  zusammenfallen)  existieren,  und 
sind  Tj,  r[  ihre  Anzahlen,  j?,  ^'  die  Geschlechter  der  beiden  Kur- 
ven, so  hat  man  die  Relation  (Zeuthen,  Math.  Ann.  3,  150 
(1871)): 

(1)  ./-V=2«(/-l)-2/3(p-l), 

die  für  a  =  j3  =  1  das  ßiemannsche  Theorem  über  die  Gleich-' 
heit  des  Geschlechtes  bei  zwei  in  eindeutiger  Korrespondenz  ste- 
henden Kurven  einschließt. 

Eine  analoge  Formel  gilt  für  eine  beliebige  Korrespondenz 

(2)  I](/-v)  =  2«(i?'-  l)-2ß{p-l). 

Hierin  muß  die  Summe  auf  der  linken  Seite  erstreckt  werden 
über  alle  Paare  korrespondierender  Punkte  A,  Ä  von  der  Be- 
schaffenheit, daß,  wenn  sich  ein  Punkt  auf  einem  Zweige  von  c 
dem  Punkte  A  unbegrenzt  nähert,  sich  unter  den  ß  korrespon- 
dierenden Punkten  v  finden,  die  sich  auf  einem  Zweige  von  cA' 
unbegrenzt  nähern;  v  ist  analog  definiert,  wenn  man  die  Punkte 
A  und  Ä  vertauscht.  Diese  Erweiterung  rührt  von  Halphen 
her.  Bull.  Soc.  M.  b,  7  (1876),  vgl.  Etüde,  p.  626;  außerdem 
Zeuthen,   Acta  Math.   1,   171  (1882);   Segre,  Ann.   di  Mal 

(2)  22,  41  (1894);  Bertini,  Introd.,  p.  399.  Durch  An- 
wendung der  Analysis  situs   fanden  sie  Stouff,  Ann.  ec.  norm. 

(3)  5,  222  (1888);  de  Paolis,  Soc.  ital.  dei  XL  Mem.  (3)  7, 
124  (1890). 

Die  geometrische  Deutung  der  Zeuthenschen  Formel  gab 
f ür  |3  =  1  Castelnuovo,  Rom  Acc.  Line.  Rend.  (4)  7^,  294 
(1891),  allgemein  Severi,  Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  36,  495  (1903), 
vgl.  Lesioni,  p.  208.  Eine  unmittelbare  Folge  aus  der  Formel 
selbst  ist  die  von  H.  Weber  {J.  f  Math.  76,  345  (1873))  ge- 
machte Bemerkung:  Eine  Korrespondenz  zwischen  zwei  Kurven 
von  demselben  Geschlecht  p  >  1 ,  die  einseitig  eindeutig  ist,  ist  auch 
wechselseitig  eindeutig  (birational). 
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§  2.   Korrespondenzen  z-wischen  rationalen  Kurven. 
Chaslessclies  Korrespondenzprinzip. 

Sind  die  Kurven  c,  c  rational,  so  läßt  sich  jede  algebraische 
Korrespondenz  («,  ^)  zwischen  ihren  Punkten  durch  eine  einzige 
Gleichung 

(1)  f{u,  t;)  =  0 

von  den  Graden  «,  |3  zwischen  den  Parametern  w,  v  ihrer  koiTes- 
pondierenden  Punkte  darstellen.  Für  a  =  /3  =  1  heißt  die  Kor- 
respondenz (in  Erweiterung  eines  für  gerade  Linien  geltenden 
Satzes)  projektiv. 

Die  Korrespondenz  ist  festgelegt,  wenn  a  ß  -\-  cc  -\-  ß  Paare 
entsprechender  Punkte  gegeben  sind.  Auf  c  liegen  2  a  ()3  —  l), 
auf  c    2  ß  (a  —  l)  Verzweigungspunkte. 

"Wenn  c  mit  c  zusammenfällt  und  man  die  Parameter  u 
und  V  in  der  gleichen  Weise  bestimmt,  so  ergeben  sich  die  Koin- 
zidenzelemente, die  mit  einem  ihrer  korrespondierenden  Elemente 
zusammenfallen,  für  u  =  v,  somit  folgt: 

JEine  algebraische  Korrespondenz  (a,  j3)  auf  einer  rationalen 
Kurve  besitzt  a  -\-  ß  KoinzidenzpunUe ,  wenn  nicht  jeder  Punkt 
der  Kurve  ein  Koinzidenzpunkt  ist. 

Dieses  Korrespondenzprinzip  wird  gewöhnlich  nach  Chasles 
benannt,  weil  dieser  es  zuerst  formuliert  hat,  C.  B.  58,  1175 
(1864),  aber  schon  vorher  hatten  verschiedene  Anwendungen  da- 
von gemacht:  de  Jonquieres,  Melanges  de  geom.  pure  1856, 
Chap.  4,  /.  de  Math.  (2)  6,  113  (1861)  und  Cremona,  Intro- 
duzione  (1863),  n.  83,  87,  98,  106,  116,  117,  Nouv.  Ann.  (2)  3, 
26  (1864).  Für  die  Geschichte  des  Prinzips  vgl.  Segre,  Bibl. 
Math.  (2)  6,  33  (1892). 

Die  Bedeutung  des  Prinzips  besteht  darin,  daß  es  erlaubt,  die 
Anzahl  der  Koinzidenzen  allein  aus  den  Indices  abzuleiten.  Es 
besteht  aber  als  einfache  Anwendung  des  Fundamenfalsatzes  der 
Algebra  nur  dann,  wenn  jeder  Koinzidenzpunkt  mit  der  gehörigen 
Mtdtiplizität  gerechnet  wird,  und  in  der  Bestimmung  dieser 
Multiplizität  besteht  die  Schwierigkeit  seiner  Anwendung.  Eine 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  ein  Punkt  wenigstens  doppelt 
zu  zählen  ist,  findet  sich  darin,  daß  der  Punkt,  ob  man  ihn  zur 
einen  oder  anderen  der  zwei  übereinanderliegend  zu  denkenden 
Kurven  rechnet,  beidemal  mit  zwei  seiner  entsprechenden  Punkte 
zusammenfällt.  Die  Bedingung  ist  auch  notwendig,  wenn  die 
Korrespondenz  involutorisch  ist  (d.  h.  die  Gleichung  (1)  sich  bei 
Vertauschung   von  u  und  v  nicht  ändert);   es  genügt  dann  aber 
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auch,  zu  sagen:  der  Fimkt  muß  mit  ztvei  seiner  entsprechenden 
Punkte  zusammen  fallen,  da  ihm  dieselben  Punkte  entsprechen,  ob 
man  ihn  zur  einen  oder  anderen  der  beiden  übereinanderliegenden 
Kurven  rechnet. 

Denkt  man  sich  die  Korrespondenz  (a,  ß)  auf  eine  Gerade 
übertragen,  so  hat  Zeuthen,  Bull.  Sc.  M.  5,  186  (1873),  fol- 
gende Eegel  gegeben,  die  in  jedem  Falle  genau  die  Multiplizität 
eines  Koinzidenzpunktes  Z7  liefert:  diese  ist  gleich  der  Summe  der 
Ordnungen  des  Uncndlichldeinen  aller  Strecken  PP^',  -P-P2',  •  •  .  , 
die  von  einem  Pu/nJcte  P  der  Geraden.^  dessen  Abstand  von  U  un- 
endlich Mein  von  der  ersten  Ordnung  ist,  und  seinen  entsprechenden 
Punkten  P^,  P^,  .  .  .  begrenzt  werden. 

Zum  Vorstehenden  vgl.  noch  Em.  Weyr,  Beiträge  zur  Kurven- 
lehre 1880;  R.  Sturm,  Die  Gebilde  1.  und  2.  Grades  der  Linien- 
geom.  I,  1892,  S.  16;  Die  Lehre  v.  d.  geom.  Verwandtschaften  I, 
1908,  225;  Bertini,  Introd.,  p.  202,  391.  über  die  Korrespon- 
denzen (1,  2)  und  deren  Anwendung  auf  Cg  mit  Doppelpunkte  vgl. 
Em.  Weyr,  Th.  d.  mehrdeutigen  geom.  Elementargebilde,  1869, 
und  Pittarelli,  Born  Acc.  Line.  Mem.  (4)  3,  375,  401  (1886). 
Die  Korrespondenzen  (a,  ß)  sind  formentheoretisch  von  Peano, 
Torino  Ätti  17,  73  (I88I),  Giorn.  di  mal.  20,  79  (1882),  studiert 
worden;  die  (2,  2)  von  Capelli,  Giorn.  di  mat.  17,  69  (1879). 


§  3.   Korrespondenzen  zwischen  Kurven  von  beliebigem 
Geschlecht.    Das  Cayley-Brillsche  Korrespondenzprinzip. 

Von  den  algebraischen  Korrespondenzen  (a,  ß)  auf  einer 
Kurve  c  vom  Geschlecht  j?  sind  insbesondere  die  untersucht  worden, 
die  sich  durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten 
homologer  Punkte  P,  P'  darstellen  lassen,  wobei  die  Gleichung, 
wenn  P  gegeben  ist,  nur  für  die  ß  entsprechenden  Punkte  P'  und 
außerdem  eventuell  für  gewisse  feste  Punkte  von  c  und  den  Punkt 
P  selbst,  eine  bestimmte  Anzahl  y  (^  0)-mal  gezählt,  erfüllt  ist. 

Diese  Bedingung  läßt  sich  auch  anders  ausdrücken.  Im  all- 
gemeinen bewegt  sich,  wenn  P  auf  c  wandert,  die  Gruppe  der 
ß  korrespondierenden  Punkte  nicht  in  einer  linearen  Schar  der 
Ordnung  ß.  Es  kann  aber  geschehen,  daß  die  Gruppen,  die  sich 
aus  den  ß  dem  Punkte  P  koiTespondierenden  Punkten  P'  und 
dem  ;'-mal  gezählten  Punkte  P  selbst  zusammensetzen,  innerhalb 
einer  (von  P  unabhängigen)  linearen  Schar  der  Ordnung  ß  -{•  y 
variieren.    Das  ist  aber  gerade  der  oben  ins  Auge  gefaßte  Fall. 
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Das  C  ayley-B  rill  sehe  Korr  es2)ondempringip  sagt  dann  aus, 
daß  bei  einer  solchen  Korrespondenz 

Koinzidenzelemente  existieren. 

Diese  Formel  ist  zuerst  von  Cayley,  C.  R.  62,  586  (1866), 
Lond.  Math.  Soc.  Proc.  1,  1  (1866),  Papers  V,  542,  VI,  9,  ge- 
funden worden,  unmittelbar  darauf  hatte  Chasles,  C.  B.  63, 
579  (1866),  sein  Korrespondenzprinzip  auf  beliebige  rationale 
Kurven  angewandt.  Den  ersten  vollständigen  Beweis  für  die 
Cayleysche  Formel  hat  Brill,  Math.  Ann.  6,  33  (1873),  auf 
algebraischem  Wege  gegeben,  mehr  geometrisch  ibid.  7,  607 
(1874)  und  mit  weiteren  Entwicklungen  ibid.  31,  374  (1888), 
36,321  (1890);  s.  auch  F.  Junker,  Biss.  Tübingen  1889.  Brill 
hat  die  Zahl  y  die  Wertigkeit  der  Korrespondenz  genannt  und  ihre 
algebraische  Bedeutung  festgelegt.  Einen  anderen  analytisch-geo- 
metrischen Beweis  der  Formel  gab  Bobek,  Wien  Ber.  93,  899 
(1886);  einen  überräumlichen  Segre,  Introd.  §  12;  einen  trans- 
zendenten Lindemann,  J".  f.  Math.  84,  300  (1878)  (vgl.  Clebsch- 
Lindemann,  S.  441,  678,  720);  abzählende  Beweise  Schubert, 
KalMl  §  18  und  Zeuthen,  Math.  Ann.  40,  99  (1892),  der 
hier  seine  (am  Ende  von  §  2  angegebene)  Regel  auf  Kurven  be- 
liebigen Geschlechts  übertragen  hat;  s.  auch  Severi,  Torino  Mem. 
(2)  50,  82  (1901),  wo  außerdem  die  Zahl  der  zyklischen  Gruppen 
von  gegebenem  Index  bestimmt  ist. 

In  den  Anwendungen,  besonders  auf  das  Berührungsprohlem 
(s.  vor.  Kap.,  §  10)  bietet  sich  häufig  der  Fall  dar,  daß  bei  der 
Korrespondenz  (a,  j3)  die  Gruppe  der  ß  Punkte  P\  die  einem 
Punkte  P  zugeordnet  sind,  aus  ß-^  A^- fachen  Punkten  besteht,  die 
P  in  einer  Korrespondenz  («^ ,  ß^  mit  u^  Koinzidenzen  zugeordnet 
sind,  aus  weiteren  ß^  /lg- fachen  Punkten,  die  P  in  einer  Korrespon- 
denz («2,  ßi)  mit  U.2  Koinzidenzen  entsprechen  usw.  Dann  erhält 
man  die  Formel: 

A-i  {u^  —  «1  —  ß^)  -f  ^2  {u.2  —  (^2  —  ßi)  -^ =  2yi?, 

die  auch  von  Cayley  (L  c.)  herrührt.  Dieser  hat  sie  auf  die  Be- 
stimmung der  Kurven,  die  mit  einer  gegebenen  verschiedene  Be- 
rührungen haben,  und  der  Dreiecke,  die  gegebenen  Kurven  ein- 
und  umschrieben  sind,  angewendet  (Philos.  Trans.  158, 145  (1868), 
161,  369  (1871),  Paj^ers  VI,  263,  VIIT,  212).  Für  das  erstere 
Problem  vgl.  auch  die  zitierte  Arbeit  von  Brill,  Math.  Ann.  6, 
46  (1873),  dieser  hat  hier  und  ebenda  4,  510  (1871),  7,  611 
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(1874)  auch  die  Zahl  der  Paare  von  PunMen  bestimmt,  die  ein- 
ander gleichzeitig  in  zwei  Korrespondenzen  (a,  j3),  («',  ß')  von 
den  Wertigkeiten  7,7'  entsprechen:  diese  Zahl  ist  aß'-\~aß 
—  2yy  p. 

§  4.   Das  Hurwitzsche  Korrespondenzprinzip. 

Die  Bestimmung  und  Untersuchung  aller  algebraischen  Kor- 
respondenzen, die  auf  irgend  einer  algebraischen  Kurve  existieren, 
verdankt  man  Hurwitz,  Math.  Ann.  28,  561  (1887),  der  sich 
transzendenter  Methoden  bediente,  indem  er  zum  Ausgangspunkte 
die  Darstellung  der  allgemeinsten  Korrespondenzen  (a,  ß)  auf 
einer  Kurve  c  vom  Greschlecht  _p  >>  0  durch  das  Verschwinden 
eines  Thetaquotienten  wählte. 

Wenn  o^,  .  .  .,  0^  die  a  Punkte  von  c  sind,  die  einem  und 
demselben  Punkt  0'  entsprechen,  und  m^,  . . . ,  w  linear  unabhängige 
Integrale  erster  Gattung,  die  zu  c  gehören,  bedeuten,  so  hat  man 
die  Relationen: 

«  p 

(1)  ^%K)  =^^ki^i(o')  +  %         (^-=1. 2'  •  •  -f); 

r  =  1  j  =  1 

in  diesen  sind  tc^^,  tt^  Konstante,  von  denen  die  ersteren  für  die 
Korrespondenz  charakteristisch  sind,  während  die  letzteren  un- 
wesentlich, nämlich  von  der  Wahl  der  additiven  Konstanten  in 
den  Integralen  u  abhängig  sind. 

Setzt  man,  was  erlaubt  ist,  die  Integrale  u  so  normiert 
voraus,  daß  die  folgende  Tabelle  der  Periodizitätsmoduln  gilt: 

Ml)     1     0    .     .    .    0    Tii     .    .    .    ti^ 

M2)     0     1     .     .     .     0     T21     .     .     .     T2p  ^^ 

{  ik       ki)^ 

Wp)    0    0     .     .     .     1     r^i     .     .     .    T^^ 

dann  berechnen  sich  die  tc^,-  mit  Hilfe  der  folgenden,  aus  (l)  ab- 
geleiteten linearen  Gleichungen: 


(2) 


'■  =  1  (t,;  =  i,8,...,p) 

p  p 

2'^ki'^il  =  ^kl  +  ^GruT^ki 
i=l  1=1 

in  denen  die  h,  g,  7/,  G  ganze  Zahlen  bezeichnen.   Eliminiert  man 
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daraus  itj^^,  so  entstehen  die  folgenden  p^  quadratischen  Beziehun- 
gen zwischen  den  t^^: 

p  p     p  p 

(3)  ^h,.r,j-{-  ^2gj,t,,r,j==  H^^-{-^G,,T,,     {k,i=i,2,...,p). 

Wenn  diese  durch  die  Perioden  r^j^  identisch  erfüllt  werden, 
so  daß 

\l  =  ^22  =  •  ■  •  =  ^pp  =  ^11  =  ^22  =  ■  •  •  =  ^pp  =  —  y 

gesetzt  werden  kann  und  alle  anderen  Zahlen  ^,  ä,  6r,  B.  \er- 
sch winden,  dann  nehmen  die  Gleichungen  (l)  die  Form  an 

a 

(4)  -S'^CO  +  y  •  Uk{o)  =  %^  ik  =  1,2, . . ,p). 

r  =  l 

In  diesem  Fall  spricht  man  von  einer  WertigTceits-Korrespondenz 
mit  der  Wertigkeit  y(^0). 

Die  geometrische  Deutung  dieser  Gleichungen  fließt  aus  dem 
Ab  eischen  Theorem  und  fällt  für  y  ^  0  zusammen  mit  der,  von 
der  wir  ausgegangen  sind,  während  sie  für  y  <  0,  wenn  man 
—  y  =  /  setzt  und  mit  q  und  q^-,  .  •  .■>  q^  einen  von  o  verschie- 
denen Punkt  und  seine  a  entsprechenden  Punkte  bezeichnet,  darin 
besteht,  daß  die  Gruppe,  die  von  dem  j^'-mal  gezählten  Punkte  o 
und  q^,  .  ■ .,  q„  gebildet  wird,  äquivalent  ist  zu  der,  die  der  y'-mal 
gezählte  Punkt  q'  mit  o^,  .  .  .,  o„  bildet. 

Wenn  hingegen  die  Gleichungen  (3)  sich  nicht  alle  auf 
Identitäten  reduzieren,  sondern  wirkliche  Gleichungen  zwischen 
den  Perioden  darstellen,  so  heißt  die  Korrespondenz  eine  singulare, 
eine  solche  ist  nur  auf  einer  Kurve  mit  spezialisierten  Moduln 
(Kap.  XIV,  §  8),  einer  sog.  singulären  Kurve,  möglich. 

Es  ergibt  sich  so,  daß  auf  einer  nicht-singulären  Kurve  (mit 
allgemeinen  Moduln)  nur  WertigTceits- Korrespondenzen  möglich  svnd. 

Hurwitz  hat  dieses  Eesultat  dahin  vervollständigt,  daß  auf 
jeder  singulären  Kurve  auch  wirklich,  neben  gewöhnlichen,  immer 
singulare  Korrespondenzen  existieren. 

In  jedem  Falle  erhält  man  alle  auf  der  Kurve  existierenden 
Korrespondenzen,  indem  man  die  Gleichungen  (2)  auflöst.  Hur- 
witz hat  gezeigt,  daß  man  die  Gleichung  irgend  einer  Korrespon- 
denz aus  den  Gleichungen  einer  gewissen  endlichen  Anzahl  ft  von 
geeignet  gewählten  Kojfrespondenzen  durch  Multiplikation  zu- 
sammensetzen kann.  Je  nachdem  jit  =  1  oder  ft  >  1 ,  hat  man 
eine  Wertigkeits-  oder  singulare  Korrespondenz. 
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Für  die  Anzahl  der  Koinzidenzen  hat  Hurwitz  in  jedem 
Falle  die  beiden  Ausdrücke  gefunden 

a-\-  ß  +  c^X^  +  C2A2  H h  c^i^; 

in  dem  ersten  sind  Ä,.^,  G-.  die  oben  eingeführten  Zahlen,  in  der 
zweiten  sind  c^,  .  .  .,  c  und  1^,  .  .  .,  A  ganze  Zahlen,  von  denen 
die  ersteren  allein  von  der  Natur  der  Kurve,  die  letzteren  allein 
von  der  Korrespondenz  abhängen.  Für  eine  Wertigkeits-Korres- 
pondenz reduzieren  sich  beide  Ausdrücke  auf  a  ^  ß  -\-  2yp,  was 
(für  7^0)  der  Cayley-Brillsche  Ausdruck  ist. 

Wenn  eine  Korrespondenz  das  Produkt  mehrerer  Wertig- 
keits-Korrespondenzen (ßr^,  j3i),  («2»  1^2)?  •  •  •?  i^k^  ßk)  ^^  ^^^  (P^' 
liebigen)  Wertigkeiten  y^,  y^^  .  .  .,  y^^  ist,  so  ist  die  Anzahl  ihrer 
Koinzidenzpunkte 

«i«2  •••«.+  ßiß2 •  • . /3.+  (- 1)'^'-  ^P7iY,  ■■-n- 

Daraus  folgt,  daß  die  Brillsche  Formel  aß'  -\-  aß  —  ^yy'p  für 
die  Anzahl  der  gemeinsamen  Punktepaare  zweier  Korrespondenzen 
[a,  |3,  y),  («',  ß\  y)  für  alle  Wertigkeits-Korrespondenzen  gilt. 

Eine  Darstellung  des  wesentlichen  Inhaltes  der  Hurwitz- 
schen  Arbeit  findet  man  bei  Klein-Fricke,  Theorie  d.  ellipt. 
ModülfunJctionen  II,  1892,  S.  518;  Baker,  Abels  theorem  and 
the  allied  fheory,  Cambr.  1897,  p.  639. 

Die  allgemeine  Theorie  der  Korrespondenzen  hat  auf  geo- 
metrische Weise  Severi  aufgebaut,  Torino  Mem.  (2)  54, 1  (1903), 
Lezioni,  p.  199,  der  zuerst  Wertigkeits-Korrespondenzen  (auf  Grund 
der  oben  gegebenen  geometrischen  Definition)  betrachtete  und  für 
alle  Fälle  die  durch  die  Gruppe  der  Koinzidenzpunkte  bestimmte 
lineare  Schar  ermittelte.  Z.  B.  ergibt  sich,  daß  für  ein  beliebiges  y 
die  Korrespondenzformel  a-\-ß -{-2yp  äie  zahlmäßige  Interpretation 
des  folgenden  geometrischen  Satzes  ist:  JDie  Gruppe  der  Koinzi- 
denzpunMe  ist  äquivalent  der  Summe  der  Gruppen,  die  die  einem 
PunJcte  P  in  der  gegebenen  und  in  der  inversen  Korrespondenz  ent- 
sprechenden Punkte  enthalten,  zusammen  mit  y  kanonischen  Gruppen 
(Kap.  XrV,  §  4  Anf.)  und  dem  2  y-mal  gezählten  Punkte  P. 
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§  5.    Algebraische  Scharen  von  Punktgnippen  auf 
einer  algebraischen  Kurve.     Involutionen. 

Die  Hurwitzschen  Sätze,  auf  eine  einseitig  rationale  Korre 
spondenz  (a,  1),  a>  1,  zwischen  zwei  Kurven  c,  c  angewandt 
ergeben,  daß,  wenn  c  nicht  singulär  und  vom  Geschlecht  p  "^  1  ist 
c  rational  sein  muß.   ' 

Man  nennt  (vor.  Kap.  §  2)  Involution  von  der  Ordnung  n  unc 
Stufe  oder  Dimension  r  auf  einer  algebraischen  Kurve  eine  aus 
Gruppen  von  n  Punkten  zusammengesetzte  algebraische  Schar  vor 
der  Art,  daß  r  allgemeine  Punkte  der  Kurve  einer  und  nur  einei 
Gruppe  angehören.  Ist  dann  eine  Korrespondenz  (a,  l)  zwischer 
c  und  c  gegeben,  so  durchlaufen,  wenn  ein  Punkt  auf  c  wandert 
seine  a  entsprechenden  Punkte  auf  c  die  Punktgruppen  einer  In- 
volution von  der  Stufe  1  und  der  Ordnung  a,  die  rational  heißt 
wenn  das  Geschlecht  2^'  von  c  ==  0  ist,  und  irrational,  vom  Ge- 
schlecht p',  wenn  i?'  >  0  sein  sollte. 

Der  voranstehende  Lehrsatz  läßt  sich  demnach  auch  so  formu- 
lieren: auf  einer  nicht  singulären  Kurve  vom  Geschlecht  p  >  1  is\ 
jede  Involution  der  Stufe  1  umd  Ordnung  a  >  1  rational,  oder  eim 
lineare  Schar  g^. 

Ein  anderer  wichtiger  Satz  lautet:  Auf  einer  algebraische^^ 
Kurve  Jcann  nicht  ein  unendliches,  kontinuierliches  System  von  ein- 
stufigen irrationalen  Involutionen  existieren. 

Hieraus  leitet  sich  eine  charakterische  Eigenschaft  der  mehr- 
fach unendlichen  (r  >  l)  linearen  Scharen  ^^  ab:  Auf  einet 
algebraischen  Kurve  ist  eine  Involution  von  der  Ordnung  n  unä 
Dimension  r  >  1  entweder  eine  lineare  Schar  (f  oder  man  erhälx 
sie  (wenn  die  Kurve  vom  Geschlecht  p  ^  0  ist),  indem  man  au] 
alle  möglichen  Arten  die  Punktgruppen  einer  einstufigen  irrationaleri 
Involution  zu  r  und  r  zusammenfaßt.  Auf  einer  rationalen  Kurvt 
ist  jede  Involution  rational. 

Diese  Eigenschaften  sind  mit  Hilfe  Abel  scher  Integrale  be- 
wiesen worden  von  Castelnuovo,  Torino  Atti  28,  727  (1893); 
Humbert,  /.  de  Math.  (4)  10,  169  (1894)  (die  vorletzte  war 
aber  implizite  in  einem  Satz  von  Painleve,  Ann.  e'c.  norm.  (3) 
8,  135  (1891),  enthalten);  ein  anderer  transzendenter  Beweis  bei 
Castelnuovo  und  Enriques,  Ann.  ec.  norm.  (S)  23,  345  (1906): 
vgl.  Severi,  Lezioni,  p.  340.  Algebraische  Beweise  gajjen  de  Fran- 
chis,  Rom.  Acc.  Line.  Bend.  (5)  12^  303  (1903);  R.  Torelli,  Yen. 
Ist.  Atti  67^,  831  (1908). 

Einige   Sätze    über    einstufige    irrationale   Involutionen   bei 
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Castelnuovo,  Born.  Acc.  Line.  Bend.  (4)  7^,  294  (1891),  der  u.  a. 
denßieinanii-Roclisclien  Satz  auf  diese  Involutionen  ausgedehnt 
hat;  Amodeo,  Ann.  di  Mat.  (2)  20,  227  (1892).  Für  den  Fall 
einer  hyperelliptischen  Kurve  siehe  E.  Torelli,  Bend.  Circ.  M. 
19,  297  (1905). 

In  den  letzten  Jahren  hat  man  angefangen,  allgemeiner  die 
r-stufigen  algebraischen  Scharen  von  der  Ordnung  n  auf  einer 
Kurve  f  vom  Geschlecht  p  zu  untersuchen.  Es  heißt  dann  Index 
der  Schar  die  Anzahl  v  ihrer  (aus  n  Punkten  bestehenden)  Punkt- 
gruppen, die  r  allgemein  auf  f  gegebene  Punkte  enthalten.  Für 
V  =  1  erhält  man  die  Involutionen. 

Enriques,  Bend.  Circ.  M.  10,  30  (1895),  hat  bewiesen,  daß, 
wenn  eine  solche  Schar  rational  ist  (d.  h.  ihre  Punktegruppen  sich 
wechselweise  eindeutig  auf  die  Punkte  eines  linearen  Raums  von 
r  Dimensionen  beziehen  lassen),  ihre  Punktgruppen  untereinander 
äquivalent  sind,  mit  anderen  Worten,  die  Schar  ist  entweder  eine  g  ^ 
oder  in  einer  linearen  g^  (s  >  r)  enthalten.  Vgl.  Severi,  Lezioni, 
p.  205. 

Castelnuovo,  Born.  Acc.  L. Bend.  (5)  15\  337  (1906),  hat 
ein  Kriterium  dafür  angegeben,  ob  eine  algebraische  irreduzible 
einstufige  Schar  von  der  Ordnung  n  und  dem  Index  v  aus  äqui- 
valenten Gruppen  besteht.  Es  ergibt  sich,  daß  eine  solche  Schar 
höchstens  '2v{n  -\-  p  —  1)  Doppelpunkte  lesitzt  und  das  Maximum 
dann  und  nur  dann  erreicht  wird,  wenn  die  Schar  in  einer  linearen 
Schar  (der  Ordnung  n)  enthalten  ist.  Dies  Kriterium  ist  auf  mehr- 
fach unendliche  Scharen  ausgedehnt  worden  von  R.  Torelli,  To- 
rino  Atti  42,  86  (1907). 

Castelnuovo  hat  sein  Kriterium  angewandt,  um  den  folgen- 
den von  Severi,  Ann.  di  Mat.  (3)  12,  55  (1906),  auf  transzen- 
dentem Wege  gefundenen  Satz  —  der  eine  wesentliche  Rolle  spielt 
in  den  neuesten  Untersuchungen  über  die  Geometrie  auf  einer 
algebraischen  Fläche  —  geometrisch  zu  beweisen:  Wenn  eine 
algihraische  einstufige  irreduzible  Schar  von  der  Ordnung  n  und 
dem  Index  v  so  beschaffen  ist,  daß  die  Gesamtheit  ihrer  vPu/nkt- 
gruppcn,  die  einen  Punkt  P  der  Kurve  enthalten  {inkl.  den  v-mal 
gezählten  Punkt  P),  beim  Verändern  von  P  sich  in  einer  linearen 
Schar  der  Ordnu/ng  nv  bewegt,  dann  sind  alle  Pu/nktcgruppen  der 
ScJiar  äquivalent.  Vgl.  Severi,  Lezioni  p.  240.  Andere  Anwen- 
dungen des  Kriteriums  bei  Severi,  Ven.  Ist.  Atti  65^,  625  (1906). 

Die  Beweise  der  vorstehenden  Sätze  gründen  sich  auf  eine 
wichtige  Formel  von  Schubert,  die  sich  bei  Segre,  Born.  Acc. 
L.  Bend.  (4)  3^,  3,  149  (1887),  Introd.  §  13,  findet,  sie  bildet 
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auch  das  Fundament  für  die  Behandlung  der  Geometrie  auf  eine 
algebraischen  Kurve  mit  rein  geometrischen  Hilfsmitteln  (de 
Überräumen).  Sind  auf  einer  Kurve  vom  Geschlecht  p  eine  g 
und  eine  rationale  oder  irrationale,  einstufige  Schar  y  von  de 
Ordnung  m  und  dem  Index  v  gegeben  und  wird  Vorausgesetz 
daß  eine  allgemeine  Gruppe  von  y  Ä;  +  1  (^  ^)  unabhängige  B( 
dingungen  den  Punktgruppen  g^ ,  die  sie  enthalten  sollen,  auferleg' 
dann  liefert  die  in  Rede  stehende  Formel  die  Anzahl  z  der  Gruppe 
von  y,  die  Tc  -{-  1  den  Gruppen  von  ^^  nur  Ä;  Bedingungen  aui 
erlegende  Punkte  enthalten,  in  dem  folgenden  Ausdruck: 

(1)     ^=^^r7')-Y^(r-i)-KÄ;+i)' 

wobei  d  die  Zahl  der  Doppelpunkte  von  y  bedeutet  und  fi  di 
Zahl  der  Gruppen  von  7,  die  in  einer  (nicht  alle  Gruppen  von 
als  einen  Teil  in  sich  schließenden)  ^^^  von  ^^  enthalten  sine 
Einen  einfachen  Beweis,  der  aus  der  Korrespondenztheorie  ge 
nommen  ist,  findet  man  bei  Severi,  Lezioni,  p.  236,  wiederholt  i: 
Padova  Atti  e  Mem.  24,  137  (1908).  Die  Ausdehnung  auf  ei: 
mehrfach  unendliches  System  y,  mit  abzählenden  Anwendungen,  be 
E.  Torelli,  Ven.  Ist.  Atti  67^,  1323  (1908).  Insbesondere  Hefer 
(1)  die  Anzahl 

der  Gruppen  von  r  +  1  Punkten,  die  r/^  und  y  gemein  haben. 

§  6.    Birationale  Transformationen  einer  Kurve  in  sieh. 

Eine  irreduzible  rationale  Kurve  gestattet  00^  birational 
Transformationen  in  sich,  die  eine  kontinuierliche  Gruppe  mit  1 
Parametern  bilden.  Es  sind  dies  die  Projektivitäten,  die  siel 
zwischen  den  Punkten  der  Kurve  aufstellen  lassen. 

Eine  elliptische  Kurve  gestattet  00^  birationale  Transforma 
tionen  in  sich.  Diese  bilden  eine  gemischte  Gruppe,  in  welche: 
die  Transformationen  zweiter  Art  (vgl.  u.)  eine  kontinuierlich ( 
Gruppe  mit  einem  einzigen  Parameter  bilden,  während  die  erste: 
Art,  d.  b.  die  ^r^,  keine  Gruppe  für  sich  bilden. 

Eine  Kurve  vom  Geschlecht  j?  >  1  hann  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  birationalen  Transformationen  in  sich  zulassen.  Füi 
dies  Theorem  vgl.  zunäcbst  H.  A.  Schwarz,  J.  f.  Math.  87,  13i 
(1875),  ^&Äaw%n. II,  285 ;Weierstraß,  TirerÄeII,285;F.  Klein 
Über  Riemanns  Theorie  d.  alg.  Funht.  1882,  S.  64  und  Brief  at 
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Poincare  1882  (Poincare,  Ada  Math.  7,  12  (1885)).  Andere 
Beweise  beiHettner,  Gott.  Nachr.  1880,  S.  386;  Noether,  Math. 
Ann.  20,  59  (1882),  21,  138  (1883);  Picard,  /.  de  Math.  (4) 
5,  119  (1889),  Bull.Soc.M.  21, 1  (1893),  Traue,  p.  479;  Segre, 
Introd.  §  21;  Severi,  Lezioni,  p.  182. 

Das  Problem,  alle  algebraischen  Kurven  mit  eindeutigen 
Transformationen  in  sieb  zu  bestimmen,  hat  Hurwitz  behandelt, 
Math.  Ann.  32,  290  (1888),  41,  403  (1893);  er  hat  bewiesen, 
daß  für  2?  >  1  solche  Kurven  entweder  hyperelliptisch  oder  Singu- 
lar sind  (§  4),  überdies  daß  die  Zahl  der  Transformationen,  wo 
sie  existieren,  ^  84  (p  —  l)  und  eine  jede  notwendig  periodisch 
mit  einer  Periode  ^  10  (p  —  l)  sein  muß.  Wenn  sie  nicht  die 
Identität  ist,  hat  sie  eine  Anzahl  ■^'ip  -\-2  von  Koinzidenzpunkten. 
Schließlich  kann  man  jede  Kurve,  die  eine  eindeutige  Tx'ansforma- 
tion  in  sich  von  der  Periode  n  zuläßt,  darstellen  durch  eine 
Gleichung,  in  der  eine  der  beiden  Veränderlichen  nur  in  Potenzen, 
deren  Exponent  durch  n  teilbar  ist,  vorkommt.  Für  den  Wert 
der  Periode  hat  Wiman,  StocJch.  Bihang  21^  4  (1895),  die  obere 
Grenze  2(2jj  -f-  l)  angegeben,  die  niedriger  ist  als  die  Hurwitz- 
sche  Zahl. 

Man  beachte,  daß  der  Schwarz -Kl  ein  sehe  Satz  und  der 
Satz  von  der  Periodizität  der  Transformationen  auseinander  folgen; 
den  ersteren  hat  Hurwitz,  Math.  Ann.  41,  406  (1893),  auch  aus 
der  Maximalzahl  der  Koinzidenzpunkte  abgeleitet. 

Betrachten  wir  insbesondere  den  Fall  i?  =  1,  d.  h.  die  biratio- 
nalen Korrespondenzen  auf  einer  elliptischen  Kurve.  Aus  den 
Formeln  des  §  4  folgt,  daß  wenn  man  u(o)  =  u,  u(o')  =  u  setzt, 
die  gewöhnlichen  birationalen  Korrespondenzen  durch 

(1)  m'  =  +  ^  +  const. 

gegeben  werden,  die  Singular en  dagegen  durch  die  Gleichungen 

(2)  w'  =  Jh  iw  4"  const. 
und 

(3)  u  =  +  £U  ■\-  const.,     w'=  +  t^u  +  const., 

■wo  i  =  Y — 1  und  e  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  be- 
zeichnet. 

Man  erhält  (2)  oder  (3),  wenn  sich  durch  geeignete  Wahl  der 
Perioden  ihr  Verhältnis  zu  i  oder  £  machen  läßt.  Im  ersteren 
Fall  heißt  die  Kurve  harmonisch,  im  letzteren  äquianharmonisch. 

Fasoal,  Bepertorium.  II.  2.  Aufl.  28 


354    Kapitel  XV.    Die  Punktkorrespondenzen  zwischen  alg.  Kurven. 

An  geometrischen  Darstellungen  der  gewöhnlichen  Korrespon- 
denzen vgl.  vor  allem  Em.  Weyr,  Wien.  Ber.  87,  837  (1883), 
88,  436  (1884)  und  Segre,  Math.  Ann.  27,  296  (1886),  wo  sich 
viele  bibliographische  Nachweise  finden.  Eine  geometrische  voll- 
ständige Untersuchung  der  birationalen,  gewöhnlichen  und  singu- 
lären,  Korrespondenzen  gaben  Segre,  Torino  Aiti  24,  734  (1889); 
S.  Kantor,  Napoli  Atti  (2)  1  (1888),  Torino  Aiti  29,  9  (1894). 

Es  ergibt  sich,  daß  zwei  willMrliche  Punkte  der  elliptischen 
Kurve  sich  als  ein  Paar  entsprechender  Punlde  für  eine  hirationale 
Korrespondenz  der  Kurve  in  sich  annehmen  lassen,  und  solcher 
Korrespondenzen  gibt  es  zwei,  wenn  die  Kurve  nicht  slngulär  ist, 
vier,  wenn  sie  harmonisch,  sechs,  wenn  sie  äqui anharmonisch  ist. 

Die  gewöhnlichen  Korrespondenzen  sind  die  g\  und  ihre  Pro- 
duMe.  Je  nachdem  das  Produkt  eine  ungerade  oder  gerade  Anzahl 
von  Faktoren  enthält,  heißt  die  Korrespondenz  von  der  ersten  Art 
(und  ist  eine  g^  oder  von  der  zweiten  Art.  Im  ersteren  Falle  hat 
sie  vier  Koinzidenzpunkte,  im  letzteren  Falle  hat  sie  keinen  oder  ist 
die  Identität.  Die  beiden  Fälle  bekommt  man  aus  (l)  durch 
Trennung  des  Vorzeicheos  von  u. 

Jede  Transformation  zweiter  Art  ist  das  Produkt  von  zwei 
solchen  erster  Art,  von  denen  man  eine  beliebig  wählen  kann. 
Während  die  Transformationen  erster  Art  alle  involutorisch  sind, 
sind  es  unter  denen  zweiter  Art  nur  drei:  außer  diesen  gibt  es 
keine  involutorisch en  Transformationen  der  Kurve  in  sich.  Die 
Transformationen  erster  Art  sind  rational,  die  zweiter  Art  elliptisch. 

Die  Singular  en  Korrespondenzen  auf  einer  harmonischen 
Kurve  haben  zwei  Koinzidenzpunkte  und  sind  zyMisch  mit  dct 
Periode  vier.  Diejenigen  auf  einer  äquianharmonischen  Kurvt 
haben  entweder  drei  KoinzidenzpunTcte  und  sind  zyMisch  mit  dct 
Periode  drei,  oder  sie  haben  einen  einzigen  KoinzidenzpunJct  und 
sind  zyMisch  mit  der  Periode  sechs. 

Die  singulären  birationalen  Korrespondenzen  auf  einer  ellip- 
tischen Kurve  sind  eng  verbunden  mit  der  Theorie  der  komplexer 
Multiplikation  elliptischer  Funktionen,  wie  diejenigen  auf  einei 
Kurve  vom  Geschlecht  _p  >  1  mit  der  gleichen  Theorie  für  die 
Abelschen  Funktionen.  Vgl.  H.Weber,  Math.  EnzyU.  I  2  (C  6 
S.  716). 

Die  Theorie  der  wechselweise  eindeutigen  Korrespondenzer 
zwischen  den  Punkten  einer  elliptischen  Kurve  hat  Castelnuovc 
erweitert,  Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  25,  1189  (1892),  indem  er  au: 
einer  Kurve  vom  Geschlecht  p  mit  allgemeinen  Moduln  die  ein- 
eindeutigen Korrespondenzen  zwischen  Gruppen  von  p  Punkten  be- 
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trachtete.  Diese  sind  von  zwei  Arten:  die  eine  Art  findet  man^ 
indem  man  auf  der  Kurve  eine  der  unendlich  vielen  nicht -spe- 
zialen  g^p  festlegt  und  zwei  Gruppen  von  je  ^Punkten,  die  zu- 
sammen eine  Gruppe  der  gfp  bilden,  einander  entsprechen  läßt. 
Die  andere  Art  findet  man,  indem  man  das  Produkt  einer  geraden 
Anzahl  von  Korrespondenzen  der  ersten  Art  bildet. 

Scorza,  Torino  Atti  35,  443,  765  (1900),  36,  610  (1901), 
42,  1080  (1907),  hat  auf  einer  Kurve  vom  Geschlecht  p  mit  all- 
gemeinen Moduln  die  Korrespondenzen  (jj,  p)  untersucht  und  diese 
insbesondere  auf  die  ebenen  Kurven  4.  Ordnung  angewendet. 

Über  hyperelliptische  Km'ven,  die  birationale  Transforma- 
tionen in  sich  zulassen,  siehe  S.  Kantor,  Rend.  Circ.  M.  9,  65 
(1895);  über  dieselben  und  die  vom  Geschlecht  j)  ==»  3,  4,  5,  6 
vgl.  Wiman,  Stockh.  Bihang  21\  Nr.  1,  3  (1895). 

Bolza,  Am.  Journ.  10,  47  (1888),  Auszug  MatJi.  Ann.  30, 
546  (1887),  hat  die  Kurven  vom  Geschlecht  p  =  2  mit  biratio- 
nalen Transformationen  in  sich  vollständig  untersucht,  indem  er 
die  Gruppen  dieser  Transformationen  und  die  projektiven  und 
transzendenten  Invarianten   der   zugehörigen  Kurven  bestimmte. 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch  auf  die  arithmetischen  Unter- 
suchungen von  Poincare,  J.  de  Math.  (5)  7,  161  (1901),  über 
eibene  algebraische  Kurven,  die  durch  eine  Gleichung  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  dargestellt  werden,  hinweisen.  Hier  sind  die 
birationalen  Transformationen  mit  rationalen  Koeffizienten,  die 
die  Kurve  in  sich  überführen,  behandelt.  Für  die  Äquivalenz 
zweier  Kurven  treten  außer  dem  Geschlecht  bestimmte  andere 
charakteristische  Invarianten  auf.  Der  besondere  Fall  der  Kurven 
3.  Ordnung  ist  von  B.  Levi,  Torino  Atti  41,  739  (1906),  43, 
99,  413,  672  (1908),  ausgeführt  worden. 
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Kapitel  XVI. 
Algebraische  Korrespondenzen  zwischen  zwei  Ebenen. 


Von  L.  Berzolari  in  Pavia. 


§  1.  Kationale  und  birationale  Transformationen. 

1.  Allgemeine  Bemerkungen  über  rationale  Transformationen. 
Wenn  x^,  x.^^  x^  und  rc^',  x^^  x^  die  homogenen  projektiven  Koor- 
dinaten zweier  Punkte  x  und  x  in  zwei  Ebenen  ^  und  ^'  sind,  so 
wird  durch  die  Formeln 

(1)  ()«/==/;(%,   ^2,   «3)  (.-  =  1,2,3), 

in  denen  q  einen  Proportionalitätsfaktor  bezeichnet  und  f^^  fg,  /"g 
drei  Ternärformen  derselben  Ordnung  n  ohne  gemeinsame  Teiler 
bedeuten,  einem  allgemeinen  Punkte  x  von  |  ein  und  nur  ein 
Punkt  X  von  ^'  zugeordnet  und  einem  allgemeinen  Punkte  x  von 
I'  eine  endliche  Anzahl  D  (^  l)  von  Punkten  x  der  Ebene  |. 
Nur  wenn  die  f^  sich  als  Binärformen  derselben  Ordnung  von 
zwei  anderen  Formen  der  x^  auffassen  lassen,  bleibt,  wenn  man  x 
sich  in  der  Ebene  ^  verändern  läßt,  x  in  ^'  auf  einer  (rationalen) 
Kurve. 

Bei  Ausschließung  dieses  Falles  ergibt  sich  zwischen  x  und 
X  eine  algebraische  Beziehung  von  den  Indizes  1,  D,  welche 
eine  rationale  Transformation  heißt,  da  sie  in  nicht  homogenen 

Koordinaten  x  =  -^,  «  =  — ^  und  x  =  -^.  V  =  -—>    sich    aus- 

drückt,  indem  man  x\  y  zwei  rationalen  Funktionen  (mit  nicht 
identisch  verschwindender  Funktionaldeterminante)  von  rr,  y 
gleichsetzt. 

Die  Transformation  heißt  doppelt,  dreifach,  .  .  .,  wenn 
D  =  2,  3,  .  .  .;  die  Ebene  |  heißt  die  einfache,  ^  D- fache  Ebene 
der  Transformation. 

Verändert  man  x'  in  |',  so  durchlaufen  die  D  entsprechen- 
den Punkte  a;  in  ^  eine  Involution  vom  Grade  D  (vgl.  Kap.  XIII, 
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§  3),  die  zu  der  Transformation  konjugiert  heißt.  Ebenso  heißen 
die  Punkte  einer  Punktgruppe  der  Involution  zueinander  'kon- 
jugiert. 

Den  Geraden  von  ^'  entsprechen  in  ^  die  Kurven  des  Netzes 
j  f  I  vom  Grade  D : 

Fundamentalpunkte  von  'S,  heißen  die  Basispunkte  dieses  Netzes. 
Wenn  x  in  einen  dieser  Punkte,  A,  fällt,  so  liefern  die  Glei- 
chungen (l)  keine  bestimmten  Werte  für  die  Koordinaten  x/  des 
entsprechenden  Punktes,  vielmehr  ergibt  sich,  wenn  man  x  sich 
A  kontinuierlich  —  aber  in  Richtungen,  die  nicht  mit  denen  der 
eventuellen  festen  Tangenten  von  \f\  m  A  zusammenfallen,  — 
nähern  läßt,  daß  den  Punkten  der  unmittelbaren  Umgebung  von 
A  die  Punkte  einer  rationalen  Kurve  in  |'  entsprechen;  diese 
heißt  Fundamentalkurve,  und  ihre  Ordnung  ist  gleich  der  Anzahl 
der  veränderlichen  Tangenten,  welche  die  Kurven  von  l/"]  in  J. 
besitzen.  Wenn  also  alle  Tangenten  dieser  Kurven  in  A  fest 
sind,  so  entspricht  der  unmittelbaren  Umgebung  von  A  ein  ein- 
ziger Punkt  in  ^'. 

2.  Allgemeine  Eigenschaften  der  hirationalen  (Cremonaschevi) 
Transformationen.  Wii-d  D  =  l  und  somit  \f\  ein  homdloidisches 
Netz  (s.  Kap.  XIII,  §  3),  so  heißt  die  Beziehung  zwischen  |  und  '%' 
birational,  weil  die  nicht  homogenen  Koordinaten  eines  Punktes 
in  jeder  der  beiden  Ebenen  sich  als  rationale  Funktionen  der 
Koordinaten  der  entsprechenden  Punkte  in  der  anderen  Ebene 
ausdrücken  lassen.  Diese  Korrespondenzen  werden  auch  nach 
Cremona  benannt,  weil  Cremona  sie  zuerst  in  ihrer  vollen  All- 
gemeinheit untersucht  hat,  Bologna  Mem.  (2)  2,  621  (1863), 
5,  3  (1864)  oder  Giorn.  di  mat.  1,  305  (1863),  3,  269,  363 
(1865). 

Den  Geraden  jeder  der  beiden  Ebenen  entsprechen  in  der 
anderen  die  Kurven  eines  homaloidischm  Netzes  und  die  Beziehung 
ist  projektiv,  insofern  einem  Strahlenbüschel  der  ersten  Ebene  stets 
ein  zu  ihm  projektives  Kurvenbüschel  in  der  anderen  Ebene  zu- 
geordnet ist.  Die  homaloidischen  Kurvennetze  in  den  beiden 
Ebenen  sind  von  derselben  Ordnung;  diese  Ordnung  heißt  die  Ord- 
nung der  Transformation. 

Um  demnach  eine  birationale  Beziehung  zwischen  zwei  Ebenen 
herzustellen,  genügt  es,  die  Geraden  der  einen  Ebene  projektiv 
auf  die  Kurven  eines  homaloidischen  Netzes  in  der  anderen  Ebene 
zu  beziehen;  dann  entspricht  einem  allgemeinen  Strahlenbüschel 
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in  der  ersten  Ebene  ein  Kurvenbüschel  in  der  zweiten  Ebene,  die 
Basispunkte  desselben  sind  alle  bis  auf  einen  feste  Punkte,  und 
der  eine  veränderliche  Punkt  ist  der  dem  Büschelscheitel  in  der 
anderen  Ebene  zugeordnete  Punkt. 

FundamentalpunJcte  der  Transformation  in  den  beiden  Ebenen 
sind  die  Basispunkte  der  homaloidischen  Netze,  und  Fundamentul- 
Jcurven  heißen  die  in  der  bereits  erörterten  Weise  der  unmittel- 
baren Umgebung  eines  Fundamentalpunktes  der  einen  Ebene  ent- 
sprechenden Kurven  der  anderen  Ebene. 

Jede  Fundamentalkurve  ist  rational,  und  ihre  Ordnung  ist 
gleich  der  MuUiplizität  des  zugehörigen  (gewöhnlichen)  Fundamental- 
jpunktes  der  anderen  Ebene. 

Solche  Punkte  und  Kurven  existieren  immer,  wenn  es  sich 
nicht  um  eine  Kollineation  handelt.    Mit  anderen  Worten: 

Die  einzigen  Cremonaschen  Transformationen  einer  Ebene  in 
eine  andere,  die  für  alle  Punkte  ohne  Ausnahme  wechselweise  ein- 
deutig sind,  sind  die  KoUineationen. 

Wenn  wir  voraussetzen,  daß  von  den  beiden  homaloidischen 
Netzen  der  Ordnung  w  alle  Tangenten  in  den  Fundamentalpunkten 
variabel  sind,  und  mit  r.  die  Multiplizitäten  der  Fundamental- 
punkte in  I  bezeichnen,  so  erhalten  wir,  indem  wir  ausdrücken, 
daß  das  Kurvennetz  in  'E,  vom  Grade  1  und  vom  Geschlecht  0  ist, 
die  Cremonaschen  Fundamentalbeziehungen: 

(2)  ^r,  =  3n-S,     ^r.^^n^—l. 

Denselben  Relationen  genügen  die  Multiplizitäten  s^  der  Funda- 
mentalpunkte in  ^'. 

Umgekehrt,  wenn  man  die  ganzzahligen  positiven  Werte  n 
und  r^  so  bestimmt,  daß  sie  die  Beziehungen  (2)  erfüllen  und 
zu  irreduziblen  Kurven  gehören,  so  bilden  die  letzteren  ein  homa- 
loidisches  Netz  und  bestimmen  demnach  eine  Crem ona sehe  Ver- 
wandtschaft. Für  jeden  gegebenen  Wert  n  besitzen  die  Glei- 
chungen (2)  eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen,  die  paarweise 
konjugiert  sind,  indem  man  konjugiert  die  durch  zusammengehörige 
Werte  von  r^  und  s^  gelieferten  Lösungen  nennt. 

Mit  dem  so  bezeichneten  Problem  der  diophantischen  Arith- 
metik beschäftigte  sich  zuerst  Cremona  in  der  zweiten  der 
zitierten  Arbeiten,  nach  ihm  S.  Roberts,  Lond.  M.  S.  Proc.  4, 
121  (1872);  F.  P.  Ruffini,  Bologna  Mem.  (3)  8,  457  (1877), 
9,  199  (1878);  de  Jonquieres,  C.  E.  101,  720,  857,  921 
(1885),  Giorn.  di  mat.  24,  1  (1886),  welch  letzterer  eine  all- 
gemeine Regel  für  die  Lösung  der  Gleichungen  bei  beliebig  ge- 
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gebenem  n  gefunden  hat.  Über  die  Bestimmung  der  homaloidi- 
schen  Netze  von  gegebener  Ordnung  sehe  man  noch  Montesano, 
Napoli  Bend.  (3)  11,  259  (1905)5  Larice,  Yen.  Ist.  Ätti  68^, 
731  (1909). 

Eine  besonders  wichtige  Lösung  ist  die,  welche  in  den  beiden 
Ebenen  ein  Netz  von  der  Ordnung  n  mit  einem  (n  —  l)-fachen 
und  2(w —  l)  einfachen  Fundamentalpunkten  liefert.  Die  Funda- 
mentalkurven in  jeder  der  beiden  Ebenen  bestehen  dann  aus  den  Ge- 
raden, welche  den  vielfachen  Fundamentalpunkt  mit  den  einfachen 
verbinden  und  der  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  1 ,  welche  in  dem 
ersten  Punkt  die  Multiplizität  n  —  2  besitzt  und  durch  die  übrigen 
einfach  hindurchgeht.  Diese  Transformation  heißt  isologisch  oder 
Jonquieressche  Transformation,  weil  sie  von  de  Jonquieres 
gefunden  wurde  (s.  C.  B.  49,  542  (1859),  im  Auszug  Nouv.  Ann. 
(2)  3,  97  (1864),  ungekürzt  Giorn.  di.  mat.  23,  48  (1884)). 

An  die  Betrachtung  der  Fundamentalpunkte  und  -kurven 
knüpfen  die  folgenden,  von  Cremona  gefundenen  Sätze  an: 

Die  Anzahl  der  Fundamentalpunlde  ist  in  heiden  Ebenen 
dieselbe. 

Eine  Fundamentalhur ve  ist  vollständig  bestimmt  durch  die 
Multiplizitäten,  die  sie  in  den  Fundamentalpunkten  besitzt,  und  sie 
hat  keine  mehrfachen  Punkte  außerhalb  der  letzteren. 

Die  Schnittpunkte  zweier  Fundamentalkurven  fallen  alle  in 
Fundamentalpunkte. 

Die  Multiplizität,  die  eine  Fundamentalkurve  in  einem  Funda- 
mentalpunkte besitzt,  ist  gleich  der  Multiplizität,  die  in  der  anderen 
Ebene  die  dem  Punkte  entsprechende  Fundamentalkurve  in  dem  der 
ersten  FuMdamentalkurve  zugeordneten  Fundamentalpunkte  besitzt. 

Die  Fundamentalkurven  jeder  der  beiden  Ebenen  bilden  zu- 
sammengenommen die  Jacobische  Kurve  des  homaloidischen  Kur- 
vennetzes in  der  Ebene. 

Die  Kurven  dieses  Netzes  iverden  von  einer  Fundamental- 
kurve nur  in  Fundamentalpunkten  geschnitten ,  umgekehrt  ist  jede 
Kurve  von  dieser  Eigenschaft  eine  Fundamentalkurve. 

Zerfällt  eine  Kurve  des  homaloidischen  Netzes,  so  sind  alle  ihre 
Teile  bis  auf  einen  Fundamentalkurven. 

Jede  Kurve,  die  einen  festen  Bestandteil  eines  Büschels  von 
(zerfallenden)  Kurven  des  Netzes  bildet,  ist  eine  Fundamentalkurve, 
und  umgekehrt. 

Die  letzten  Eigenschaften  sind  von  Nutzen  für  die  Bestim- 
mung der  konjugierten  Lösung  zu  einer  gegebenen  Lösung  der 
Gleichungen  (2). 
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Nennen  wir  a^^  =  a^^  die  Multiplizität  des  i^^,  r,-faclien 
Fundamentalpunktes  von  ^  für  die  Ä;*®  Fundamentalkurve ,  welche 
die  Ordnung  s^.  hat  (oder,  was  dasselbe  ist,  die  Multiplizität  des 
Jc*^^,  Sj-fachen  Fundamentalpunktes  von  ^'  für  die  i*®  Fundamental- 
kurve dieser  Ebene,  welche  die  Ordnung  r^  hat),  so  liefern  die 
vorstehenden  Sätze  die  Formeln: 


Ä*  =  3r.  -  1 ,     ^\.,2  =  r/  4-  1 , 

k  k 

^h'^ik  =  ^n»  2«ik^jk  =  ^<^i> 

k  k 

und  die  analogen,  die  sich  durch  Vertauschung  von  r  und  s  er- 
geben. Daraus  leitet  man  unmittelbar  das  Theorem  von  Clebsch, 
Math.  Ann.  4,  490  (1871),  her,  daß  die  Determinante  \  cc-j^\  gleich 
+  n  ist. 

Der  andere  merkwürdige  Satz,  daß  die  Anzahlen  der  Fimda- 
mentalpunhte  von  den  Multiplizitätcn  1,  2,  3,  .  .  .  gleich  sind  den 
Anzahlen  der  Fundamentalkurven  von  den  Ordnungen  1,  2,  3,  .  .  ., 
in  derselben  oder  einer  anderen  Reihenfolge  genommen,  wurde  von 
Cremona  durch  Induktion  gefunden  und  bewiesen  von  C  leb  seh 
a.  a.  0.  und  von  Bertini,  Rend.  Circ.  M.  3,  5  (1889).  Diese 
Beweise  gründen  sich  auf  gewisse  Eigenschaften  der  von  allen 
Fundamentalpunkten  oder  -kurven  derselben  Ordnung  gebildeten 
Gruppen,  welche  Eigenschaften  zum  Teil  von  Clebsch  angegeben 
und  von  Bertini,  Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  13,  5  (1880),  ergänzt 
und  dann  a.  a.  0.  [Rend.  Circ.  M.  3)  auf  beliebige  reguläre 
lineare  Systeme  (vgl.  Kap.  XIV,  §  13)  von  ebenen  Kurven  er- 
weitert wurden. 

Wenn  ein  Punkt  in  der  Ebene  h,  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung m  beschreibt,  die  durch  den  r^- fachen  Fundamentalpunkt 
Ij-mal  hindurchgeht,  so  beschreibt  der  entsprechende  Punkt  in  ^'  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  mn — ^l^r..  die  in  dem  s^-fachen  Funda- 
mentalpunkt die  Multiplizität  ms,^  —.2h^ik  besitzt. 

i 

Wenn  die  beiden  Ebenen  zusammenfallen,  so  sind  von  be- 
sonderer Bedeutung  die  isologischen  Kurven  der  einzelnen  Punkte 
P  der  Ebene,  d.  h.  die  Örter  der  Punkte  in  der  ersten  oder  zweiten 
Figur,  die  mit  den  entsprechenden  Punkten  in  einer  durch  P  gehen- 
den geraden  Linie  liegen.  Diese  Kurven  haben  die  Ordnung  w-f  1 
und  in  den  Fundamentalpunkten  dieselbe  Multiplizität  wie  die 
Kurven  der  homaloidischen  Netze.  Weiteres  hierüber  bei  Guccia, 
Rend.  Circ.  M.  1,  56,  119  (1886). 
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Mit  Hilfe  dieser  isologischen  Kurven  erkennt  man,  daß  im 
allgemeinen  n  -\-  2  Punkte  mit  ihren  entsprechenden  zusammen- 
fallen. Die  Zahl  dieser  Punkte  vermindert  sich  aber  um  S<^jv 
wenn  die  i^  Fundamentalkurve  durch  den  zugehörigen,  i^'^^  Funda- 
mentalpunkt (Jf-mal  hindurchgeht.  Existiert  außerdem  eine  irre- 
duzible  Kurve  vom  Geschlecht  p,  die  keine  mehrfachen  Punkte 
außerhalb  der  Fundamentalpunkte  besitzt,  und  deren  sämtliche 
Punkte  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen,  so  gibt  es  außer- 
dem noch  n-\-2p  —  ^ö^  isolierte  Punkte  von  dieser  Eigenschaft. 

Eine  Verwandtschaft  zwischen  zwei  übereinander  gelagerten^ 
Ebenen  besitzt  außerdem  eine  bestimmte  Anzahl  gyJcIischer  Punkt- 
gruppen von  gegebenem  Index  N,  d.  h.  Gruppen  von  N  Punkten,., 
die  bei  Anwendung  der  Transformation  zyklisch  ineinander  über- 
gehen. Die  Anzahl  dieser  Punktgruppen  wurde  für  quadratische 
Transformationen  (n  =  2)  von  Hirst  bestimmt,  Report  Trans. ^ 
JBrit.  Assoc.  Birmingham  1865,  9,  Quarterly  Journ.  17,  301 
(1881);  sodann  von  S.  Kantor,  Ann.  di  Mat.  (2)  10,  64  (1880);. 
allgemein  von  S.  Kantor,  Ann.  di  Mat.  (2)  10,  71  (1880). 
Man  findet  z.  B.,  daß  bei  einer  Transformation  von  der  Ordnung' w 
\n{n — l)  involutorische  Punktepaare,  ^n{n — l)(w-l-l)  perio- 
dische Punktetripel  existieren  usw.  Über  den  Fall,  wo  unendlich 
viele  involutorische  Punktepaare  existieren,  s.  Doehlemann,. 
Ztschr.  f.  M.  36,  356  (1891). 

Wie  zwischen  zwei  Ebenen  kann  man  auch  eine  Cremona- 
sche  Verwandtschaft  zwischen  zwei  Bündeln  betrachten.  Sind 
diese  nicht  konzentrisch,  so  ergibt  sich  im  allgemeinen  eine  Raum- 
kurve von  der  Ordnung  n  -\-  2  und  dem  Geschlecht  n  —  1 ,  in>.. 
deren  Punkten  sich  je  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden. 
Bündel  schneiden. 

Eine  Cremonasche  Verwandtschaft  kann  auch  stattfinden, 
zwischen  einem  ebenen  Punktfeld  und  einem  ebenen  Strahlenfeld 
und  heißt  dann  birationale  Reziprozität.  Zwischen  zwei  überein- 
ander  gelagerten  Ebenen  ist  nur  eine  einzige  birationale  Rezi- 
prozität möglich,  bei  der  jeder  Punkt  auf  seinem  entsprechenden^ 
Strahle  liegt,  diese  ist  quadratisch:  E.  Sturm,  3Iath.  Ann.  19,  474 
(1882);  Lazzeri,  Rom  Acc.  Line.  Rend.  (4)  2^,  61  (1886);. 
Ameseder,  Wien.  Ber.  83,  385  (1881). 

über  die  allgemeine  Theorie  vgl.  außer  den  bereits  zitierten; 
Arbeiten:  Cayley,  Lond.  M.  Soc.  Proc.  3,  127,  196  (1870)^ 
Papers  VIT,  189,  253.  Die  analytische  Darstellung  einiger  be- 
sonderer Klassen  von  Transformationen  bei  Guccia,  Rend.  Circ. 
M.  1,  17,  20,  24,  50  (1885).    Eine  Wiedergabe  der  hauptsäch- 
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Hellen  Resultate  von  Cremona  und  Clebsch  bei  Dewulf,  Bull. 
Sc.  M.  (1)  5,  223  (1875),  Clebsch -Lindemann,  S.  474. 
Andere  Darstellungen  der  Theorie  bei  Salmon-Fiedler,  S.  383, 
und  Doehlemann,  Geometrische  Transformationen,  Leipzig,  I 
1902,  II  1908. 


§  2,   Quadratische  Transformationen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  quadratischen  Trans- 
formationen (n  =  2).  Bei  ihnen  existieren  in  den  beiden  Ebenen  je 
drei  einfache  Fundamentalpunkte  Ä,  B,  C  und  Ä',  B\  Cf  und 
-drei  gerade  Fundamentallinien,  welche  die  Seiten  der  Fundamen- 
taldreieclx  ABC  und  A' B' C'  bilden.  Die  homaloidischen  Kurven- 
netze bestehen  aus  den  Kegelschnitten,  die  den  Fundamentaldrei- 
ecken umschrieben  sind. 

Wenn  die  Fundamentalpunkte  einander  derart  zugeordnet  sind, 
daß  die  Strahlenbüschel  A  und  A',  B  und  B',  C  und  C'  zueinander 
in  projektiver  Beziehung  stehen  (s.  u.),  so  entspricht  einer  Kurve 
von  der  Ordnung  m,  die  in  A^  B,  C  die  Multiplizitäten  l^,  l^,  Zg  be- 
sitzt, eine  Kurve  von  der  Ordnung  2  m  —  l^  —  l^ — Zg,  die  in 
A\  B\  C  die  Multiplizitäten  m  —  Zg  ~  ^3»  i^~h~h^  *^  —  ^i  —  ^2 
besitzt. 

Geometrische  Konstruktionen  der  quadratischen  Verwandt- 
schaft gaben  insbesondere  Seydewitz,  Arch.  Math.  Phys.  (l)  7, 
113  (1846) ;  Steiner,  Systematische  EntwicJdung  etc.  (1832), 
WerU  I,  229  (Nr.  59);  ßeye,  Ztschr.  f  M.  11,  280  (1866), 
Geom.  d.  Lage  II,  4.  Aufl.  1907,  S.  209. 

Ordnet  man  zwei  Paare  nicht  konzentrischer  Strahlenbüschel 
A  und  A\  B  und  B'  einander  projektiv  zu,  derart  daß  dem  Strahl 
AB  nicht  in  beiden  Projektivitäten  der  Strahl  A' B'  entspricht, 
so  entsteht  zwischen  den  beiden  Ebenen  eine  quadratische  Ver- 
wandtschaft, bei  der  jedem  Punkt  P  der  Punkt  P  zugeordnet  wird, 
in  dem  sich  die  den  Geraden  ^Pund  BP  entsprechenden  Strahlen 
schneiden  (Seydewitz).  Die  Büschelscheitel  sind  Fundamental- 
punkte; der  dritte  Fundamentalpunkt,  C  oder  C,  wird  gefunden, 
indem  man  die  zu  A' B'  in  den  Büscheln  A  und  B  oder  die  zu  AB 
in  den  Büscheln  A'  und  B'  zugeordneten  Strahlen  zum  Schnitt 
bringt. 

Die  St  einer  sehe  Konstruktion  bezieht  sich  auf  zwei  getrennte 
Ebenen  ^,  ^':  man  legt  außerhalb  derselben  zwei  windschiefe 
•Gerade  a,  h  fest  und  findet  zwei  entsprechende  Punkte  in  'S,  und 
>^'  als  die  Schnittpunkte  dieser  Ebenen  mit  einem  Strahl,  der  a 


r 
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und  h  trifft.  Die  Fundamentalpunkte  z.  B.  in  ^  sind  die  Schnitt- 
punkte von  ^  mit  a  und  ö  und  der  Punkt,  in  dem  die  Schnittlinie 
von  I  und  ^'  von  der  Geraden  getroffen  wird,  welche  die  Schnitt- 
punkte von  a  und  h  mit  |'  verbindet. 

Die  Reyesche  Konstruktion  ergibt  sich,  indem  man  jedem 
Punkte  der  einen  Ebene  den  Punkt  der  anderen  Ebene  entsprechen 
läßt,  in  dem  sich  die  dem  ersten  in  zwei  gegebenen  Eeziprozitäten 
•entsprechenden  Geraden  schneiden. 

In  der  ersten  der  zitierten  Arbeiten  von  Reye  wird  bewiesen, 
■daß  eine  quadratische  Verwandtschaft  zwischen  zwei  Ehenen  durch 
sieben  Paare  entsprechender  PunJcte  festgelegt  ist,  und  die  Beziehung 
untersucht,  die  zwischen  der  Verwandtschaft  und  dem  durch  die 
■sieben  Paare  von  konjugierten  Punkten  festgelegten  System  von 
oo^  Korrelationen  besteht.  Über  den  gleichen  Gegenstand  vgl. 
Schroeter,  J.  f  Math.  62,  215  (1863);  Ed.  Weyr,  Ztschr.  f 
Math.  14,  445  (1869);  Hirst,  Lond.  M.  Soc.  Proc.  5,  40  (1874), 
8,  262  (1877)  oder  Ann.  di  Mat.  (2)  6,  260  (1874),  8,  287 
(1877),  Born  Line.  Trans.  (3)  1,  8  (1877);  R.  Sturm,  Math. 
Ann.  19,  461  (1882);  London,  ibid.  38,  336  (1891);  Y. Weiss, 
Wien.  Per.  111,  1489  (1902). 

Die  Fundamentalpunkte  der  quadratischen  Verwandtschaft 
lösen  das  sog.  Problem  der  ebenen  ProjeJctivität.  Dieses  besteht  darin, 
in  einer  Ebene  die  Punkte  zu  suchen,  aus  denen  sieben  Paare  von 
Punkten  durch  sieben  Paare  entsprechender  Strahlen  zweier  pro- 
jektiven Büschel  projiziert  werden.  Über  dieses  Problem  vgl. 
Cremona,  Nouv.  Ann.  (l)  20,  452  (1861);  R.  Sturm,  Math. 
Ann.  1,  533  (1869),  Die  Lehre  v.  d.  geoni.  Verwandtschaften  I, 
1908,  S.  348.  Über  seine  Bedeutung  für  die  Photogrammetrie 
jsiehe  den  Bericht  von  Finsterwalder,  Math.-Ver.  6  (1899). 

Die  Beziehungen  der  quadratischen  Verwandtschaft  zur  tri- 
linearen  Venvandtschaft  ebener  Systeme  behandelt  Hauck,  /.  f. 
Math.  98,  304  (1885). 

Bezieht  man  auf  die  Fundamentaldreiecke  ABC  und  A' B' Cf 
homogene  Punktkoordinaten  x^.,  a^g,  x^  und  x^\  x^'.,  x^\  so  lassen 
sich  die  Formeln  für  die  quadratische  Transformation  in  der  Form 
geben: 

woraus  umgekehrt 

fr  fr  ff 

•»'1  •  '^2  •  "^3  —  '*'2  ■^'S    •  •*'3  •''1    •  "^1  '^'2 

folgt,  oder  auch  in  der  symmetrischen  Form: 

r  r  r 

•^1    1    —  •^'2'*^2    —  •*'3>*'3  • 
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In  nicht  homogenen  Koordinaten 

werden  die  Transformationsgleichungen 

/=2/,  ^'=~-     und     y  =  y\x=^r' 

Von  besonderer  Art  ist  die  Transformation,  die  durch  die 
Gleichungen 

y  =y,  X  =--     und     y  =  y\  x  =  x  y 
gegeben  wird,  oder  in  homogenen  Koordinaten,  für 

—T  =  y  -,  -^  =  X      und     —  =  y,  —  =  ic, 

iCj  X^  Xg  Xg 

durch  die  Gleichungen 

x^' :  x^  :  Xq  =  x^ :  x^x^\ x^x^  und  x^\  x^\  x^^=-  ^i'^s' : X\  x,%  '•  x^^- 

Der  Punkt  Ä (l,  0,  0)  in  ^'  ist  ein  einfacher  Fundamentalpunkt, 
aber  in  dem  Punkte  i?'(0,  1,  O)  vereinigen  sich  zwei  Fundamental- 
punkte, so  daß  die  Kegelschnitte  des  homaloidischen  Netzes  durch 
A'  und  B'  gehen  und  in  B'  eine  feste  Tangente  {x^'  =  0)  haben. 
Gleiches  gilt  auch  für  die  andere  Ebene  ^.  Dem  Punkte  Ä  korre- 
spondiert die  Gerade  x^==  0,  dem  Punkte  B'  die  Gerade  x^  =  0. 

Über  die  singulären  quadratischen  (und  kubischen)  Trans- 
formationen vgl.  Riess,  Erlanger  Dissert.  (Freising  1893). 

In  der  Absicht,  die  Anzahlen  der  abzählenden  Geometrie  für 
die  quadratischen  Transformationen  zu  bestimmen,  gab  Schubert, 
Hamb.  Math.  Ges.  Mitt.  1,  31  (1882),  die  einstufigen  Ausartungen 
(17  an  der  Zahl)  dieser  Transformationen  an,  d.  h.  diejenigen 
unter  ihnen,  deren  Konstantenzahl  13,  statt  wie  bei  der  allge- 
meinen Transformation  14,  beträgt. 

Für  die  organischen  Kurvenerzeugungen  (Kap.  XIII,  §  8) 
wurden  die  quadratischen  Transformationen  bereits  von  Mac 
Laurin,  Gcom.  organka  1720,  und  Braikenridge,  Extrcltatio 
geom.  1733,  gestreift,  weitere  Andeutungen  finden  sich  auch  in 
Poncelets  Traite  des  propriete's  proj.  I,  Nr.  81,  84,  370,  388, 
und  bei  Plücker,  /.  /.  Math.  5,  1  (1830),  Älhdlgn.  I,  124.  Sie 
wurden  darauf  systematisch  untersucht:  auf  analytischem  Wege 
von  Magnus,  J.  f.  Math.  8,  51  (1831),  Sammlung  von  Aufgaben 
usw.  I,  229  (1833),  auf  rein  geometrischem  Wege  von  Seyde- 
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Witz,  Steiner,  Reje  und  Sturm  in  den  zitierten  Arbeiten, 
cspäter  von  G.  Schiaparelli,  Torino  Mem.  (2)  21,  227  (1861); 
Aschieri,  Loml.  Ist.  Rend.  (2)  14,  21  (1881);  Duporcq,  C.  R. 
126,  1405  (1898);  Timerding,  Math.  Ann.  53,  193  (1900); 
Bordiga,  Ac.  Bclgique  Mt'm.  (2)  2  (1909)  u.  a.  m. 


§  3.    Zerlegung  einer  birationalen  Transformation  in 
Paktoren.    Gruppen  birationaler  Transformationen. 

Es  ist  klar,  daß  das  Produkt  mehrerer  quadratischen  Trans- 
formationen eine  Cremonasche  Transformation  ist. 

Aber  auch  umgekehrt: 

Jede  hirationale  Transformation  einer  Ebene  in  eine  andere 
läßt  sich  zusammensetzen  aus  einer  endlichen  Anzahl  quadratischer 
Transformationen. 

Dieser  Satz  wurde  von  Noether,  Math.  Ann.  3,  164  (1871), 
und  Rosanes,  /.  f.  Math.  73,  106  (1871),  aus  der  Bemerkung 
liergeleitet,  daß  in  einem  homaloidischen  Netze  die  Summe  der 
<lrei  höchsten  Multiplizitäten  in  den  Fundamentalpunkten  die 
Ordnung  der  Transformation  immer  übersteigt.  Derselbe  Satz 
wurde  gleichzeitig  von  Clifford  angedeutet  (Jfa<7i.  Pajpers  p.  538, 
vgl.  auch  die  am  Ende  von  §  1,  Nr.  2  zitierte  Arbeit  von  Cayley, 
Nr.  68).  Noether,  Math.  Ann.  5,  635  (1872),  hat  auch  den 
Fall  in  Betracht  gezogen,  in  welchem  Fundamentalpunkte  des 
iiomaloidischen  Netzes  einander  unendlich  nahe  rücken.  Infolge 
«iner  Einwendung  von  Segre,  Torino  Atti  36,  645  (1901),  wurde 
■der  allgemeine  Beweis  des  Satzes  in  strenger  Weise  von  Castel- 
nuovo,  ibid.  36,  861  (1901),  gegeben. 

An  Stelle  dieses  Zerlegungssatzes  bestimmte  S.  Kantor, 
Monatsh.  f.  Math.  10,  54  (1899),  für  jede  rational  gegebene 
birationale  Transformation  einer  Ebene  in  eine  andere  die  Prim- 
faktoren, in  die  sie  ohne  jegliche  neue  Irrationalität  zerlegt 
werden  kann. 

Wir  wollen  endlich  noch  die  Arbeiten  von  Autonne,  J.  de 
Math.  (4)  1,  431  (1885),  2,  49  (1886),  4,  177,  407  (1888), 
über  endliche  Gruppen  von  quadratischen  und  kubischen  Trans- 
formationen erwähnen.  Alle  möglichen  Typen,  auf  welche  sich  die 
■endlichen  Gruppen  Cremonascher  Transformationen  birational 
reduzieren  lassen,  findet  man  angegeben  bei  S.  Kantor,  Theorie 
der  endlichen  Gruppen  usw.,  Berlin  1895,  und  Wiman,  Math. 
Ann.  48,  195  (1897). 
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Das  analoge  Problem  für  die  kontinuierlichen  (von  einer  end- 
lichen Anzahl  Parameter  abhängenden)  Gruppen  behandelte 
Enriques,  Born.  Acc.  Line,  liend.  (5)  2^,  468  (1893),  vgl.  auch. 
Fano,  Bend.  Circ.  M.  10,  16  (1896).  Es  ergibt  sich,  daß  jede 
solche  Gruppe  sich  durch  eine  C rem o nasche  Transformation 
zurückführen  läßt  auf  eine  Gruppe  von  Kollineationen ,  eine 
Gruppe  von  quadratischen  Transformationen  mit  zvrei  festen 
Pundamentalpunkten  oder  eine  Gruppe  von  Jonquieresschen 
Transformationen  beliebiger  Ordnung.  Die  Zusammensetzung 
dieser  letzteren  Gruppe  gab  Enriques  an:  Born.  Acc.  Line. 
Bend.  (5)  2\  532  (1893). 

§  4.    Mehrdeutige  Transformationen. 

Die  Sätze  über  birationale  Transformationen  lassen  sich  zum 
Teil  auf  mehrdeutige  (oder  einseitig  rationale)  Transformationen 
ausdehnen,  die  in  §  1,  Nr.  1  erwähnt  wurden,  aber  es  bieten  sich 
hier  doch  in  manchen  Punkten  veränderte  Verhältnisse  dar. 

Indem  wir  ^  die  einfache,  ^'  die  D- fache  Ebene  nennen,  er- 
gibt sich  in  ^  im  allgemeinen  eine  Kurve  P,  von  der  jeder  Punkt 
einem  seiner  konjugierten  Punkte  in  einer  bestimmten  Richtung 
unendlich  nahe  benachbart  ist.  Diese  Richtung  ist  im  allgemeinen 
von  der  Richtung  der  Tangente  von  T  in  dem  betr.  Punkte  ver- 
schieden und  heißt  Hauptrichtung.  Die  Kurve  F  heißt  Doppel- 
Jcurve  und  die  ihr  in  'E,'  entsprechende  Kurve  P'  die  Ühergangs- 
Jcurve;  beide  Kurven  sind  eindeutig  aufeinander  bezogen  und 
haben  somit  dasselbe  Geschlecht. 

Es  können  indes  außer  der  Doppelkurve  in  ^  isolierte  Doppel- 
punkte (in  endlicher  Anzahl)  existieren,  derart  daß  jede  durch 
einen  dieser  Punkte  gehende  Gerade  einen  ihm  unendlich  benach- 
barten konjugierten  Punkt  enthält. 

Den  Geraden  von  ^  entsprechen  oo^  rationale  Kurven  qp' 
von  der  Ordnung  n  (die  indessen  kein  Netz  bilden),  sie  haben 
gewisse  gemeinsame  Punkte  von  den  Multiplizitäten  r^',  r^' ,  .  .  ., 
die  die  FundamentalpunJde  von  ^'  heißen.  Einem  beliebigen  unter 
diesen,  der  ein  gewöhnlicher  r/-facher  Punkt  für  die  qo'  sei,  ent- 
spricht in  ^  eine  sich  selbst  konjugierte  Fundamentalkurve  von 
der  Ordnung  r/,  die  auch  zerfallen  kann.  Die  Fundamentalkurven 
von  ^  bilden  zusammen  mit  der  Doppelkurve  F  die  Jacobische 
Kurve  des  in  §  1,  Nr,  1  erwähnten  Netzes  \f\.  Ist  demnach  v 
die  Ordnung  von  F,  so  ergibt  sich: 

v  =  3(w-l)-^r;. 
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Die  Ordnung  der  einer  Geraden  von  ^  konjugierten  Kurve  ist 

und   zwei   Kurven   qo'   schneiden   sich   in    iV^-f  1    veränderlichen 
Punkten. 

Eine  beliebige  Kurve  cp  hat  \  {N —  v)  veränderliche  Doppel- 
punkte und  berührt  die  Übergangskurve  J"  in  r  Punkten. 

Nennt  man  p  das  Geschlecht  der  Kurven  von  \f\  (das  Ge- 
schlecht  der  Transformation),  so  ist  die  Ordnung  von  P'  gleich 
2(D+i>-l). 

Die  Untersuchung  der  ziceideutigen  Transformationen  ist  von 
Clebsch  begonnen  woi'den,  Math.  Ann.  3,  45  (1871),  und  metho- 
disch durchgeführt  von  de  Paolis,  Born.  Acc.  Line.  Mcm.  (3) 
1,  511  (1877),  der  davon  Anwendungen  auf  die  nichteuklidische 
Geometrie  und  die  Kurven  4.  Ordnung  machte  in  Born.  Acc.  L. 
Meni.  (3)  2,  31,  851  (1878).  Die  Erweiterung  auf  beliebig  viel- 
deutige Transformationen  behandelten:  Visalli  in  zwei  Arbeiten, 
die  in  Messina  1884  veröffentlicht  sind;  G.  Jung,  Born  Acc.  L. 
Bend.  (4)  2\  302  (1886);  Björling,  Sioclch.  AJcad.  Vet.  Biliang 
13  (1887);  Ch.  A.  Scott,  Quart.  Journ.  29,  329  (1898), 
32,  209  (1900). 

Eine  Doppelebene  entsteht  allgemein,  wenn  eine  eindeutige 
algebraische  Beziehung  zwischen  den  Punkten  der  Ebene  und  den 
Punktepaaren  einer  algebraischen  Fläche  besteht,  von  welcher  man 
dann  sagt^  daß  sie  auf  die  Doppelebene  abgebildet  wird.  Die 
Gleichung  der  Fläche  kann  man  hierbei  in  die  Form  bringen 
ü"  =  B  (x,  y),  indem  B  eine  ganze  Funktion  von  oc,  y  bezeichnet. 
Wenn  B  irreduzibel  ist,  wird  die  Gleichung  der  Übergangskurve 
B=  0.  Im  anderen  Falle  findet  man  die  Gleichung  dieser  Kurve, 
indem  man  das  einfache  Produkt  der  Faktoren  von  B,  die  in 
einer  Potenz  mit  ungeradem  Exponenten  auftreten,  gleich  Null 
setzt.  Durch  eine  birationale  Transformation  kann  man  immer 
die  Flächengleichung  so  umformen,  daß  B  nur  einfache  Faktoren 
enthält  und  somit  B  =  0  direkt  die  Übergangskurve  darstellt. 

Die  von  einer  zweideutigen  Transformation  herrührenden 
Doppel  ebenen  sind  rational,  d.  h.  sie  haben  die  Eigentümlichkeit, 
daß  die  genannte  Fläche,  die  sie  abbilden,  auch  Punkt  für  Punkt 
eindeutig  auf  eine  Ebene  abgebildet  werden  kann. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  eine 
Doppelebene  rational  ist,  hat  Noether,  Erlang  er  phys.  med.  Soc. 
Ber.  1878,  dahin  formuliert,  daß  ihre  ÜbergangsJcurve  sich  durch 
eine  birafionaJe  Transformation  der  Ebene  auf  einen  von  folgenden 
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Typen  zurückführen  läßt:  a)  eine  Kurve  von  einer  gewissen  Ord 
nung  2n  (w  ^  l)  mit  einem  (2  n  —  2)  -  fachen  Punkte,  b)  cini 
allgemeine  Kurve  4.  Ordnung,  c)  eine  Kurve  6.  Ordnung  mit  zioe 
unendlich  benachbarten  dreifachen  Punkten. 

Die  beiden  ersten  Typen  von  Doppelebenen  wurden  voi 
£!  leb  seh  a.  a.  0.  untersucht,  der  ihre  Rationalität  nachwies,  dei 
dritte  Typus  von  Noether,  Math.  Ann.  33,  525  (1889).  Da: 
vorstehende  Theorem  leiteten  Castelnuovo  und  Enriques 
Rend.  Circ.  M.  14-,  290  (1900),  aus  den  Rationalitätsbedingungei 
für  eine  Doppelebene  ab,  von  der  die  Übergangskurve  beliebig 
gegeben  ist. 

Nicht  rationale  Doppelebenen  studierte  Enriques,  Soc.  Ital 
■  dci  XL  Mem.  (3)  10,  201  (1896),  Rom.  Acc.  Line.  Rend.  (.ö" 
7^  234,  253  (1898);  Lacaze,  Toulouse  Ann.  (2)  3,  151  (1901)' 
de  Franchis,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (5)  13 \  688  (1904). 

Die  entsprechenden  Fragen  für  mehr  als  zweifache  Ebener 
sind  noch  nicht  behandelt  worden,  nur  die  Rationalität  dei 
Flächen  z"  =  R(^x,  y),  d.  h.  der  zyklischen  n-fa.chen  Ebener 
(a;,  y,  yR(x,  y)} ,  ist  durch  Bottari,  Ann.  di  Mat.  (3)  2,  277 
(1899),  Giorn.  di  mat.  41,  285  (1903),  untersucht  worden 
Zyklische  mehrfache  Ebenen,  deren  Übergangskurve  irreduzibe] 
ist,  hat  Bottasso,  Torino  Atti  44,  12,  255  (1909),  studiert. 

§  5.   Zyklische  birationale  Transformationen. 
Involutionen. 

Eine  birationale  Verwandtschaft  zwischen  zwei  konjektiven 
'ebenen  Feldern  kann  eine  involutorische  Verwandtschaft  sein  (vom 
zweiten  Grade,  s.  Kap.  XIII,  §  3).  Zwei  einander  entsprechende 
Punkte  heißen  dann  auch  konjugiert.  Es  können  isolierte  Koin- 
zidenzpunkte existieren  und  solche,  die  eine  Kurve,  die  Koinzidenz- 
kurve., erfüllen.  Die  ersteren  entsprechen  sich  selbst  nach  jeder 
Richtung  hin,  die  von  ihnen  ausgeht,  die  letzteren  entsprechen 
sich  selbst  in  einer  bestimmten  Richtung,  die  Hauptrichtung  heißt 
und  im  allgemeinen  von  der  Tangente  der  Koinzidenzkurve  in 
4em  betr.  Punkte  verschieden  ist.  Jede  Gerade,  die  durch  einen 
isolierten  Koinzidenzpunkt  geht,  berührt  die  ihr  entsprechende 
Kurve  in  diesem  Punkte. 

I>ie  einzige  Involution  1.  Ordnung  ist  die  involutorische  Ho- 
mologie (S.  111):  V.  Staudt,  Geom.  d.  Lage,  1847,  Nr.  227 

Involutionen  2.  Ordnung  gibt  es  nur  zwei:  1.  die,  in  welcher 
sich  zwei  bezüglich  aller  Kegelschnitte  eines  Büschels  konjugierte 
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Punkte  entsprechen,  und  2.  die  sog.  projektive  Inversion^  bei 
welcher  ein  Kegelschnitt  y  und  ein  nicht  auf  ihm  liegender  Punkt  0 
fest  gegeben  wird  und  einem  Punkte  P  der  Schnittpunkt  von 
OP  mit  der  Polaren  von  P  bezüglich  y  als  entsprechender  Punkt 
zugewiesen  wird.  Bei  der  ersteren  Verwandtschaft  sind  die  ein- 
zigen Koinzidenzpunkte  die  Basispunkte  des  Kegelschnittbüschels, 
bei  der  letzteren  sind  es  alle  Punkte  von  y.  Ist  y  ein  Kreis  mit 
dem  Mittelpunkt  0,  so  erhält  man  die  Transformation  durch  rezi- 
proke Radienvektoren  (vgl.  Kap.  II). 

Die  erstere  Involution  findet  sich  schon  bei  Poncelet,  Traite 
despropr.  proj.  I  (1822),  Nr.  81,  84,  370,  388,  die  letztere  wurde 
zuerst  von  Bellavitis  angegeben,  Nuovi  saggi  delV  Acc.  di  Fa- 
dova  4,  243  (1838),  und  später  untersucht  von  Hirst,  Lond. 
R.  Soc.  Proc.  14,  91  (1865)  od.  Ann.  di  Mat.  (l)  7,  49  (1865) 
od,  Giorn.  di  Mat.  4,  278  (1866),  und  von  Geiser,  Mitt.  d. 
Berner  Natur  f.  Ges.  1865,  S.  97. 

Über  beliebige  Involutionen  stellte  Caporali,  Napoli  JRend. 
18,  212  (1879),  Mem.  di  Geom.  1888,  p.  116,  Sätze  auf,  welche 
den  von  ihm  eingeführten  Begriff  der  Klasse  betreffen.  Hierunter 
versteht  er  die  Anzahl  der  Paare  konjugierter  Punkte,  die  auf 
einer  beliebigen  Geraden  liegen.  Andere  Eigenschaften  gab  Ber- 
tini, Lomh.  Ist.  Rend.  (2)  16,  89,  190  (1883),  der  außer  den 
Jonquieresschen  alle  Involutionen  der  Klassen  0,  1,  2  ermittelte, 
vgl.  ferner  Martinetti,  Rend,  Circ.  M.  4,  30,  126  (1890),  der 
in  Ann.  di  Mat.  (2)  12,  73  (1883),  13,  53  (1885)  die  Involu- 
tionen der  Klassen  3  und  4  hinzufügte,  und  Berzolari,  Ann. 
dl  Mat.  (2)  16,  191  (1888),  Rend.  Circ.  M.  ;{,  145  (1889). 
der  in  der  ersteren  Arbeit  auch  alle  Involutionen  5.  Klasse  er- 
mittelte. 

Die  Involutionen  der  Klasse  0  besitzen  eine  Koinzidenzkurve 
von  der  Ordnung  w,  sind  also  Jonquieressche  Transforma- 
tionen. Die  Jonquieresschen  Involutionen,  deren  Klasse  >0 
ist,  können  keine,  eine  oder  zwei  gerade  Punktreihen  von  Koin- 
zidenzpunkten besitzen  und  mithin  von  der  Klasse  ^,  — ^- 
oder  —~ —   sein.     S.  Bertini,   Ann.  di  Mat.   (2)   8,   11,   146 

(1877),  der  bewiesen  hat,  daß  jede  Jonquidressche  Invo- 
lution durch  eine  Cremonasche  Transformation  ableitbar  ist  aus 
der  involutorischen  Homologie  oder  einer  Jonquidr esschen 
Involution  von  einer  gewissen  Ordnung  p  -{-  2  (i?  >  0),  mit  2p  -{■  2 
getrennt  liegenden  einfachen  Fundamentalpunkten  und  einer  Koin- 
zidenzkurve von  der  Ordnung  p  -\-  2  und  dem  Geschlecht  p,  die 

Pascal,  Bepertorium.  II.  2.  Aufl.  24 
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einen  einzigen  p- fachen  Punkt  in  dem  (p  -f-  1)- fachen  PunJcte  der 
Transformation  besitzt. 

Diese  Behandlung  ist  von  Bertini,  Ann.  di  Mat.  (2)  8, 
244  (1877),  Lomb.  Ist.  Eend.  (2)  13,  443  (1880),  auf  alle  In- 
volutionen ausgedehnt  worden,  indem  er  die  Typen  suchte,  auf 
die  sich  eine  beliebige  Involution  (vom  Grad  2)  durch  eine 
Cr emo nasche  Transformation  zurückführen  läßt.  Für  diese 
Typen  fand  er,  unter  der  Voraussetzung  getrennt  liegender  Funda- 
mentalpunkte,  die  folgenden:  a)  die  involutorische  Homologie^ 
b)  die  soeben  genannte  Jonquieressche  Transformation,  c)  eine 
Involution  der  Ordnung  8  mit  sieben  dreifachen  Fundamental- 
punkten, die  eine  durch  die  sieben  Fundamentalpunkte  doppelt  hin- 
durchgehende Koinzidenzkurve  6.  Ordnung  besitzt,  d)  eine  Involution 
der  Ordnung  17  mit  acht  sechsfachen  Fundamentalpunkten,  die  eine 
durch  die  acht  Fundamentalpunkte  dreimal  hindurchgehende  Koin- 
zidenzkurve 9.  Ordnung  besitzt. 

Der  Fall  c)  wird  gefunden,  wenn  man  die  Paare  der  letzten 
Schnittpunkte  aller  Kurven  3.  Ordnung  ermittelt,  die  durch  sieben 
feste  Punkte  gehen  (Geiser,  J.  f  Math.  67,  78  (1867),  vgl. 
auch  Milinowski,  ebenda  77,  263  (1874)),  der  Fall  d),  indem 
man  die  Punktepaare  sucht,  die  den  Kurven  6.  Ordnung  mit  acht 
festen  Doppelpunkten  eine  einzige  Bedingung  auferlegen. 

Daß  jede  der  vorstehenden  Involutionen  rational  ist,  d.  h.  daß 
jede  eine  zweideutige  ebene  Transformation  im  Gefolge  hat,  ergibt 
sich  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  zitierten  Arbeiten,  Noether, 
Erlanger  phys.  med.  Soc.  Ber.  1878,  Castelnuovo-Enriques, 
Bend.  Circ.  M.  14,  290  (1900).  Einen  algebraischen  Beweis 
gab  auch  Lüroth,  Bationale  Flächen  und  invol.  Trans  f.,  Frei- 
burg 1889,  einen  geometrischen  Bertini,  Lomh.  Ist.  Bend.  (2) 
22,  771  (1889). 

Der  allgemeine  und  vollständige  Beweis  für  den  Satz,  daß 
jede  ebene  Involution  von  beliebigem  Grade  D  rational  ist,  d.  h. 
daß  ihre  Gruppen  von  D  Punkten  sich  eindeutig  auf  die  einzelnen 
Punkte  einer  Ebene  beziehen  lassen,  wurde  von  Castelnuovo 
gegeben,  Math.  Ann.  4:4,  125  (1894).  Es  sind  indessen  für 
D  >•  2  die  irreduziblen  Typen,  auf  die  sich  diese  Involutionen 
durch  eine  Cremonasche  Transformation  zurückführen  lassen, 
noch  nicht  angegeben  worden. 

Einige  Eigenschaften  der  Involutionen  von  beliebigem  Grade 
hat  Chizzoni  gefunden,  Born  Acc.  Line.  Mem.  (3)  19,  301 
(1884);  die  Involutionen  der  Klassen  0  und  1  ermittelte  F er retti, 
Bend.  Circ.  M.  17,  311  (1903). 
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Die  Involutionen  sind  ein  besonderer  Fall  der  zyMischen 
Cr emona sehen  Transformationen  vom  Index  (tt,  die  /u-mal  nach- 
einander ausgeführt  jeden  Punkt  in  seine  ursprüngliche  Lage 
zurückbringen.  Diese  behandelte  S.  Kantor,  zuerst  Wien.  Ber.  82, 
237  (1880)  für  die  Ordnung  2  und  allgemein  C.  R.  100,  343 
(1885),  NapoU  ÄUi  (2)  1  (1888),  4  (1891)  (im  Auszug  J.  f. 
Math.  114,  50  (1895)),  Acta  Math.  19,  115  (1894). 

Doehlemann,  Math.  Ann.  39,  567  (1891),  und  Castel- 
nuovo,  Born  Acc.  Line.  Bend.  (5)  1\  47  (1892),  haben  die 
Cremo naschen  Transformationen  einer  Ebene  in  sich,  die  eine 
gegebene  irreduzible  Koinzidenzkurve  y  besitzen,  untersucht,  und 
der  letztere  hat  nachgewiesen,  daß,  wenn  das  Geschlecht  von  y  >  1 
ist,  die  Transformation  durch  eine  Cremonasche  Transformation 
auf  eine  Jonquieressche  zurückgeführt  werden  kann  oder  eine 
zyklische  Transformation  vom  Index  2,  3  oder  4  ist. 


§  6.  Algebraische  Korrespondenzen  («,  ß)  zwischen 
zwei  Ebenen. 

Von  den  allgemeinen  algebraischen  Korrespondenzen  (a,  ß) 
weiß  man  noch  sehr  wenig.  Untersucht  sind  nur  von  Ch.  Wiener, 
Math.  Ann.  3,  11  (1871),  die  besonderen  Transformationen,  die 
aus  der  Seydewitz sehen  Konstruktion  für  die  quadratischen 
Verwandtschaften  (s.  §  2)  hervorgehen,  wenn  man  die  Strahlen- 
büschel durch  Büschel  von  Kurven  beliebiger  Ordnung  ersetzt; 
ferner  von  Marletta,  Bend.  Cire.  M.  17,  173,  371  (1903),  die 
quadratischen  und  kubischen  Transformationen  (2,  2),  die  den 
Geraden  der  Ebene  Kegelschnitte  und  Kurven  3.  Ordnung  zuweisen, 
und  von  Visalli,  Bend.  Circ.  M.  3,  165  (1889),  und  Burali- 
Forti,  ibid.  5,  91  (l89l),  einige  besondere  Fälle  von  solchen 
zwei -zweideutigen  quadratischen  Transformationen. 

Wenn  die  beiden  Ebenen  zusammenfallen,  so  gilt  das  folgende 
Karrespondenzprinzip  in  der  Ebene,  das  von  Salmon  (s.  Salmon- 
^iedler,  Baumgeometrie  II,  3.  Aufl.  1880,  S.  615)  für  Korrespon- 
lenzen  mit  nur  isolierten  Koinzidenzpunkten  und  vollständig  von 
ieuthen,  C.  B.  78,  1553  (1874),  gegeben  wurde: 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  veränderliche  Punicte  x,  y  in  einer 

Igebraischen  Korrespondenz  (a,  ß)  einander  derart  entsprechen,  daß 

führend  x  eine  Gerade  durchläuft,  die  ß  entsprechenden  Punkte 

eine  Kurve  von  der  Ordnwng  y  beschreiben,  und  wenn  man  mit 

die  Ordnung  der  Koinzidenzkurve,  mit  e  die  Klasse  der  Enve- 

24* 
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loppe  aller  Geraden,  welche  die  PunUe  der  Koinzidenzkurva  mit 
ihren  unendlich  henachharten  entsprechenden  Punkten  verbinden, 
bezeichnet,  so  ist  die  Zahl  der  isolierten  KoinzidenzpunJde  gleich 

a  -\-  ß  -\-  y  —  ö  —  e. 

Vgl,  hierüber  auch  Schubert,  Math.  Ann.  10,  50  (1876)  und 
Kalkül,  S.  45. 

Severi,  Torino  Mem.  (2)  50,  90  (1901),  hat  die  Formel 
von  Kantor,  Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  27,  713  (1894),  für  die  An- 
zahl der  zyklischen  Gruppen  einer  birationalen  Korrespondenz, 
auf  beliebige  Korrespondenzen  (a,  ß)  ausgedehnt. 


Kapitel  XVII. 
Allgemeine  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung. 

Von  G.  Giraud  in  Turin. 


§  1.   Grundeigenschaften.    Steinersche  Polygone. 

Eine  Kurve  3.  Ordnung  c^  kann,  wie  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  algebraisclien  Kurven  hervorgeht,  höchstens  einen 
Doppelpunkt  haben,  ohne  zu  zerfallen.  Wir  wollen  uns  in  diesem 
Kapitel  nur  mit  den  Kurven  3.  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  be- 
fassen, obwohl  manche  der  ausgesprochenen  Sätze  auch  für  solche 
Kurven  gültig  bleiben,  die  einen  singulären  Punkt  besitzen. 

Wir  wollen  als  grundlegend  für  die  Theorie  der  Kurven 
3.  Ordnung  sofort  die  folgenden  Lehrbücher  anführen,  die  im  Ver- 
lauf des  Kapitels  mit  einfacher  Nennung  des  Verfassers  zitiert 
werden  sollen: 

Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen 
Kurven, 

Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  analytiscJte  Geo- 
metrie, 1.  Teil:  Ebene  Geometrie,  1876. 

Durege,  Die  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung,  1871.  (Ein- 
fach analytisch.) 

Schröter,  Die  T/icorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordnung,  1888, 
(Rein  synthetisch.) 

Cremona,  Introdusione  ad  una  teoria  gcometrica  delle  curve 
piane,  1861,  deutsch  von  Curtze. 

Unter  den  neueren  Werken  seien  die  elementaren  Lehrbücher 
genannt: 

Basset,  An  elementary  treatise  on  cubic  and  quartic  curves, 
1901, 

Dumont,  Introduction  ä  la  geome'trie  des  courbes  du  troi- 
sieme  ordre,  1904. 

Eine  allgemeine  Cg  ist  von  der  6.  Klasse,  vom  Geschlecht  1 
und  hat  neun  Wendepunkte.     Die  allgemeine  Gleichung  einer  Cg 
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enthält  zehn  Koeffizienten,  sie  hängt  sonach  von  neun  unabhängigen 
Parametern  ab,  und  eine  Cg  ist  durch  neun  heliebig  angenommene 
Punkte  bestimmt.  Hierbei  ist  aber  ein  Ausnahmefall  auszuschließen. 

Durch  acht  Punkte  gehen  nämlich  unendlich  viele  Cg  hindurch, 
diese  bilden  ein  Büschel  und  haben  alle  einen  und  denselben  neunten 
Punkt  miteinander  gemein.  Die  neun  Grundpunkte  eines  Büschels 
heißen  assoziierte  Punkte.  Eine  Cg,  die  durch  acht  beliebige  von  neun 
assoziierten  Punkte  geht,  geht  von  selbst  auch  durch  den  neunten 
und  ist  erst  nach  Hinzunahme  eines  zehnten  Punktes  eindeutig 
bestimmt.  Hieraus  folgt,  daß  tvenn  die  drei  Seiten  eines  Dreiscits 
eine  Cg  in  neun  Punkten  schneiden,  von  denen  sechs  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  die  übrigen  drei  auf  einer  Geraden  enthalfen  sind,  und 
umgekehrt.  Weiter  folgt,  daß  wenn  A,  B,  C  drei  Punkte  der  Cg 
sind,  die  in  gerader  Linie  liegen,  und  A',  B',  C  drei  weitere  eben- 
solche Punkte,  die  Verbindungslinien  AA',  BB' ,  CG'  die  Kurve 
wieder  in  drei  Punkten  einer  Geraden  schneiden. 

Auf  einer  Geraden  durch  einen  der  Grundpunkte  eines  Cg- 
Büschels  bilden  die  weiteren  Schnittpunkte  mit  den  Kurven  des 
Büschels  die  Punldepaare  einer  Involution  (Schröter,  S.  89). 

Wenn  man  von  einem  Punkte  P  einer  Cg  die  vier  anderswo 
berührenden  Tangenten  an  die  Kurve  legt  und  das  vollständige 
Viereck  betrachtet,  das  diese  Punkte  zu  Ecken  hat,  so  liegen  auch 
die  Diagonalpunkte  dieses  Vierecks  auf  der  Kurve  und  die  Tan- 
genten, die  in  ihnen  und  im  Punkte  P  die  Cg  berühren,  treffen 
sich  wieder  in  einem  Punkte  der  Kurve  (Cremona,  Art.  146). 
Wenn  man  tvieder  von  einer  der  Ecken  des  vollständigen  Vierecks 
die  vier  anderswo  berührenden  Tangenten  an  die  Cg  legt,  so  hat 
das  Viereck  der  vier  neuen  Berührungspunkte  die  drei  übrigen 
Ecken  des  ursprünglichen  Vierecks  zu  Diagonalpunkten  (Schröter, 
S.  108).  Die  anderswo  berührenden  Tangenten,  die  man  an  die 
Cg  aus  den  Punkten  der  Kurve  selbst  legt,  haben  immer  dasselbe 
Doppclverhältnis,  wenn  man  bei  den  Wendepunkten  die  Wendetan- 
gente mit  zu  den  andersivo  berührenden  Tangenten  rechnet.  Dies 
ist  der  Salmonsche  Satz  (J.  f.  Math.  42,  274  (1851)).  Einen 
neuen  Beweis  dafür  gab  Dixon,  Messenger  of  Math.  (2)  26,  53 
(1896).  Das  konstante  Doppel  Verhältnis  ist  eine  Invariante  der 
Cg  und  heißt  ihr  Doppelverhältnis. 

Zwei  Cg,  denen  dasselbe  Doppelverhältnis  zukommt,  lassen 
sich  kollinear  ineinander  transformieren,  und  umgekehrt. 

Für  eine  reelle  Cg  ist  das  Doppelverhältnis  reell,  wenn  die  vier 
Tangenten  alle  reell  oder  alle  (paarweise  konjugiert^  imaginär  sind; 
es  wird  eine  komplexe  Zahl  vom  Modul  1  oder  die  reelle  Zahl  —  1, 
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lenn  von  den  vier  Tangenten  zwei  reell  und  zwei  Jconju^ert  ima- 
ginär sind,  und  danach  zerfallen  die  c^  in  zwei  Kategorien,  von 
denen  die  eine  aus  zweizügigen,  die  andere  aus  einzügigen  Kurven 
besteht.  Ist  das  Doppelverhältnis  gleich  —  1,  so  heißt  die  Cg 
harmonisch.  Es  gibt  zwei  Arten  harmonischer  Kurven:  die  der 
einen  Art  bestehen  aus  einem  Ast,  die  der  anderen  aus  zwei 
Ästen.  Ist  das  Doppelverhältnis  gleich  einer  imaginären  dritten 
Wurzel  der  negativen  Einheit,  so  heißt  die  Kurve  ägurnnhar- 
monisch. 

Die  16  SchnittpunMe  der  zwei  Quadrupel  von  Tangenten,  die 
sich  aus  zwei  Punkten  der  c^  an  sie  legen  lassen,  liegen  zu  vier 
und  vier  auf  vier  Kegelschnitten,  die  durch  jene  beiden  Kurven- 
punkte hindurchgehen  {Hart scher  Satz,  vgl.  Salmon,  J.  f.  Math. 
42,  275  (1851)). 

Der  Punkt,  in  dem  die  an  die  Cg  in  einem  Punkte  P  gelegte 
Tangente  außerdem  schneidet,  heißt  der  Tangentialpunkt  von  P. 
Wenn  man  von  einem  Punkte  P  der  Kurve  die  vier  anderswo  be- 
rührenden Tangenten  an  sie  legt,  so  schneidet  jeder  Kegelschnitt, 
der  durch  die  vier  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  geht,  die 
Cg  außerdem  noch  in  zwei  Punkten,  die  mit  dem  Tangentiälpunkte 
von  P  in  gerader  Linie  liegen  (Schröter,  S.  108).  Der  Punkt  P, 
sein  Tangentialpunkt,  die  Berührungspunkte  der  vier  durch  P  ge- 
legten Tangenten  und  die  drei  Diagonalpunkte  des  vollständigen 
Vierecks,  das  die  vier  Berührungspunkte  bestimmen,  bilden  zu- 
sammen neun  assoziierte  Punkte. 

Die  TangentialpumMc  der  Punkte,  in  denen  die  Cg  von  einer ( 
Geraden  getroffen  wird,  liegen  wieder  auf  einer  Geraden,  der  6e-S 
gleitenden  Geraden  der  ersteren.  Dieser  Satz  rührt  von  Maclaurin  \ 
her,  vgl.  Jonquieres,  Melanges  de  ge'om.  1856,  p.  223.  Insbe-  | 
sondere  schneiden  die  drei  Asymptoten  (Tangenten  in  den  un-  ] 
endlich  fernen  Punkten)  die  Kurve  außerdem  in  drei  Punkten  I 
einer  Geraden,  wie  es  schon  Poncelct  bewiesen  hat,  J.  f.  Math.  8,  \ 
130  (1832). 

Diese  Gerade  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  Entfernung  irgend- 
eines Kurvenpunktes  von  ihr  zu  dem  Produkt  der  Abstände  dieses 
Punktes  von  den  drei  Asymptoten  in  einem  konstanten  Verhältnis  . 
steht  (Salmon-Piedler,  S.  167). 

Der  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  ihrer  begleitenden  Ge- 
raden heißt  der  begleitende  Punkt  der  ersteren  Geraden. 

Eine  beliebige  Gerade  der  Ebene  ist  begleitende  Gerade  von 
16  Geraden  (Dumont,  p.  73). 

Die  Tangentiälpunkte  von  drei  Punkten,  in  denen  ein  dreifach 
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berührender  Kegelschnitt  die  Cg  berührt^  liegen  in  gerader  Linie 
(Durege,  S.  136). 

Wenn  bei  einem  der  Cg  einbeschriebenen  Dreieck  die  Tan- 
gentiälpunkte  zweier  Ecken  den  gegenüberliegenden  Seiten  ange- 
hören^ so  gilt  das  gleiche  auch  für  die  dritte  Ecke  (Durege, 
S.  289). 

Die  Tangentialpunkte  von  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes 
liegen  wieder  auf  einem  Kegelschnitt  (Ci-emona,  Art.  145). 

Ist  ein  vollständiges  Yierseit  einer  Cg  einbeschrieben,  so  be- 
sitzen je  zwei  gegenüberliegende  Ecken  denselben  Tangentialpunkte 
d.  h.  die  Paare  der  Tangenten  in  den  Gegenecken  schneiden  sich 
in  drei  Punkten  der  Kurve  selbst.  Umgekehrt  wenn  eine  Cg  durch 
fünf  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  geht  und  zwei  Gegenecken 
des  letzteren  denselben  Tangentialpunkt  besitzen,  so  geht  sie  auch 
durch  die  sechste  Ecke,  und  auch  die  anderen  beiden  Paare  von 
Gegenecken  besitzen  denselben  Tangentialpunkt  (Cayley,  J.  de 
Math.  (1)  9,  286  (1844)). 

Wenn  man  von  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  einer 
Cg  je  eine  anderswo  berührende  Tangente  an  die  Kurve  legt,  so 
^  schneiden  die  Geraden,  welche  die  drei  Berührungspunkte  dieser 
Tangenten  paarweise  verbinden,  die  Kurve  außerdem  in  drei  Punkten 
einer  geraden  Linie,  oder  die  drei  Berührungspunkte  liegen  selbst 
in  gerader  Linie. 

Die  Berührungspunkte  der  dreimal  vier  Tangenten,  die  von 
drei  in  gerader  Linie  angenommenen  Kurvenpunkten  ausgehen, 
lassen  sich  auf  16  verschiedene  Arten  zu  Tripeln  in  gerader 
ik  \  Linie  liegender  Punkte  zusammenfassen ,  es  entsteht  so  eine  Kon- 
figuration von  12  Punkten  und  16  Geraden,  von  welch  letzteren 
vier  durch  jeden  der  Punkte  gehen  und  jede  drei  der  Punkte 
enthält.  Vgl.  Hesse,  J.  f  Math.  36,  143  (1848),  Werke, 
S.  155.  Andere  Eigenschaften  der  Tangenten  einer  Cg,  die  an 
drei  in  gerader  Linie  liegende  Kurvenpunkte  anknüpfen,  findet  man 
man  bei  Caporali,  Memorie  di  Geometria  1888,  p.  338,  und 
Mangeot,  Bull.  Soc.  Math.  21,  44  (1893). 

Man  nehme  auf  der  Cg  zwei  Punkte  P,  P'  fest  an,  verbinde 
einen  dritten  Kurvenpunkt  A^  mit  P  und  nenne  Ä^  den  dritten 
Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie  mit  der  Kurve,  ferner  A^ 
den  dritten  Schnittpunkt  für  die  Linie  A^P',  A^  für  A^P  usw., 
so  sind  zwei  Fälle  möglich,  die  ein  Satz  von  Steiner,  J.  f. 
Math.  32,  182  (1846),  Werke  H,  369,  sondert:  entioeder  schließt 
die  Reihe  sich  nie,  wie  man  auch  den  Punkt  A^  auf  der  Kurve 
wählt,  oder  sie  schließt  sich  immer  nach  derselben  Zahl  2w  von 
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Yerhindimgslinien.  Das  dann  entstehende  Polygon  heißt  ein 
Steinersches  Polygon^  und  von  den  Punkten  P,  P'  sagt  man,  sie 
bilden  ein  Steinersches  Paar  der  Ordnung  n.  Über  die  Steiner- 
schen  Polygone  s.  Clebsch,  /.  f.  Math.  63,  94  (1864),  Schoute, 
/.  f.  Math.  95,  105,  317  (1883),  Küpper,  Math.  Ann.  24,  1 
(1884),  Czuber,  J.  f.  Math.  lU,  312  (1894). 

Ein  verwandtes  Theorem  gab  Steiner,  I.e.  (^Werke  11,  369), 
das  sog.  Verdoppelungstheorem:  Wenn  P,  Q  die  Punkte  eines 
Steiner  sehen  Paares  ton  der  Ordnung  n  sind  und  R  der  dritte 
Schnittpunkt  der  Linie  PQ  mit  der  Kurve  ist,  ferner  S  der  Be- 
rührungspunkt einer  von  B  an  die  Kurve  gelegten  Tangente,  so 
bilden  PS  und  QS  Steinersche  Paare  von  dir  Ordnung  2n. 

Bilden  die  Tang entialpunkie  zweier  Kurvenpunkte  ein  Steiner- 
sches Paar  n^^''  Ordnung,  so  bilden  die  letzteren  Punkte  selbst  ein 
Paar  2w'*''  Ordnung  (Schröter,  §  31). 

Wenn  PP\  P'P^  zwei  eigentliche  Steinersche  Paare  von  den 
Ordnungen  m  und  n  sind,  d.  h.  zwei  Paare,  die  nicht  gleichzeitig 
Paare  von  niedrigerer  Ordnung  sind,  so  bilden  P,  P^  im  allgemeinen 
ein  eigentliches  Steinersches  Paar,  dessen  Ordnung  das  kleinste 
Vielfache  vonmund  n  ist.  Umgekehrt,  wenn  P,Pi ein  eigentliches  Stei- 
nersches Paar  von  der  Ordnung  m  •  n  bilden  und  m,  n  relativ  prim 
sind,  so  läßt  sich  ein  Kurvenpunkt  P'  finden  derart,  daß  PP'  und 
P'  P^  eigentliche  Paare  von  den  Ordnungen  m  und  n  bilden.  Diese 
und  andere  Sätze  über  Steinersche  Polygone  gab  Martinetti, 
Bendic.  Circ.  Mat.  Pal.  5,  109  (1891). 

Wenn  man  ein  Steinersches  Paar  aus  einem  Kurvenpunkt 
projiziert,  so  erhält  man  auf  der  Kurve  ein  zweites  Steinersches 
Paar  von  der  gleichen  Ordnung. 

Zwei  Punkte,  die  denselben  Tangentialpunkt  besitzen,  liefern 
immer  ein  Steinersches  Viereck. 

Sind  Pj,  Qi  die  Tangenti alpunkte  von  P,  Q  und  der  Schnitt- 
pxnkt  S  der  Geraden  PQ^  und  QP^  liegt  auf  der  Kurve,  so  liefern 
die  Punkte  P,  Q  ein  Steinersches  Sechseck. 

Andere  Fragen,  welche  die  ein-  und  umschriebenen  Poly- 
gone einer  Cg  betreffen,  sind  behandelt  von  Picquet,  J.  e'c.  polyt. 
54,  31  (1884),  de  Vries,  Arch.  nc'erl.  25,  1  (1892),  H.  S.  White, 
Ann.  ofMath.  (2)  7,  172  (1906),  Oppenheimer,  Monatsh.  f.  M. 
18,  71  (1907). 
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§  2.    Polarentlieorie.    Hessesclie  und  Cayleyscke  Kurve. 
Melirfache  Berührungen. 

Jeder  Punkt  der  Ebene  besitzt  bezüglich  einer  Cg  einer 
FölarTiegelschnitt  als  erste  Polare.  Liegt  der  PunJä  auf  der  Cg ,  s( 
geht  der  PolarJcegelschnitt  durch  ihn  hindurch  und  berührt  in  ihn 
die  Cg,  der  Kegelschnitt  geht  ferner  durofi  die  Berührung spunktt 
der  vier  anderswo  berührenden  Tangenten,  die  sich  durch  den  PunJc 
legen  lassen.  Allgemein  liegen  die  Berührungspunkte  der  sechi 
Tangenten,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  gehen 
auf  dem  Polarkegelschnitte  dieses  Punktes. 

Die  Polare  des  Punktes  bezüglich  dieses  Kegelschnittes  heiß' 
die  ziveite  Polare  oder  gerade  Polare  des  Punktes  bezüglich  der  Cg 

Satz  von  Cotes.  Ist  P  der  Punkt  und  nennt  man  Ä,  B,  C 
die  SchniftpunJcte  einer  Geraden  durch  P  mit  der  Cg,  so  ist  du 
zweite  Polare  der  Ort  der  Punkte  Q,  ivelche  der  Belation  genügen 

PQ       PA^  PB  ^  PC 

(Schröter,  S.  216). 

Nimmt  man  auf  der  zweiten  Polaren  eines  Punktes  P  einet 
Punkt  0  an,  so  geht  die  erste  Polare  von  0  durch  P,  nimmt  mat 
umgekehrt  auf  der  ersten  Polare  von  P  einen  Pu/nkt  Q  an,  si 
geht  die  zweite  Polare  von  Q  durch  P  (Schröter,  S.  188). 

Sind  A  und  B  zwei  Punkte  einer  Cg,  so  liegen  die  Pole  de^ 
Geraden  AB  bezüglich  der  vier  durch  A  und  B  gehenden  Kegel 
schnitte,  die  aus  dem  Hartschen  Satz  folgen  (vgl.  §  l),  auf  dei 
^'g,  die  in  ihnen  von  vier  durch  einen  Punkt  C  gehenden  Gerader 
berührt  wird.  Dieser  Punkt  C  ist  der  dritte  Schnittpunkt  der  Ge 
raden  J.^  mit  der  Kur-ve,  Die  Pole  der  Geraden  J.jB  bezüglich  irgend 
drei  dieser  Kegelschnitte  sind  die  Diagonalpunkte  des  vollstän 
digen  Vierecks,  dessen  Ecken  die  vier  Punkte  auf  dem  vierter 
Kegelschnitte  sind  (Salmon,  J.  f  Math.  42,  276  (1851)). 

Die  sechs  Tangcntialpunkte  der  Berührungspunkte  von  sechi. 
cus  einem  Punkte  P  an  die  Cg  gelegten  Tangenten  liegen  ebensi 
wie  die  Berührungspunkte  selbst  auf  einem  Kegelschnitte,  der  dei 
begleitende  oder  beigeordnete  Kegelschnitt  des  Punktes  P  bezüglicl 
der  Cg  heißt. 

Der  begleitende  Kegelschnitt  berührt  den  Polarkegelschnitt,  au] 
dem  die  Berührungspunkte  der  sechs  Tangenten  liegen,  in  der 
beiden  Punkten,  in  denen  dieser  von  der  geraden  Polaren  getroffer 
wird  (Slawjk,  Diss.  Breslau  1872,  Milinowski,  J.f.  Math 
89,  145  (1880)). 
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Wenn  man  von  einem  Punkte  0  die  Tangenten  an  den 
Polarkegelschnitt  eines  Punktes  0'  legt  und  von  0'  die  Tangenten 
an  den  Polarkegelschnitt  von  0,  so  liegen  die  vier  Berührungs- 
punkte auf  einer  Geraden,  der  gemischten  Polaren  der  Punkte 
0,  0'  (Cremona,  Art.  130). 

Die  geraden  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  g  umhüllen 
•einen  Kegelschnitt,  der  die  Polokonik  (Cremona),  konische  Polare 
{Salmon)  oder  Lineopolar - Enveloppe  (Cayley)  der  Geraden  g 
heißt. 

Wenn  Q  und  Q'  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g  mit  ihrer 
Polokonik  sind,  so  berührt  der  Polarkegelschnitt  von  Q  die  Gerade 
(/  in.  Q\  und  umgekehrt.  Die  Polokonik  einer  Geraden  ist  der  Ort 
aller  Punkte,deren  Polarkegelschnitte  die  Gerade  &emÄrew(Schröter, 
S.  202). 

Gemischte  Polokonik  zweier  Geraden  g  und  g'  heißt  der  Ort 
der  Punkte,  für  deren  Polarkegelschnitt  g  und  g'  konjugierte  Ge- 
rade sind  (Cremona,  Art.  136). 

Die  Polarkegelschnitte  aller  Punkte  der  Ebene  bilden  ein 
Kegelschnittnetz.  Zwei  Kegelschnittbüschel  des  Netzes  haben  einen 
Kegelschnitt  gemein,  dieser  ist  die  Polare  des  Schnittpunktes  der 
beiden  Geraden,  deren  Punkte  die  Kegelschnitte  der  beiden  Büschel 
zu  Polaren  haben.  Die  Jacobische  Kurve  und  die  Steinersche 
Kurve  dieses  Netzes  fallen  in  eine  einzige  Kurve  3.  Ordnung  zu- 
sammen, yrelche  die  Hessesche  Kurve  der  Cg  heißt,  nach  Hesse, 
J.  f.  Math.  28,  97  (1844),  Werke,  S.  123. 

Konjugierte  Pole  dieser  Hess  eschen  Kurve  heißen  zwei  Punkte 
jP,  P\  die  bezüglich  aller  Kegelschnitte  des  Netzes  konjugiert  sind. 
Zwei  konjugierte  Pole  besitzen  immer  denselben  Tangentialpunkt, 
and  dieser  ist  der  konjugierte  Pol  zu  dem  dritten  Schnittpunkt  der 
Linie  PP'  mit  der  Kurve  (Cremona,  Art.  133). 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Punktes  P  der  Hesseschen  Kurve 
bezüglich  der  ursprünglichen  c^  zerfällt  in  zwei  Gerade,  die  sich  in 
dem  konjugierten  Pole  P'  von  P  schneiden. 

Greift  man  aus  dem  Kegelschnittnetz  drei  beliebige  Kurven, 
die  keinem  Büschel  angehören,  heraus,  so  haben  je  zwei  von  ihnen 
vier  gemeinsame  Tangenten,  die  ein  vollständiges  Vierseit  be- 
stimmen; die  18  Eckpunkte  der  drei  Vier  seile,  die  man  so  erhält, 
liegen  alle  auf  einer  Kurve  3.  Ordnung  und  bilden  auf  ihr  neun 
Paare  konjugierter  Punkte  (Schröter,  S.  35). 

Die  Verbindungslinien  der  Paare  konjugierter  Punkte  um- 
hüllen eine  Kurve  3.  Klasse  6.  Ordnung,  welche  die  Cayleysche 
Kurve  heißt  nach  Cayley,  J.  de  Math,  (l)  9,  290  (1844),  Papers 
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I,  187,  sie  ist  mit  der  Enveloppe  der  Geraden,  in  die  die  Polar- 
kegelscJinitte  der  Punkte  auf  der  Hesseschen  Kurve  zerfallen, 
identisch. 

Zwei  konjugierte  Pole  werden  harmonisch  getrennt  von  dem 
Punkte,  in  dem  ihre  Verbindungslinie  die  Hessesche  Kurve  zum 
drittenmal  trifft,  und  dem  Punkte,  in  dem  diese  Gerade  die  Cayley- 
sche  Kurve  berührt  (Cayley,  Phil.  Trans.  147,  425  (1857), 
Paper s  II,  390). 

Die  drei  Tangenten.,  die  man  von  einem  Punkte  P  der  Hesse- 
schen  Kurve  an  die  Cayleysche  Kurve  legen  kann,  bestehen  aus 
der  Geraden,  die  den  Punkt  P  mit  seinem  konjugierten  Pole  P' 
verbindet,  und  den  beiden  Geraden,  in  die  der  Polarkegclschniti 
von  P'  zerfällt  (Cremona,  Art.  133). 

Auf  der  Hess  eschen  Kurve  liegen  die  Diagonalpunkte  und 
die  Cayleysche  Kurve  berühren  die  Seiten  der  vollständigen  Vier- 
ecke, in  deren  Ecken  sich  die  Polarkegelschnitte  der  Punkte  einer 
Geraden  schneiden  (Cremona,  Art.  133). 

Die  Hessesche  Kurve  ist  der  Ort  der  Punkte,  in  denen  sicli 
die  Geraden  der  zerfallenden  Polokoniken  schneiden,  und  wird 
gleichzeitig  von  diesen  selben  Geraden  umhüllt,  während  die 
Cayleysche  Kurve  von  den  Geraden  umhüllt  wird,  auf  die  sich 
diese  Polokoniken  beziehen  (Cayley,  Pldl.  Trans.  147,  432).  Di« 
Hessesche  Kurve  ist  der  Ort  der  begleitenden  Punkte  dieser  die 
Cayleysche  Kurve  berührenden  Geraden  (Cremona,  Art.  138) 

Man  kann  die  Cayleysche  Kurve  auch  definieren  als  die 
Enveloppe  der  gemischten  Polare  zweier  Punkte  auf  der  Hesse- 
schen Kurve,  von  denen  der  eine  der  Tangentialpunkt  des  anderer 
ist  (Cayley,  Phil  Trans.  147,  439). 

Die  Hessesche  und  die  Cayleysche  Kurve  entsprechen  ein- 
ander reziprok,  worüber  zu  vergleichen  Cremona,  Art.  141  und 
Schröter,  S.  43.  Über  ihre  Theorie  und  verwandte  Fragen  s 
auch  Scott,  Phil.  Trans.  185,  247  (1894),  Gordan,  Am.  Math 
S.  Trans.  1,  402  (1900),  Oppenheimer,  Monatsh.  f  M.  12 
219  (1901). 

Andere  Eigenschaften  der  c^,  die  in  gewissem  Sinne  mil 
der  Polarität  in  Beziehung  stehen,  fanden  London,  Math.  Ann 
36,  535  (1890),  Gußfeldt,  Math.  Ann.  2,  65  (1870),  Capo- 
rali,  Memorie  de  geomttria,  1888,  p.  47. 

Im  allgemeinen  gehen  durch  3  m  —  1  Punkte  einer  c,  unend- 
lich viele  Kurven  m*®'  Ordnung,  nur  in  den  Fällen  m=  1,  m  =  2 
existiert  eine  einzige  solche  Linie.  Dies  bleibt  gültig,  wenn  die 
3m—  1  Punkte  sich  in  einem  einzigen  vereinigen,  in  diesem  Fallt 
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ist  der  weitere  Schnitt  der  Kurve  m'^''  Ordnung  mit  der  Cg  bestimmt. 
Für  m  ==  1  findet  man  die  Tangente,  und  der  weitere  Schnitt 
wird  durch  den  Tangentialpunkt  gebildet. 

Für  m  =  2  ergibt  sich  das  Theorem  von  Steiner,  J.  f.  Math. 
32,  303  (1846),  Werlie  II,  379:  In  jedem  ihrer  PunJcte  tvird  eine 
«3  von  einem  Kegelschnitt  filnfpunMig  berührt,  dessen  letzter 
Schnittpunkt  mit  der  Kurve  der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden 
ist,  die  den  Schmieg ungspunkt  mit  dem  Tangentialpunkt  seines 
langentialpunktes  verbindet.  Dieser  Satz  ist  schon  von  Poncelet 
gegeben  worden,  /.  f.  Math.  8,  (1832)  135. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  eine  Cg  in  drei  getrennten  Punkten 
berührt  und  in  diesen  die  fünfpunktig  berührenden  Kegelschnitte 
konstruiert  werden,  so  liegen  die  drei  sechsten  Schnittpunkte  dieser 
Kegelschnitte  auf  einer  Geraden  (Schröter,  S.  273). 

Für  m  =  3  findet  man:  Konstruiert  man  alle  Kurven  3.  Ord- 
nung, die  die  gegebene  Cg  in  einem  und  demselben  Punkte  P  acht- 
punktig  berühren,  so  gehen  sie  alle  durch  den  Punkt  hindurch,  den 
man  findet,  indem  man  zu  P  den  Tangentialpunkt,  von  diesem 
wieder  den  Tangentialpunkt  und  von  dem  gefundenen  Punkte  zum 
drittenmal  den  Tangentialpunkt  konstruiert  (Salmon,  Phil.  Trans. 
148,  535  (1859)). 

Halphen  beschäftigt  sich  in  den  Math.  Ann.  15,  359  (1879) 
mit  den  Punkten,  in  denen  alle  3  m  Schnittpunkte  einer  Kurve 
m*®'  Ordnung  mit  der  Cg  zusammenfallen  können,  also  eine  3wi- 
punktige  Berührung  stattfindet.  Für  m  =  1  ergeben  sich  die  neun 
Wendepunkte,  für  m  =  2  die  sextaktischen  Punkte,  deren  es  27 
gibt,  für  m  =  3  die  Punkte,  die  Halphen  Koinzidenzpunkte  nennt. 
Man  vgl.  auch  Kötter,  Diss.  Berlin  1884,  der  von  Wendepunkten 
zweiter,  dritter  usw.  Stufe  spricht. 

Von  den  Wendepunkten  sind  drei  reell,  sechs  imaginär.  Die 
27  sextaktischen  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  der  geraden  Polaren 
der  Wendepunkte  mit  der  c^\  von  ihnen  sind  neun  reell  und  18 
imaginär.  Die  Gleichung  27.  Grades,  von  denen  ihre  Bestimmung 
abhängt,  ist  ebenso  wie  die  Gleichung  9.  Grades,  welche  die 
Wendepunkte  liefert,  algebraisch  auflösbar  und  auch  vom  rein 
algebraisclien  Standpunkte  aus  bemerkenswert.  Vgl.  Steiner,  J.f. 
Math.  32, 182,  300  (1846),  Werke  II,  369,375,  Plücker,  ebenda 
34,  332  (1847),  Abhdlgn.  I,  404.  Vieles  über  diese  Punkte  findet 
man  bei  Schröter  in  §  32. 
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§  3.    Erzeugung  und  Konstruktion  der  Kurven  dritter 
Ordnung. 

Bezieht  man  ein  Strahlenbüschel  und  ein  Kegelschnittbüschel 
projektiv  aufeinander,  so  erfüllen  die  Schnittpunkte  der  Strahlen 
des  Büschels  mit  den  homologen  Kegelschnitten,  wie  aus  der  allge- 
meinen Theorie  der  algebraischen  Kurven  hervorgeht,  eine  Kurve 
3.  Ordnung. 

Wenn  eine  Cg  durch  neun  Punkte  bestimmt  ist,  so  läßt  sich 
nur  für  den  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  irgendeiner  dieser 
Punkte  wählen,  nicht  aber  für  die  vier  Grundpunkte  des  Kegel- 
schnittbüschels irgendvier  der  übrigen  Punkte.  Sind  aber  vier 
von  diesen  fünf  Punkten  gegeben,  so  bestimmt  sich  der  fünfte  aus 
den  folgenden  Theoremen  (Cremona,  Art.  65): 

Sind  auf  einer  Cg  irgendwie  vier  Punkte  A,  B,  C ,  D  fest- 
gelegt^ so  schneidet  jeder  Kegelschnitt,  der  durch  sie  hindurchgeht^ 
die  Cg  außerdem  in  zwei'  Punkten,  die  mit  einem  festen  Punkte  O 
der  Kurve  in  gerader  Linie  liegen.  Dieser  Punkt  heißt  der  den 
vier  Punkten  gegenüberliegende  Punkt.  Die  Kegelschnitte  durch 
-4,  B,  C,  D  und  die  Strahlen  durch  0  bilden  dann  zwei  projektive 
Büschel.,  welche  die  Cg  erzeugen. 

Legt  man  auf  einer  Cg  willkürlich  drei  Punkte  A,  J5,  C  und 
einen  vierten  Punkt  0  fest.,  so  schneidet  jede  Gerade  durch  0  die 
Cg  in  zwei  anderen  Punkten  derart.,  daß  der  Kegelschnitt.,  der 
durch  sie  und  die  Punkte  A,  B,  C  geht,  noch  einen  festen  Kurven- 
punkt D  enthält.  Die  Kegelschnitte  durch  A,  B,  C,  D  und  die 
Strahlen  durch  0  bilden  dann  zwei  projektive  Büschel,  die  die  Cg 
erzeugen. 

Auf  Grund  dieser  Sätze  kann  man  die  Cg  konstruieren,  die 
durch  neun  gegebene  Punkte  geht  (Chasles,  C  i?.  36,  943  (1853)) 
und  kann  auch  zu  acht  bekannten  Schnittpunkten  zweier  Cg  den 
neunten  konstruieren,  indem  man  den  Satz  benutzt,  daß  ein  Kegel- 
schnitt, der  durch  fünf  unter  den  neun  Schnittpunkten  zweier  Cg 
geht,  auch  durch  den  Ihmkt  geht,  der  den  übrigen  vier  Punkten  auf 
beiden  Kurven  gegenüberliegt.  Vgl.  hierüber  Plücker,  Theorie 
d.  alg.  Kurven,  1839,  S.  56  und  Hart,  Cambr.  Diibl.  Math.  J.  6, 
181  (1851).  Verschiedene  Konstruktionen  dieses  neunten  Punktes, 
die  bloß  das  Lineal  erfordern,  sind  von  London  angegeben, 
Math.  Ann.  36,  585  (1890).  Besondere  Fälle  der  Chaslesschen 
Konstruktion  und  ihre  Anwendungen  sind  behandelt  bei  Durege, 
p.  156,  und  Jonquieres,  Mel.  de  g com.  pure,  p.  182. 
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Eine  andere  Konstruktion  gab  Chasles  (C.  B.  37,  275 
(1853))  auf  Grund  des  Satzes:  Wenn  zwei  Kegel schnitthüschel  aus 
einer  Geraden  die  PunMepaare  derselben  Involution  ausschneiden 
und  dadurch  projeJdiv  aufeinander  besogen  sind,  so  erfüllen  die 
übrigen  SchnittpunJctepaare  entsprechender  Kegelschnitte  eine  Kurve 
3.  Ordnung. 

Die  Graßmannsche  Ei'zeugungsart  der  Cg  ist  gegeben  durch 
den  Satz:  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Cg,  wenn  die  Geraden,  die 
ihn  mit  drei  festen  Punkten  A,  B,  C  verbinden,  drei  feste  Geraden 
a,  &,  c  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie  treffen.  Die  ümkeh- 
rung  des  Satzes,  daß  jede  Cg  sich  auf  diese  Weise  konstruieren 
läßt,  und  zwar,  wenn  Ä,  B,  C  gegeben  sind,  die  Geraden  a,  b,  c 
auf  12  verschiedene  Arten  angenommen  werden  können,  hat 
Clebsch  bewiesen,  Math.  Ann.  5,  425  (1872).  Graßmanns 
Schriften  finden  sich  im  J.  f  Math.  31,  111  (1846),  36,  117 
(1848),  42,  187  (1851),  52,  254  (1856),  vereinigt  in  seinen 
Werken,  Bd.  Jl\ 

Von  Cayley  (/.  de  Math,  (l),  9,  287  (1844),  Papersl,  185) 
rührt  die  Konstruktion  her,  die  auch  Graßmann  angibt  und  die 
aussagt:  Wenn  ein  Punkt  sich  so  bewegt,  daß  die  Geraden,  die  ihn 
mit  drei  Punktepaaren  verbinden,  einer  Involution  angehören,  so 
beschreibt  er  eine  Kurve  3.  Ordnung. 

Vgl.  über  diese  Konstruktionen  Kölmel,  Diss.,  Tübingen 
1886,  und  Whitehead,  A  treatise  on  universal  algebra  I,  1898, 
p.  333. 

Eine  andere  Konstruktion  verdankt  man  Schröter,  Math, 
Ann.  5,  50  (1872).  Sie  beruht  auf  dem  Satz  von  Hesse:  Ver- 
bindet man  zwei  Paare  konjugierter  Pole  der  Cg  auf  doppelte  Art 
über  Kreuz,  so  durchschneiden  sich  die  Verbindungslinien  jedesmal 
auf  der  Kurve,  und  die  beiden  Schnittpunkte  bilden  ein  neues  Paar 
konjugierter  Pole.  Gibt  man  also  nach  Willkür  drei  Punktepaare  als 
Paare  konjugierter  Pole,  so  ist  die  Kurve  bestimmt,  und  es  lassen  sich 
beliebig  viele  Punkte  auf  ihr  linear  konstruieren.  Betreffs  dieser 
Konstruktion  vgl.  auch  Hurwitz,  J.  f  Math.  107,  141  (1891), 
Oppenheimer,  Monatsh.  f.  Math.  16,  193  (1905). 

Eine  weitere  Konstruktion  gründete  Chasles  {J.  de  Math. 
(1)  19,  366  (1854))  auf  den  folgenden  Satz,  der  von  Jonquieres 
herrührt  (0.  B.  45,  326  (1857)):  Nimmt  man  auf  einer  der  vier 
gemeinsamen  Tangenten  einer  Kegelschnittschar  einen  Punkt  0  be- 
liebig an,  legt  von  ihm  die  zweiten  Tangenten  an  die  Kegelschnitte 
der  Schar  und  nimmt  zu  dem  Büschel  dieser  Tangenten  eine  pro- 
jektive gerade  Punktreihe  an,  bringt  man  dann  jede  der  Tangenten 
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ßum  Schnitt  mit  den  Tangenten  desselben  Kegelschnittes  der  Schar 
die  durch  den  der  ersten  Tangente  in  der  PunJctreihe  entsprechendet 
Funkt  gehen,  so  erfüllen  die  SchnittpunJctepaare,  die  man  so  erhält 
eine  c^ .  Diese  geht  durch  0  und  die  Schnittpunkte  der  drei  gemein 
Samen  Tangenten,  auf  denen  0  nicht  liegt,  hindurch. 

Legt  man  aus  ztvei  festen  Punkten  die  Tangentenpaare  ar 
die  Kegelschnitte  der  Schar,  so  schneiden  diese  sich  in  je  zwe 
Punktepaaren,  deren  Ort  eine  Cg  ist  (Schröter,  S.  16). 

Ebenso  wird  eine  c^  erfüllt  von  den  Punkten,  von  denen  aui 
an  drei  beliebig  gegebene  Kegelschnitte  solche  Tangentenpaare  gehen 
die  einer  Strahleninvolution  angehören.  Gehören  die  drei  Kegel- 
schnitte zu  einer  Kegelschnittschar,  so  ist  diese  Bedingung  füi 
alle  Punkte  der  Ebene  erfüllt  (Schröter,  S.  28). 

Über  die  angeführten  und  noch  andere  Konstruktionen  findei 
man  weiteres  bei  Kötter,  Math.  Ann.  38,  287  (1891),  Rohn 
Math.  Ver.  16,  265  (1907). 

§  4.   Die  Konfiguration  der  "Wendepunkte.  Syzygetische 
Büschel.     Kanonische  Gleichung. 

Wie  schon  Mac  Laurin  fand,  haben  die  neun  Wendepunkt 
einer  Cg  eine  solche  Lage,  daß  jede  Gerade,  die  zwei  von  ihnet 
verbindet,  noch  einen  dritten  enthält.  Vgl.  Jonquieres,  Mel.  d( 
geom.  pure,  p.  231. 

Auf  diese  Weise  entstehen  12  Geraden,  die  Wendepunkts 
linien,  von  denen  jede  drei  Wendepunkte  enthält  und  vier  durcl 
jeden  Wendepunkt  gehen.  Diese  Konfiguration  wird  die  Hesse- 
sehe  Konfiguration  genannt,  da  sie  Hesse  zuerst  studiert  hat. 

Die  12  Wendepunktslinien  lassen  sich  derart  in  vier  Tripe! 
teilen,  daß  die  Linien  eines  Tripels  jedeismal  zusammen  alk 
Wendepunkte  enthalten.  Diese  Tripel  bilden  die  syzygetischer, 
Breiseite.  Die  Ecken  dieser  letzteren  bilden  die  Doppelpunkte  da 
zyklischen  Projektivitäten,  iv eiche  auf  den  Wendepunktslinien  du 
drei  auf  ihnen  enthaltenen  Wendepunkte  begründen  (Clebsch,  J 
f.  Math.  63,  120  (1864)).  Die  Doppelpunkte  sind  reell,  wenr 
von  den  Wendepunkten  einer  reell  und  die  anderen  beiden  kon- 
jugiert imaginär  sind,  sie  sind  auf  einer  reellen  Wendepunktslinie 
imaginär,  wenn  die  drei  Wendepunkte  reell  sind. 

Eine  reelle,  singularitätsfreie  Cg  hat  drei  in  gerader  Linie 
liegende  reelle  Wendepunkte,  und  außer  dieser  Wendepunkts- 
linie geht  durch  jeden  reellen  Wendepunkt  nur  noch  eine  reelle 
Wendepunktslinie,  die   außer  dem  reellen  zwei   konjugiert  ima- 
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ginäre  Wendepunkte  enthält.  Die  zwei  weiteren  Wendepunkts- 
linien, die  durch  jeden  reellen  Wendepunkt  gehen,  sind  konjugiert 
imaginär. 

Legt  man  von  einem  Wendepunkte  die  drei  von  der  Wende- 
tangente dieses  Punktes  verschiedenen  Tangenten  an  die  Kurve,  so 
liegen  deren  Berührungspunkte  auf  einer  Geraden,  welche  die  har- 
monische Gerade  des  Wendepunktes  heißt  und  erfüllt  wird  von 
den  Punkten  auf  den  Geraden  durch  den  Wendepunkt,  die  m 
diesem  letzteren  und  den  beiden  weiteren  Schnittpunkten  der  Ge- 
raden mit  der  Kurve  den  vierten  harmonischen  Punkt  bilden 
(Mac  Laurin,  vgl.  Jonquieres,  1.  c.  p.  228). 

Eine  c^  wird  in  sich  transformiert  durch  eine  involutorische 
Homologie  (perspektive  Kollineation) ,  die  zum  Zentrum  einen 
Wendepunkt  und  zur  Achse  die  zugehörige  harmonische  Gerade 
hat.  Wird  umgekehrt  eine  Cg  durch  eine  solche  Kollineation  in 
sich  transformiert,  so  ist  deren  Zentrum  ein  Wendepunkt  der 
Kurve. 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Wendepunktes  verfällt  in  die  Wende- 
tangente und  die  harmonische  Gerade  dieses  Punktes  ('Cremona, 
Art.  140). 

Die  neun  Wendepunkte  werden  durch  die  Hessesche  Kurve 
ausgeschnitten  und  ihre  harmonischen  Geraden  bilden  die  Rück- 
kehrtangenten der  Cayley sehen  Kurve  in  den  neun  Spitzen, 
dabei  sind  die  letzteren  selbst  die  Schnittpunkte  der  harmonischen 
Geraden  mit  der  zugehörigen  Wendetangente  (Cremona,  Art.  141, 
Salmon,  S.  200). 

Drei  Wendepunkte,  die  in  gerader  Linie  liegen,  werden  aus 
einem  beliebigen  Punkte  der  Kurve  auf  die  Kurve  wieder  in  drei 
Punkte  einer  geraden  lAnie  projiziert  (dieser  Satz  rührt  von 
Küpper  her,  vgl.  Durege,  p.  288). 

Die  harmonischen  Geraden  von  drei  in  gerader  Linie  liegen- 
den Wendepunkten  gehen  durch  einen  Punkt,  dieser  und  die 
Ecken  des  Dreiseits,  das  die  Tangenten  in  den  drei  Wendepunkten 
bilden,  sind  die  Grwndpunkte  des  Kegelschnittbüschels,  das  die  ersten 
Polaren  derPunkteÜer  Wendepunktslinie  bilden  (Plücker,  System 
der  anal.  Geom.,  S.  288). 

Die  Punkte,  in  denen  sich  die  harmonischen  Geraden  zu  je 
dreien  begegnen,  sind  die  Ecken  der  vier  syzygctischen  Dreiseite. 
Somit  verteilen  sich  die  12  Ecken  dieser  vier  Dreiseite  zu  je  vieren 
auf  die  neun  harmonischen  Geraden  der  Wendepunkte.  Über  die 
Eigenschaften  dieser  Konfiguration  vgl.  Hesse,  /.  f.  Math.  28, 
97,  38,  257. 

Pascal,  Eepertoriura.   II.  2.  Aufl.  26 
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Wenn  man  durch  einen  Wendepunkt  W  drei  Geraden  be- 
liebig zieht,  so  liegen  die  sechs  weiteren  Schnittpunkte  dieser  Geraden 
mit  der  Kurve  auf  einem  Kegelschnitt.  Jede  Cg,  die  durch  diese 
sechs  Punkte  und  den  PunM  W  geht,  hat  den  letzteren  Punkt  zum 
Wendepunkt  (Salmon,  /.  /.  Math.  39,  (1850)  365). 

Läßt  man  die  drei  Geraden  zusammenfallen,  so  ergibt  sich 
insbesondere:  In  den  weiteren  Schnittpunkten  einer  Geraden  durch 
einen  Wendepunkt  wird  die  Cg  von  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitt dreipunktig  berührt  (Poncelet,  J.  f.  Math.  8,  134 
(1832)). 

Wenn  man  durch  eine  Ecke  eines  syzygetischen  Dreiseits 
eine  beliebige  Transversale  legt,  so  schneidet  sie  die  sechs  har- 
monischen Geraden,  die  nicht  durch  diese  Ecke  gehen,  in  sechs 
Punkten,  die  sich  auf  drei  verschiedene  Arten  als  Punktepaare 
einer  Involution  auffassen  lassen  (Servais,  Brux.  Bullet.  (3) 
20,  456  (1890)). 

Die  sechs  Tangenten,  die  von  einer  Ecke  des  vollständig 
reellen  syzygetischen  Dreiseits  ausgehen,  lassen  sich  auf  drei  ver- 
schiedene Arten  als  Strahlenpaare  einer  Involution  auffassen.  Die 
Doppelstrahlen  dieser  drei  Involutionen  bilden  aufs  neue  Strahlen- 
paare einer  Involution,  die  zu  Doppclstrahlen  die  durch  die  ange- 
nommene Ecke  gehenden  Seiten  des  Dreiseits  hat  (Cremona, 
Giorn.  di  mat.  (1)  2,  85  (1864)). 

Die  neun  Wendepunkte  bestimmen  eine  c^  nicht,  vielmehr  gehen 
durch  sie  die  Kurven  eines  ganzen  Büschels  hindurch,  und  alle 
diese  Kur oen  haben  ihre  neun  gemeinsamen  Punkte  zu  Wendepunkten 
(Hesse,  J.  f.  Math.  28,  107).  Das  Büschel  heißt  ein  syzygeti- 
sches  Büschel.  In  ihm  sind  vier  in  drei  Gerade  zerfallende  Cg  ent- 
halten: die  vier  syzygetischen  Dreiseite.  Jede  Seite  eines  solchen 
Dreiseits  ist  die  zweite  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecke  für  alle 
Kurven  des  syzygetischen  Büschels. 

Die  Hessesche  Kurve  einer  Kurve  des  syzygetischen  Büschels 
gehört  wieder  dem  Büschel  an,  und  jede  Kurve  des  Büschels  ist 
Hessesche  Kurve  von  drei  Kurven  des  Büschels  (Hesse,  J.  f. 
Math.  28,  89).  Somit  kann  (vgl.  §  2)  jede  Cg  als  Hesse- 
sche (Jacobische)  Kurve  von  drei  Kegelschnittnetzen  aufgefaßt 
werden. 

In  einem  syzygetischen  Büschel  sind  vier  (äquianh armenische) 
Kurven  enthalten,  deren  Hessesche  Kurven  die  vier  syzygetischen 
Dreiseite  sind,  und  sechs  (harmonische)  Kurven,  deren  jede  die 
Hessesche  ihrer  eigenen  Hess  eschen  Kurve  ist  (Aronhold,  J.  f. 
Math.  39,  153  (1850)). 
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Die  PolarkcgelscJmiite  eines  Punktes  P  der  Ebene  bezüglich 
aller  Kurven  des  sygygeUschcn  Büschels  bilden  ein  Kegelschniii- 
lüsehel,  dessen  Grundpunlde  die  Berührungspunkte  der  vier  aus  P 
an  die  durch  P  gehende  Kurve  des  syzygetischen  Büschels  gelegten 
anderen  Tangenten  sind  (Cajley,  Phil.  Trans.  147,  443  (1857), 
Papcrs  II,  412). 

Die  geraden  Polaren  eines  Punktes  P  bezüglich  aller  Kurven 
des  syzygetischen  Büschels  bilden  ein  Strahlenlüschel,  dessen 
Mittelpunkt  der  Tangentialpunkt  von  P  für  die  durch  P  gehende 
Kurve  des  Büschels  ist  (Salmon,  Phil.  Trans.  148,  535 
(1859)). 

Die  Cayley sehen  Kurven  der  Cg  eines  syzygetischen  Büschels 
bilden  eine  syzygetische  Schar  von  Kurven  3.  Klasse,  die  zu  ge- 
meinsamen Rückkehrtangenten  die  für  alle  Kurven  des  syzyge- 
tischen Büschels  identischen  harmonischen  Geraden  der  Wende- 
punkte haben. 

Es  gibt  eine  Gruppe  von  216  Kollineationen,  welche  die  Kon- 
figuration der  neunWendepunkte,  d.h.  auch  das  syzygetische  Kurven- 
büschel, in  sich  transformieren. 

Es  gibt  eine  Gruppe  von  18  Kollineationen  (außer  der  Iden- 
tität die  neun  bereits  besprochenen  involutorischen  Perspektiven 
Kollineationen,  ferner  die  acht  ternär  zyklischen  Kollineationen, 
welche  zu  Doppelpunkten  die  drei  Ecken  eines  syzygetischen 
Dreiseits  haben  und  die  "Wendepunkte  auf  dessen  Seiten  zyklisch 
ineinander  transformieren),  die  jede  Kurve  des  syzygetischen 
Büschels  in  sich  transformieren.  Zu  dieser  Gruppe  gehört  jede 
Kollineation,  welche  eine  nicht  zerfallende  Kurve  des  Büschels 
in  sich  transformiert. 

Bezieht  man  die  Gleichung  einer  Cg  in  inhomogenen  pro- 
jektiven Koordinaten  x,  y  auf  ein  Grunddreieck,  von  dem  eine 
Ecke  ein  Wendepunkt  und  die  gegenüberliegende  Seite  die  har- 
monische Gerade  dieses  Wendepunktes  ist,  so  nimmt  sie  die  Form  an : 

y^  =  ax^  -\-  bx^-{-  ex  ■}-  d. 

Deutet  man  in  dieser  Gleichung  x,  y  als  affine  (cartesische) 
Koordinaten,  so  stellt  sie  eine  divergente  Parabel  dar.  Somit 
geht  jede  Kurve  3.  Ordnung  aus  einer  divergenten  Parabel  durch 
Projektion  aus  einer  Ebene  auf  eine  andere  hervor.  Dies  ist 
der  Satz,  von  dem  Newton  (Genesis  curvarum  per  umbras) 
ausging. 

Schreibt  man  die  Gleichung  der  r^  in  homogenen  Koordi- 
dinaten,  die  auf  das  reelle  syzygetische  Dreiseit  bezogen  sind,  so 

25* 
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nimmt  sie  die  Jcanonische  Form  an: 

00-t     ~|~  OCq    ~j~  OCo    ~j~   D  KOCa  CCa  Xo  ■^-^  \J» 

Die  Hesse  sehe  Kurve  hat  dann  die  Gleichung 

X^(x,'+x,'+x,')  -  (1  +  ^l')x,x,Xs  -  0. 
So  zeigt  sich,  daß  beide  Kurven  zu  dem  durch  die  Kurven 

bestimmten  Büschel  gehören.  G-ibt  man  X  alle  möglichen  Werte 
so  erhält  man  alle  Kurven  des  syzygetischen  Büschels,  desser 
Grundpunkte  nach  dem  Vorstehenden  durch  die  drei  Gleichungs 
paare 

x^=0,x^^  +  x^^  =  0;  0^2  =  0,  a;3^+ 3^^3  =  0;   x^  =  0,  x^^-\-x^^  =  { 

bestimmt  werden.    So  erkennt  man,  daß,  wenn  e  eine  imaginäre 
dritte   Einheitswurzel   bezeichnet,   die    Koordinaten    der   Wende- 
punkte einer  Cg,  bezogen  auf  das  sjzygetische  Dreiseit,  durch  di« 
olgenden  Werte  gegeben  werden: 

0,        1,-1;       0,        1,  -£ 

-e\       0,        1;-1,       0,      1 

1  ,  —  f,       0;        1,  —  £^     0 

(Vgl.  Clebsch-Lindemann  I,  S.  511.) 

§  5.    Gestalt  und  Klassifikation  der  Kurven  dritter 
Ordnung. 

Bringt  man  die  Gleichung  einer  c^  durch  Trans  form  atioi 
der  zugrunde  liegenden  projektiven  Koordinaten  x,  y  in  die  Forn 
der  divergenten  Parabeln 

y^  =  ax^  +  ix^  -{-  ex  ■\-  d, 

so  besteht  die  Kurve  aus  zwei  Ästen  ^  wenn  die  Wurzeln  der  Jeu 
hischen  Gleichimg,  die  sich  durch  Nullsetzen  der  rechten  Seite  it 
der  vorstehenden  Gleichung  ergibt.,  alle  reell  sind;  sind  zwei  Wur 
zeln  der  Gleichung  Jconjugiert  komplex  und  nur  eine  Wurzel  reell 
so  besteht  die  Kurve  aus  einem  einzigen  Ast. 

Von  den  beiden  Ästen  der  Kurve  wird  der  eine  von  allei 
Geraden  der  Ebene  in  einem  oder  drei  Punkten  geschnitten  [tm 


0, 

1, 

-^^ 

f, 

0, 

1  ; 

1, - 

-1, 

0. 
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paar  er  Äst  oder  Serpentine)^  der  andere  in  zwei  oder  keinem 
Punkte  {paarer  Ast  oder  Oval). 

Bei  einästigen  Kurven  fehlt  der  paare  Ast,  von  jedem  Punkte 
dieser  Kurven  gehen  ztvci  reelle  anderswo  berührende  Tangenten 
aus.  Bei  den  zweiästigen  Kurven  lassen  sich  von  den  Punkten 
des  unpaaren  Astes  vier  reelle  anderswo  berührende  Tangenten 
an  die  Kurve  legen,  zwei  an  den  unpaaren  und  zwei  an  den  paaren 
Ast;  von  den  Punkten  des  paaren  Astes  läßt  sich  keine  anderswo 
berührende  Tangente  an  die  Kurve  legen.  Vgl.  Durege,  J.  f. 
Math.  75,  153  (1873). 

Bei  den  einästigen  Kurven  zerlegen  zwei  Punkte  mit  gemein- 
samem Tangentialpunkt  den  Ast  in  zwei  Teile,  von  denen  der 
eine  durch  den  Tangentialpunkt  aufs  neue  in  zwei  Teile  zerlegt 
wird;  von  den  drei  Teilen  der  Kurve,  die  man  so  erhält,  enthält 
jeder  einen  reellen  Wendepunkt  (Schröter,  S.  254). 

Bei  einer  zweiästigen  Kurve  liegen  die  drei  reellen  Wende- 
punkte auf  dem  unpaaren  Ast,  und  für  den  letzteren  bleibt  der 
soeben  gegebene  Satz  unverändert  gültig.  Ähnliche  Fragen  be- 
handelten Sturm,  /.  f.  Math.  90,  85  (1880),  Kötter,  J.  f. 
Math.  114,  170  (1895). 

Newton  (Enumeraiio  Knearum  tertii  ordinis)  hat  zuerst 
eine  Klassifikation  der  Cg  gegeben  in  Analogie  zu  der  affinen 
Klassifikation  der  Kegelschnitte,  indem  er  von  der  Gleichungs- 
form der  divergenten  Parabeln  ausging.  Er  rechnete  72  Arten 
von  Kurven  3.  Ordnung.  Weitere  Aufklärung  über  diese  Arten 
findet  man  bei  Cremona,  Giorn.  di  Mat.  (l)  2,  78  (1864),  und 
Rouse  Ball,  Lond.  M.  S.  Proc.  22,  140  (1891).  Plücker  rech- 
nete, von  ähnlichen  Gesichtspunkten  ausgehend,  219  Arten. 

Möbius  (Leipz.  Abh.  1,  1  (1852),  Werhe  II,  89)  versuchte 
zuerst  eine  projektive  Klassifikation  der  Cg,  die  weit  weniger 
Arten  liefert.  Er  ersetzte  zu  dem  Zweck  die  Cj  durch  den  Kegel 
3.  Grades,  der  sie  aus  einem  Punkte  außerhalb  ihrer  Ebene  pro- 
jiziert, und  diesen  Kegel  wieder  durch  die  sphärische  Kurve,  in  der 
er  von  einer  Kugel  um  seine  Spitze  geschnitten  wird.  So  kam  er 
dazu,  sieben  Typen  von  Cg  zu  unterscheiden.  Ebenfalls  von  den 
Kegeln  3.  Grades  ausgehend,  gelangte  Wiener  (Die  Einteilung 
der  eh.  Kurven  u.  Kegel  3.  Ordnung^  Abhdlgn.  aus  d.  Verlage  math. 
Modelle  von  M.  Schilling  in  Halle,  1901,  dort  auch  biblio- 
graphische Nachweise)  zu  13  Gattungen  von  Cg.  Um  sie  zu 
finden,  gehen  wir  von  dem  syzygetischen  Büschel  aus: 


390     Kapitel  XVII.    Allgem.  Theorie  der  Kurven  3.  Ordnung. 

Für  k  =  —  ^-  ergibt  sich  ein  Dreiseit  mit  einer  reellen  und 
zwei  konjugiert  imaginären  Seiten,  für  A  =  oo  ergibt  sich  ein 
Dreiseit  mit  lauter  reellen  Seiten.  Ist  l  <C  —  ^,  so  gehört  zu  X. 
eine  zweiästige  Kurve,  insbesondere  zu 


^=-|/^ 


3  +  5 


eine  zweiästige  harmonische  Kurve.  Ist  A.  >  —  ^,  so  ergibt  sich 
eine  einästige  Kurve,  insbesondere  für  A  ==  0  die  äquianharmoni- 
sche  Kurve,  die  zur  Hesseschen  Kurve  das  für  A.  =  oo  resultierende 
reelle  Dreiseit  hat,  für  A  =  1  die  äquianharmonische  Kurve,  deren 
Hessesche  Kurve  das  für  l  =  —  |-  entstehende  Dreiseit  ist,  für 


ergibt  sich  eine  einästige  harmonische  Kurve.    So  erhalten  wir  die 
Wien  er  sehen  Typen: 

I.  Zweiästige  Kurven  ( —  -^  >  A  >►  A^). 
II.  Zweiästige  harmonische  Kurve  (A  ==  Aj). 

III.  Zweiästige  Kurven  (A^  >•  A.). 

IV.  Einästige  Kurven  (A  >  l)- 

V.  Äquianharmonische  Kurven,  deren  (in  ein  Dreiseit  zer- 
fallende) Hessesche  Kurve  nur  eine  reelle  Seite  hat 
(A  =  1). 
VI.  Einästige  Kurven  (l  >  A  >  Ag). 
VII.  Einästige  harmonische  Kurve  (A  =  Ag). 
VIII.  Einästige  Kurven  (Ag  >  A,  >  0). 
IX.  Äquianharmonische  Kurven,  deren  Hesse  sehe  Kurve 

aus  drei  reellen  Graden  besteht  (A  =  O). 
X.  Einästige  Kurven  (0  >  A  >  —  ^-). 

Zu  diesen  zehn  Gattungen  singularitätenfreier  Kurven  kommen 
drei  Gattungen  von  Cg  mit  singulärem  Punkte,  nämlich 

XI.  Kurven  mit  Knoten  (reelle  Doppelpunktstangenten). 
XII.  Kurven  mit  Spitze  (zusammenfallende  Doppelpunkts- 
tangenten). 
XIII.  Kurven    mit    isoliertem    Punkt    (imaginäre    Doppel- 
punktstangenten). 
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An^wendung  der  elliptischen  Funktionen.    Die  kubi- 
schen Temärformen. 

Fülirt  man  die  Gleichung  der  c^  in  inhomogenen  projektiven 
Koordinaten  auf  die  Gleichungsform  der  divergenten  Parabeln 
zurück 

y^  =  ax^ -\- hx^ -\- ex -\- d, 

so  läßt  sich  leicht  durch  eine  Verschiebung  des  Ursprunges  (a;  =  0, 
y  =  O)  auf  der  Linie  y  =  0  und  eine  Veränderung  des  Einheits- 
punktes (x  ==  1,  y  =  l)  die  Gleichung  weiter  reduzieren  auf 

y'^r^Ax^  —  g^x  —  g^. 

An  diese  Gleichung  läßt  sich  sofort  die  Einführung  der 
Weierstr^ß sehen  ^-Funktion  knüpfen,  indem  man  setzt 

X  =  pw,     y  =  pu, 

so  daß  u  einen  den  Punkten  der  Kurve  in  eindeutiger  Weise  zu- 
geordneten Parameter  bezeichnet.  In  der  Tat  besteht  zwischen 
fu  und  seiner  Derivierten  p'u  die  Relation  ' 

p'u^=  Apu^ — g^pu  —  g^' 

Die  Funktion  pu  ist  doppeltperiodisch.  Sind  co^  o)'  ihre 
Perioden,  so  erhält  man  denselben  Wert  von  pu  und  damit  auch 
von  X  und  y,  wenn  man  den  Argumentwert  u  ersetzt  durch  u  -{- 
mo)  -f-  m'(o',  wobei  m,  m  irgendwelche  ganze  Zahlen  bezeichnet. 
Man  erhält  also  alle,  reellen  und  imaginären,  Punkte  der  Kurve, 
wenn  man  u  auf  ein  Periodenparallelogramm  beschränkt. 

Die  geometrische  Darstellung  der  imaginären  Punkte  hat, 
F.  Klein  bei  den  zu  den  Kurven  3.  Ordnung  reziproken  Kurven 
3.  Klasse  in  einer  sehr  einfachen  und  anschaulichen  Weise  er- 
reicht. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wird  gezeigt,  daß 


pu^    p  Wi 

1 

^.%   F'ws 

1 

PU^        (./Wg 

1 

wird,  wenn 

Uy  -f-  %  -j-  Wg  =  mo)  ■\-  m  oi 
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ist.  Die  geometrische  Deutung  dieses  Additionstheorems  lautet 
so,  daß  drei  Punkte  der  Cg  in  gerader  Linie  liegen,  wenn  die 
Summe  der  zugehörigen  Parameterwerte  w^,  u^,  u^  gleich  einer 
Periode  wird. 

Läßt  man  insbesondere  u^  mit  u^  zusammenfallen,  so  findet 
man,  daß  die  Berührungspunkte  der  von  dem  Kurvenpunkte  mit 
dem  Parameter  Mj  an  die  Cg  gelegten  Tangenten  einen  Parameter 

von  der  Form 

m  oa  -[-  m' 03   —  u, 
^2= 2 -' 

haben.  Da  Parameterwerte,  die  sich  nur  um  Vielfache  der 
Perioden  unterscheiden,  als  gleichbedeutend  anzusehen  sind,  gehen 
aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  nur  die  folgenden  vier  zu  wirk- 
lich  verschiedenen  Punkten  gehörenden  Parameterwerte  hervor: 

**i       —  Wj  +  00      —  Ui-{-(o'      —  u^-j-m-^oa' 


Macht  man  w^  =  Mj  =  % ,  so  sieht  man,  daß  die  neun  Wende- 
punkte zu  den  Parameterwerten  gehören: 


0     -     - 


0)  -j-  co' 


2o) 


2fi)' 
~3" 


2co  -\-  ca'      a  -\-  2(o'      2(o-\-  2(o' 


Diese  Ausdrücke,  die  sich  aus  den  Periodendritteln  linear 
zusammensetzen,  lassen  sich  in  leicht  verständlicher  Symbolik  wie 
folgt  charakterisieren 

(00),  (10),   (Ol),   (11),   (20),   (02),   (21),  (12),  (22), 

dann  sieht  man  sofort,  daß  die  Wendepunkte  sich   auf  die   12 
Wendepunktslinien  folgendermaßen  verteilen: 


(00)  (Ol)  (02) 
(10)  (11)  (12) 
(20)  (21)  (22) 


(00)  (10)  (20) 

(01)  (11)  (21) 

(02)  (12)  (22) 


(00)  (11)  (22) 

(01)  (12)  (20) 

(02)  (10)  (21) 


(02)  (11)  (20) 

(00)  (12)  (21) 

(01)  (10)  (22) 


Wie  man  nach  den  oben  gegebenen  Formeln  unmittelbar  er- 
kennt, gehören  die  Periodenhälften 

(O         Ott'        CO  4"    *"' 


zu  den  Berührungspunkten  der  anderswo  berührenden  Tangenten, 
die  man  aus  dem  Wendepunkt  (OO)  an  die  Kurve  legt.    Da  die 
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Summe  dieser  Werte  {o-{-  oa'  ist,  liegen  die  drei  Berührungspunkte 
in  gerader  Linie,  und  gleiches  ist  bei  allen  anderen  Wende- 
punkten leicht  zu  erkennen. 

Das  Ahelsche  Theorem  sagt  aus,  daß  die  Parameterwerte 
Wj^,  «21  •  •  '>  %n5  ^^®  ^^  ^®^  Schnittpunkten  der  Cg  mit  einer 
Kurve  w*®'  Ordnung  gehören,  der  Bedingung  genügen: 

%+%+•••  +  %„==  w»  +  in'(o. 

Nimmt  man  w  ==  2 ,  also  für  die  schneidende  Kurve  einen 
Kegelschnitt,  und  macht  dann  Mj  =  «g  =■••==  Wg'  ^^  findet  man 

u,= g 

Die  verschiedenen  Punkte,  die  dieser  Ausdruck  liefern  kann, 
erhält  man,  indem  man  in  ihm  m  und  m  die  Werte  0,  1,  2,  3, 
4,  5  durchlaufen  läßt.  Bringt  man  von  den  36  Parameterwerten, 
die  sich  so  ergeben,  die  unter  ihnen  enthaltenen  Parameter  der 
Wendepunkte  in  Abzug,  so  behält  man  die  Parameter  der  27 
sexfaktischen  Punkte  übrig. 

Macht  man  m^  =  m^,  ^2=%,  u^==  u^,  so  erhält  man  die 
Gleichung 

,  mm  +  m'co 

^<l  +  ^2  +  "^3  =  ^— > 

die  ausdrückt,  daß  die  Punkte  mit  den  Parametern  w^,  u^,  Mg 
die  Berührungspunkte  eines  dreifach  berührenden  Kegelschnittes 
sind.  Den  Wertekombinationen  (1,  0),  (O,  l),  (1,  l)  für  m,  in 
entsprechend  erhält  man  drei  Systeme  von  solchen  Kegelschnitten. 
Man  sieht ,  daß .  die  Berührungspunkte  zweier  Kegelschnitte  des- 
selben Systems  wieder  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  usw.  Auf 
geometrischem  Wege  abgeleitet  findet  man  diese  Kegelschnitt- 
systeme bei  Cremona,  Art.  150. 

Schreibt  man  die  Gleichung  des  Ab  eischen  Theorems  für 
die  Kegelschnitte  in  der  Form 

Wi  +  Wj  +  W(j  =  mco  -f-  m'a', 

indem  man  Uq=  u^-}-  u^-\-  Uf^-\-  Wg  setzt  und  die  vier  Punkte, 
zu  denen  diese  letzteren  Werte  gehören,  auf  der  Kurve  fest  gegeben 
annimmt,  so  erkennt  man  sofort:  Die  Kegelschnitte,  die  durch 
jvier  feste  Kurvenpunkte  hindurchgehen,  schneiden  außerdem  zwei 
Punkte  (mit  den  Parametern  u^,  u^)  aus,  die  mit  einem  festen 
Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  und  der  Parameter  dieses  letzterea 
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Punktes  wird  durch  die  Parametersumme  der  vier  Punkte  gegeben 
■durch  welche  alle  die  Kegelschnitte  gehen. 

Des  weiteren  vgl.  man  Clebsch -Lindemann  I,  602 
Halphen,  Traue  des  fonctions  elliptiques,  1888,  II,  413,  Har 
nack,  Math.  Ann.  9,  1  (1876),  Jouel,  Math.  Ann.  47,  7^ 
(1896),  Porter,  Am.  M.  S.  Trans.  2,  36  (1901).  Die  aUgemeini 
Frage  nach  den  Kurven,  von  deren  Punkten  die  Koordinaten  siel 
als  elliptische  Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken  lassen 
behandelte  Clebsch,  J.  f.  Math.  64,  210  (1865). 

Der  funktionentheoretischen  Behandlung  der  c^  steht  ihr« 
algebraische  Theorie  ziir  Seite,  die  sich  auf  die  invarianten  3il 
düngen  einer  kubischen  Temärformen  gründet. 

Eine  solche  Ternärform  hat  zwei  Invarianten  8,  jT,  die,  wem 
•die  Form  in  ihrer  kanonischen  Gestalt 

/  =  iJ/j    -\-  X^      I     -^3      \     'O  KX-^X^X^ 

vorliegt,  sich  ausdrücken  wie  folgt: 

iS^=  24;i(^8— 1),     T=  6(8  ;iß+ 20^3— 1). 

Bei  einer  linearen  Transformation  der  Form  f  multiplizierl 
sich  8  mit  der  vierten,  T  mit  der  sechsten  Potenz  der  Substi- 
tutionsdeterminante. Daraus  folgt,  daß  S^:T^  eine  absolute  In- 
variante ist,  die  bei  allen  linearen  Transformationen  völlig  un- 
geändert  bleibt.  Diese  einzige  absolute  Invariante  hängt  mit  den 
charakteristischen  Doppelverhältnis  6  der  zugehörigen  Cj  zu- 
sammen wie  folgt: 

^_24  {l-a-ay 


T»  (1  -f  ff)*(2  —  (r)*(l  —  2ff)» 

Aus  den  Invarianten  8  und  T  setzt  sich  die  Dislcriminanti 
.Ji  folgendermaßen  zusammen: 

und  ist  f  in  der  kanonischen  Form  gegeben,  so  wird 
JR  =  (1 -f  8;i8)» 

Das  Verschwinden  von  It  bedeutet,  daß  die  Kurve  nicht  frei 
Ton  Singularitäten  ist. 

Die  Hessesche  Kovariante,  die  in  der  kanonischen  Form 
bautet: 


H 
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ist  bereits  in  §  4  vorgekommen.     Die    Cayleyscbe  Kurve  wird 
.gewonnen  durch  das  Nullsetzen  der  Kontravariante 

S  =  —  6A(Wj^-f-  ^2^+  *^3^)  —  6(1  —  4A^)w^M2W3v 

in  der  Mj,  u^,  %  die  Koordinaten  der  Geraden 

%^i  "l~  %^2  ~f"  W3a:;3  =  0 
bedeuten.  Hierzu  kommt  die  Kontravariante: 
^  =  —  2(1  —  10;i3)(V+M2^  + V)-  4(15A*+  12A^)MiW2W3. 

Die  Gleichung  f  -{-  qH  =  0  liefert  für  variierendes  q  die 
Kurven  des  syzygetischen  Büschels,  s  -{-  Qt  ^  0  die  Kurven  der 
syzygetischen  Schar,  die  die  Cayley sehen  Kurven  bilden. 

Außerdem  sei  die  Divariante  erwähnt,  die  in  der  kanonischen 
Form  lautet: 


«1 

kx^ 

Ix^ 

u. 

Ix^ 

X, 

Xx^ 

Mg 

Ix^ 

XXi 

Xs 

M3 

^1 

M2 

Wg 

0 

Sie  liefert,  gleich  Null  gesetzt,  wenn  man  die  rr,  also  einen  Punkt, 
als  gegeben  ansieht,  den  Polarkegelschnitt  dieses  Punktes,  und 
wenn  man  die  u,  also  eine  Gerade,  festlegt,  die  Polokonik  dieser 
Geraden.    Schreibt  man  diese  Ko Variante 

&  =  ^&aXiX^, 

wobei  0J1  =  l(Xu^^  +  2M2W3),  0^3  =  —  (1%^  +  ^^^2^3)  ^^w. 
wird,  dann  ergibt  die  Kontravariante 


JP  = 


011      ^ 

©21        a 
©31        ©3 


12 


22 


18 


23    t,  "2 


0, 


0 


gleich  0  gesetzt,  die  Gleichung  der  Cg  in  Linienkoordinaten. 

Für  die  äquianharmoniscJien  Kurven  wird  die  Invariante 
S  =  0.  Dann  läßt  sich  die  zugehörige  Ternärform  durch  eine 
lineare  Transformation  auf  die  Summe  dreier  Kuben  reduzieren 
(Aronhold,    J.  f.  Math.   39,    153    (1850)).     Die   Hessesche 
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Form  zerfällt  in  drei  Linearfaktoren,  die  Hessesche  Kiirve  in 
drei  gerade  Linien.  Die  Cayleysche  Kurve  reduziert  sich  auf 
die  Schnittpunkte  dieser  drei  Geraden,  und  das  Dreieck,  das. 
diese  bilden,  ist  ein  gemeinsames  Polardreieck  aller  Polarkegel- 
schnitte. 

Im  Fall  der  harmonischen  Kurven  wird  T  =  0.  Die  Hesse- 
sche  Form  der  Hess  eschen  Form  wird  mit  der  Urform  (bis  auf 
einen  Zahlfaktor)  identisch,  und  t  =  0  ist  die  Gleichung  der 
Cayley  sehen  Kurve  der  Hess  eschen  Kiirve. 


Kapitel  XVIII. 
llgemeine  Theorie  der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung. 

Von  E.  Ciani  in  Genua. 


§  1.   Kassiflkation,  Gestalt  und  Erzeugung. 

1.  Allgemeines.  Wir  bezeichnen  mit  c^  eine  beliebige  ebene 
irreduzible  Kurve  4.  Ordnung,  die  analytisch  durch  das  Ver- 
schwinden einer  irreduziblen  biquadratischen  Ternärform  mit  reellen 
Koeffizienten  dargestellt  wird.  Da  diese  Ternärform  von  14  Koeffi- 
zienten abhängt,  so  geht  durch  14  in  der  Ebene  beliebig  ange- 
nommene Punkte  eine  einzige  Kurve  4.  Ordnung  hindurch.  Dabei 
ist  aber  vorausgesetzt,  daß  gewisse  besondere  Lagen  der  Punkte  aus- 
geschlossen sind;  wählt  man  z.  B.  die  Punkte  unter  den  16  Schnitt- 
punkten zweier  c^  aus,  so  gehen  durch  sie  mindestens  oo^  c^  hin- 
durch. 

Eine  c^  besitzt  Doppeltangenten  und  Wendepunkte  und  kann 
auch  Doppelpunkte  und  Spitzen  besitzen.  Indem  wir  etwaige 
höhere  Singularitäten  uns  in  ihre  einfachen  Elemente  aufgelöst 
denken,  wollen  wir  wie  in  Kap.  XIII,  §  7  mit  n  die  Ordnung,  mit 
n  die  Klasse,  mit  d  die  Anzahl  der  Doppelpunkte,  mit  d'  die  der 
Doppeltangenten,  mit  r  die  der  Spitzen,  mit  r'  die  der  Wende- 
punkte, endlich  mit  p  das  Geschlecht  bezeichnen,  dann  ergibt  sich 
aus  den  Plück  er  sehen  Formeln  die  folgende  von  Salmon  (^Höhere 
ebene  Kurven,  S.  278)  gegebene  Tabelle: 


n 

d 

r 

n 

d' 

r 

P 

i 

0 

0 

12 

28 

24 

3 

4 

1 

0 

10 

16 

18 

2 
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0 

1 

9 

10 

16 

2 

4 

2 

0 

8 

8 

12 

1 

4 

1 

1 

7 

4 

10 

1 

4 

0 

2 

6 

1 

8 

1 

4 

3 

0 

6 

4 

6 

0 

4 

2 

1 

5 

2 

4 

0 

4 

1 

2 

4 

1 

2 

0 

* 

0 

3 

3 

1 

0 

0 
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2.  Klassifikation  und  Gestalt.  Die  älteren  Methoden  zur 
Klassifikation  der  c^  gründen  sich  auf  die  Schnittpunkte  der  Kurve 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  wobei  der  Verlauf  der  Kurve 
im  Endlichen  noch  weitere  Unterteilungen  bedingt.  Von  dieser 
Art  sind  die  Klassifikationen  von  Euler  {Introd.  in  analysin 
infinitorum  II,  Lausannae  1748),  Gramer  (^Introd.  ä  l'analyse 
des  lignes  courbes,  Geneve  1750),  Plücker  [Theorie  der  alge- 
braischen Kurven,  Bonn  1839).  Plücker  unterscheidet  152  Arten 
und  gibt  für  jede  eine  kanonische  Gleichungsform  an. 

Zeuthen,  Math.  Ann.  7,  410  (1874),  hat  sich  insbesondere 
mit  der  Gestalt  der  reellen  Züge  einer  c^  beschäftigt  und  daraus 
eine  Klassifikation  hergeleitet,  die  von  dem  Verhalten  der  Kurve 
im  Unendlichen  unabhängig  ist.  Er  beginnt  mit  der  Bemerkung, 
daß  die  Züge  einer  Kurve  in  zwei  Arten,  paare  und  unpaare,  zer- 
fallen (vgl.  Kap.  XIII,  §  12).  Es  ergibt  sich,  daß  eine  Kurve 
4.  Ordnung  nur  aus  paaren  Zügen  bestehen  kann,  und  da  die 
Anzahl  der  Züge  das  Geschlecht  der  Kurve  höchstens  um  1  über- 
steigt, besteht  eine  c^  aus  1,  2,  3  oder  4  paaren  Zügen.  Hierbei 
erweist  sich  eine  Einteilung  der  Doppeltangenten  in  zwei  Alien 
als  zweckmäßig.  Zeuthen  nennt  eine  Doppeltangente  von  der 
ersten  Art,  wenn  ihre  Berührungspunkte  entweder  konjugiert 
imaginär  sind  oder  auf  demselben  reellen  Zug  der  Kurve  liegen, 
und  spricht  von  einer  Doppeltangente  zweiter  Art,  wenn  sie  zwei 
verschiedene  Züge  berührt.  Von  Doppeltangenten  erster  Art  gibt 
es  immer  vier,  die  Zahl  derer  zweiter  Art  beträgt  0,  4,  12  oder  24. 
Hieraus  folgt  auch,  daß  die  Höchstzahl  der  reellen  Wendepunkte  8 
beträgt.  Zeuthen  nennt  weiter  einen  Zug  ohne  reelle  Doppel- 
tangente ein  Oval,  und  bezeichnet  ihn  als  ein  UnifoUum,  BifoUum, 
Trifolium,  Quadrifolium,  je  nachdem  er  1,  2,  3  oder  4  Doppel- 
tangenten besitzt.  Indem  er  dann  alle  Möglichkeiten  durchgeht, 
findet  er  36  Arten  nicht  singulärer  c^  und  durch  Grenzübergänge 
auch  eine  Klassifikation  der  singulären  Kurven. 

F.  Klein  hat  die  Untersuchung  der  reellen  Züge  auf  eine 
andere  Grundlage  gestellt  durch  Einführung  der  zu  der  Kurve 
gehörenden  Riem an n sehen  Fläche  und  der  ihr  zugeordneten 
Abelschen  Iniegrsde  (Math.  Ann.  10,  11  (1876),  11,  293  (1876)). 

Die  erste  und  nächstliegende  Klassifikation  der  c^  ist  die 
(s.  die  Tabelle  S.  397)  nach  dem  Geschlecht.  Da  dies  Geschlecht 
die  Werte  0,  1,  2,  3  haben  kann,  ist  es  naturgemäß,  die  c^  in 
ebenso  viele  Arten  einzuteilen.  Die  in  diesem  Kapitel  allein  be- 
handelten allgemeinen  Kurven  haben  das  Geschlecht  3. 

3.  Erzeugung.    Aus  der  allgemeinen  Erzeugung  einer  Kurve 
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Von  der  Ordnung  r  +  S  durch  zwei  projektive  Büschel  von  Kurven 
der  Ordnungen  r  und  s  folgt  die  Erzeugung  einer  c^  durch  zwei 
projektive  Kegelschnittbüschel  oder  durch  ein  Büschel  von  Cg  und 
ein  dazu  projektives  Strahlenbüschel. 

Eine  andere  Erzeugung  der  c^  knüpft  an  einen  Kegelschnitt 
und  eine  Cg  an  (vgl.  Salmon,  Höhere  eh.  Kurven.,  S.  321,  Ger- 
baldi, Bend.  Clrc.  Mat.  7,  178  (1893),  Ciani,  Ist.  Lomb.  Bmd. 
(2)  28,  659  (1895)),  indem  der  geometrische  Ort  der  vier  Pole 
einer  jeden  Tangente  des  Kegelschnittes  bez.  der  Cg  eine  allge- 
meine c^  ist.  Andere  Erzeugungsarten  der  c^  sind  derart  eng  mit 
der  Theorie  ihrer  Doppeltangenten  verknüpft,  daß  wir  es  für 
besser  halten,  von  ihnen  in  dem  der  Theorie  der  Doppeltangenten 
gewidmeten  §  5  zu  sprechen. 

Weiter  vgl.  man  bez.  der  Erzeugung  der  c^  sowie  der  Kon- 
struktion der  c^,  die  durch  14  gegebene  Punkte  geht:  Graß- 
mann,  J.  f.  Math.  44,  1  (1852),  Chasles,  C.  R.  37,  372  (1853), 
Jonquieres,  /.  de  muth.  (2)  1,  411  (1856),  H.  J.  S.  Smitb,. 
Ann.  di  mat.  (2)  3,  218  (1869),  Siebeck,  ebenda  p.  65,  Le  Paige, 
G.  R.  98,  353  (1884),  Valentiner,  Nyt  Tidsskr.  for  3£ath.  3,. 
33  (1892). 

§  2.   Polarentheorie. 

4.  PolarJcurven.  Ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  einer  c^  hat 
boz.  dieser  c^  drei  Polarkurven  von  den  Ordnungen  3,  2,  1,  welche 
der  Reihe  nach  die  kuhische,  konische  und  gerade  Polare  des  Punktes- 
oder auch  die  erste,  zweite,  dritte  Polare  heißen.  Schreibt  man 
die  Gleichung  der  c^  in  symbolischer  Gestalt  aj"  =  0  und  be- 
zeichnet mit  2/i,  2/2'  %  die  Koordinaten  des  beliebig  angenommenen 
Punktes,  so  sind  die  Gleichungen  der  drei  Polarkurven  der  Reihe 
nach 

Liegt  der  Punkt  y  auf  der  Kurve,  so  gibt  die  letzte  Gleichung  die- 
Tangente  in  diesem  Punkte.  Die  gemischte  (konische)  Polare  eines 
Pimktepaares  y,  z  wird  durch  die  Gleichung  gegeben:  a  a/i^  =  0. 
Mit  Hilfe  einer  allgemeinen  c^  läßt  sich  unter  der  Voraussetzung,. 
daß  eine  gewisse,  später  noch  zu  erörternde  Invariante  nicht  ver- 
schwindet, auch  eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Kurvea- 
2.  Klasse  und  den  Kurven  2.  Ordnung  der  Ebene  herstellen.  Die 
Kurve  2.  Ordnung  ist  der  Ort  aller  Punkte,  deren  konische  Polare 
bez.  der  c^  zu  der  Kurve  2.  Klasse  apolar  ist  (s,  Kap.  XIII,  §  5).. 
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Ist  aj  ==  0  die  Gleichung  der  letzteren,  so  wird  die  Gleichung  d- 
zugehörigen  Kurve  2.  Ordnung  in  symbolischer  Form 

(Vgl.  Scherrer,  Ann.  dl  mat.  (2)  10,  212  (1882),  Ciani,  Em 
Acc.  Line.  Bend.  (5)  4,  274  (1895).)  Die  Kurve  2.  Ordnung  heil 
die  Jconische  Polare  der  Kurve  2.  Klasse  und  diese  die  Anüpola 
der  ersteren.  Diese  Bezeichnung  rührt  von  Caporali  her  (Memor 
p,  354).  Die  erörterte  Beziehung  läßt  sich  auch  in  einem  Raun 
von  fünf  Dimensionen  darstellen,  dessen  Punkte  den  Kurv( 
2.  Ordnung  und  dessen  „Überebenen"  den  Kurven  2.  Klasse  di 
Ebene  der  c^  in  eindeutiger  Weise  entsprechen.  Genauer  läßt  si( 
«agen,  daß  die  erwähnte  Beziehung,  die  durch  die  C4  vermitte 
wird,  durch  die  Polarität  bezüglich  einer  gewissen  „Überflächi 
2.  Ordnung  in  dem  Räume  von  fünf  Dimensionen  dargestellt  wii 
(Segre,  Ann.  di  Mat.  (2)  20,  1  (1892)).  Die  Gleichung  diesi 
Überfläche  wird  in  Nr.  9  gegeben,  wir  werden  dort  sehen,  daß  ih: 
Diskriminante  die  Invariante  sechsten  Grades  der  c^  ist.  Ein  Punl 
und  eine  Überebene,  die  bez.  der  genannten  Überfläche  als  Pol  ui 
Polare  einander  zugeordnet  sind,  stellen  eine  Kurve  2.  Klasse  ur 
die  polare  Kurve  2.  Ordnung  bez.  der  c^  dar.  Daraus  erkeni 
man,  daß  die  in  Rede  stehende  Beziehung  wechselweise  eindeut: 
ist,  solange  die  erwähnte  Diskriminante  von  Null  verschiede 
bleibt.  Von  Caporali  stammen  auch  die  folgenden  Definition( 
(1.  c,  p.  345):  Polohessiana  und  Pöloeayleyana  eines  Punktes 
heißen  die  Hessesche  und  Cayleysche  Kurve  der  kubische 
Polare  dieses  Punktes  bez.  der  c^.  Ihre  Gleichungen  sind,  wer 
die  Gleichung  der  c^  in  der  symbolischen  Form  a^  =  bj"  =  cj"  == 
angenommen  wird  (Ciani,  Ann.  di  mat.  (2)  20,  257  (1892)), 

{a'bcyaJ)^c^ayh^Cy=  0,     {a'be){ahu){acu){})Cu)a^\c^-==  0. 

Sieht  man  in  der  letzteren  Gleichung  die  u  als  konstant  und  d 
y  als  veränderlich  an,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  einer  vc 
Clebsch  und  Caporali  betrachteten  Cg,  welche  die  Jacobiscl 
Kurve  des  Netzes  der  gemischten  Polaren  aller  Punktepaare  d( 
Geraden  u  darstellt  (vgl.  u.  §  4). 

5.  Konjugierte  Vielecke.  Nach  der  allgemeinen  Definitic 
(Kap.  XIII,  §  5)  ist  bei  einer  c^  als  Jconjugicrtes  YierecTc  ein  Vie: 
eck  zu  bezeichnen,  dessen  vier  Ecken  eine  zur  c^  apolare,  ze 
fallende  Kurve  4.  Klasse  bilden.  Fordert  man,  daß  die  vier  Punk1 
in  gerader  Linie  liegen  sollen,  so  ist  ihre  Enveloppe  eine  merl 
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würdige  Kontravariante  der  c^,  deren  Gleichung  lautet:  (a&w)*  =  0 
(vgl.  u.  Nr.  8). 

Ein  Fünfeck  heißt  zu  der  c^  konjugiert,  wenn  alle  Vierecke,  die 
man  bei  Ausschluß  einer  Ecke  des  Fünfecks  erhält,  zu  der  c^  kon- 
jugiert sind.  Die  c^  besitzt  oo^  konjugierte  Fünfecke.  Läßt  man 
zwei  Ecken  fest,  so  beschreiben  die  übrigen  eine  Kurve  5.  Ord- 
nung. Es  gibt  oo^  Punktepaare,  deren  jedes  oo^  konjugierten 
Fünfecken  gemeinsam  ist,  diese  Punktepaare  beschreiben  die  ko- 
variante  Kurve  S  (Nr.  7).  Es  gibt  oo*  konjugierte  Fünfecke,  die 
zu  der  c^  konjugiert  und  ihrer  kovarianten  Kurve  S  einbeschrieben 
sind;  jeder  Punkt  von  S  ist  gemeinsame  Ecke  von  18  solchen 
Fünfecken.  Vgl.  über  diesen  Gegenstand  der  Reihe  nach  die  Ar- 
beiten: Rosanes,  J.  f.  math.  76,  323  (1873),  Scorza.,  Ann.  di 
mal  (3)  2,  155  (1899),  Manfredini,  Gwrn.  di  mal  40,  16 
(1902). 

6.  Polare  Vielseite.  Interessanter  und  ausgedehnter  ist  die 
Theorie  der  polaren  Vielseite.  Man  vgl.  die  bereits  zitierte  Ar- 
beit von  Scorza,  Ann.  di  Mat.  (^3)  2,  155  (1899),  welche  die 
wichtigsten  Resultate  zusammenfaßt.  Bei  den  Kurven  4.  Ord- 
nxmg  sind  nur  die  polaren  Vielseite  von  Interesse,  bei  denen  die 
Zahl  der  Seiten  -<  12  ist.  Sie  kann  nicht  unter  6  sinken,  ohne 
daß  die  Kurve  aufhört  allgemein  zu  sein.  Fordert  man  nur,  daß 
die  Kurve  irreduzibel  sein  soll,  so  kann  die  Seitenzahl  bis  auf 
3  sinken. 

Es  gibt  bei  einer  allgemeinen  c^  oo^^  polare  Elfseite,  oo^^ 
Zehnseite,  oo^^  Neunseite,  oo^  Achtseite,  so  daß  vier  willkürlich 
angenommene  Gerade  zu  oo^  solchen  Achtseiten  gehören,  ferner 
oo^  polare  Siebenseite,  so  daß  drei  willkürlich  angenommene  Ge- 
rade zu  einem  einzigen  solchen  Siebenseit  gehören,  und  endlich 
oo^  polare  Sechsseite.  Unter  den  Siebenseiten  sind  oo^,  die  aus 
!den  sechs  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  und  einer  weiteren 
Geraden  bestehen,  unter  den  Sechsseiten  gibt  es  c»^,  von  denen 
drei  Seiten  in  einem  Punkte  zusammentreffen.  Vgl.  noch  Caporali, 
Frammenti  sulle  curve  di  quarto  ordine,  Memorie,  p.  348. 

§  3.    Invariante  Gebilde. 

7.  Kovarianten.  Die  Theorie  der  invarianten  Gebilde  einer 
\  ist  von  Clebsch  in  einer  klassischen  Arbeit,  Journ.  f.  Math. 
59,  125  (186 1),  entwickelt  worden.  Diese  wichtige  Arbeit  (von 
1er  wir  sagen  können,  daß  sie  die  Grundlage  von  allem  in  diesem 
Paragraphen  Enthaltenen  bildet)  enthält  indessen  ein  Versehen,  auf 
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das  wir  in  Nr.  8  noch  zu  sprechen  kommen  werden.  Gl  eh  seh  vei 
folgt  in  dieser  Arheit,  um  zu  Kovarianten  einer  algebraische 
Kurve  zu  gelangen,  den  einfachen  Gedanken,  daß  er  das  Vei 
schwinden  einer  Invariante  für  die  r*®  Polare  eines  beliebige 
Punktes  der  Ebene  fordert.  Dies  Verfahren  wenden  wir  auf  di 
kubische  Polare  eines  Punktes  bez.  der  c^  an  und  gelangen  so  z 
folgenden  kovarianten  Kurven: 

a)  Die  Kovariante  ^S*  ist  der  Ort  aller  Punkte,  für  dere 
kubische  Polare  die  Invariante  S  verschwindet,  d.  h.  deren  kubisch 
Polare  eine  äquianharmonische  Kurve  ist.  Man  findet  für  di 
symbolische  Gleichung  dieser  Kovariante: 

{ahc)(ahd)(acd)(hcd)a^\c^d^=0, 

wenn  in  der  Gleichung  f  =  0  der  c^  symbolisch 

gesetzt  wird.  Die  Kovariante  S  ist  sonach  eine  Kurve  4.  Orc 
nung,  und  ihre  Koeffizienten  sind  vom  4.  Grade  in  denen  von 
Die  Hessesche  Kurve  der  kubischen  Polare  eines  Punktes  von 
zerfällt  in  drei  Gerade,  mit  anderen  Worten,  die  Kurve  S  ist  d( 
Ort  der  Punkte,  deren  Polohessiana  ein  Dreieck  ist,  und  S  h 
gleichzeitig  der  Ort  der  Ecken  aller  dieser  Dreiecke,  Für  eir 
allgemeine  c^  ist  S  frei  von  singulären  Punkten  (Ciani,  Hon 
Acc.  Line.  Rend.  (5)  4,  274  (1895)).  Wie  Scorza,  Math.  Am 
52,  457  (1899),  gezeigt  hat,  läßt  sich  im  allgemeinen  eine  b( 
liebige  c^  als  Kovariante  S  von  36  anderen  Kurven  4.  Ordnun 
ansehen.  Es  gibt  nur  eine  einzige  c^,  die  mit  ihrer  eigenen  K( 
Variante  S  zusammenfällt  (Ciani,  Bend.  Circ.  M.  14,  16  (1900) 
Dies  ist  die  sog.  Kl  ein  sehe  Kurve. 

h)  Die  Kovariante  T  ist  der  Ort  aller  Punkte,  deren  kubisct 
Polaren  harmonische  Kurven  sind.  Sie  ist  eine  Kurve  6.  Or( 
nung,  und  man  erhält  ihre  Gleichung,  indem  man  die  Invariau 
T  der  kubischen  Polare  eines  Punktes  x  gleich  Null  setzt,  in  d< 
symbolischen  Gestalt: 

{ahe)(def)\ald){aee){hcf)a^l^cj^ej^=  0.  1 

c)  Wenn  wir  schließlich  die  Diskriminante  der  kubisch« 
Polare  eines  Punktes  gleich  Null  setzen  und  den  Punkt  somit  d 
Bedingung  unterwerfen,  daß  seine  kubische  Polare  einen  Dopp( 
punkt  besitzt,  so  erhalten  vnr  die  Steinersche  Kurve  von 
(vgl.  Kap.  Xin,  §  6).  Schreiben  wir  die  Gleichungen  der  beid 
vorangehenden  Kurven  S  =  0,  T  =  0,  so  wird  die  Gleichung  d 


r 
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Steinerschen  Kurve  S^—  ßT^=0.  Sie  ist  von  der  12.  Ord- 
nung und  besitzt  21  Doppelpunkte  mit  getrennten  Tangenten; 
die  kubischen  Polaren  dieser  21  Punkte  zerfallen  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegelschnitt.  Die  Kurve  besitzt  außerdem  24  Spitzen; 
es  sind  dies  die  Pole  der  24  mit  einer  Spitze  behafteten  kubischen 
Polaren  und  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  ^  =  0  und 
2=0. 

d)  Von  anderen  Kovarianten  wollen  wir  nur  noch  die  Hcsse- 
scJie  Kurve  erwähnen,  deren  Gleichung  in  symbolischer  Form 
lautet: 

sie  schneidet  die  c^  in  ihren  24  Wendepunkten. 

8.  Kontravarianten.  Wendet  man  das  bekannte  Übertragungs- 
prinzip von  Ol eb seil  auf  die  Invarianten  einer  biquadratischen 
Binärform  an,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Kontravarianten 
einer  c^: 

a)  Die  äquianharmoniscJie  Kontravariante  ist  die  Einhüllende 
der  Geraden,  welche  die  c^  in  äquianharmonischen  Punktquadrupeln 
schneiden.    Ihre  Gleichung  ist  die  schon  oben  (Nr.  5)  erwähnte 

(^abuy=  0, 

ihre  Tangenten  schneiden  also  konjugierte  Punktquadrupel  aus 
der  Kurve  aus.  Sie  ist  von  der  4.  Klasse  und  vom  zweiten  (d.  h. 
vom  niedrigst  möglichen)  Grade  in  den  Koeffizienten  von  /. 
1  b)  Die  harmonische  Kontravariante  ist  die  Einhüllende  der 
Seraden,  welche  die  c^  in  vier  harmonischen  Punkten  schneiden, 
[hre  Gleichung  lautet: 

(abuy(acuy{bcuy=  0, 

ie  ist  also  von  der  6.  Klasse  und  vom  dritten  Grade  in  den  Koeffi- 

ienten  von  f. 

c)  Schreibt  man  die  Gleichungen  der  beiden  vorstehenden 
fontravarianten:  P=0,  ^  =  0,  so  ergibt  sich  eine  dritte  Kontra- 

ariante  in  der  Form: 

l^ies  ist  nichts  anderes  wie  die  Gleichung  der  c^  in  Linienkoordi- 
aten.  Die  24  gemeinsamen  Tangenten  von  P=  0,  ^  =  0  sind 
ie  24  Wendetangenten  von  C4.  Über  die  Kurven  P,  §  vgl.  Je  ffery, 
il^ull.  Soc.  M.  17,  176  (1889),  Quart.  J.  24,  250  (1890). 

.\.n  weiteren  kontravarianten  Kurven  nennen  wir  die  folgenden: 

2G* 
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d)  Die  Cayleysche  Kurve  qo  (Kap.  XIII,  §  6),  welche  vo 
den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Hess  eschen  un 
der  Stein  ersehen  Kurve  umhüllt  wird,  ist  hier  eine  Kurve  vo 
der  18.  Klasse  mit  21  vierfachen  Tangenten,  und  diese  21  Linie 
bilden  jede  den  geraden  Bestandteil  einer  der  21  zerfallenden  kub 
sehen  Polaren  (Bertini,  Torino  Ätti  32,  32  (1896),  Laguerr( 
C.  E.  1884,  (Euvres  II,  221  (1905),  Kohn,  Wien.  Ber.  95^,  31 
(1887)). 

e)  Die  Clehschsche  Kurve  ifj  ist  von  der  6.  Klasse  und  wir 
von  den  in  3  Gerade  zerfallenden  Polohessianen  umhüllt.  Clebsc 
glaubte  ihre  Identität  mit  der  harmonischen  Kurve  nachgewiese 
zu  haben,  aber  sein  Beweis  ist  irrig,  vgl.  Ciani,  Ann.  di  nia 
p.  257  (1892). 

f )  Zwischen  den  Punkten  der  Kurve  S  kann  man  eine  Koit( 
spondenz  herstellen,  indem  man  immer  zwei  Punkte  einander  en 
sprechen  läßt,  von  denen  jeder  eine  Ecke  des  seine  Polohessian 
bildenden  Dreiecks  bildet.  So  gelangt  man  zur  Betrachtung  d( 
Enveloppe  aller  Geraden,  welche  je  zwei  korrespondierende  Punk1 
der  Kurve  S  verbinden.  Dies  ist  eine  kontravariante  Kurve  %  vo 
der  12.  Klasse,  deren  charakteristische  Plückersche  Zahlen  dene 
der  Steinerschen  Kurve  dual  entsprechen  (Ciani,  Itom.  Äcc.  1 
Mend.  (5)  4,  274  (1895)). 

g)  Die  Kontravariante  Sl  von  Clebsch  wird  umhüllt  vo 
allen  Greraden,  welche  ihre  eigene  konische  Antipolare  (s.  Nr.  4 
berühren.  Sie  ist  von  der  4.  Klasse  und  vom  fünften  Grade  i 
den  Koeffizienten  von  f.  Diese  Kontravariante  und  die  äqu 
anharmonische  bilden  die  bemerkenswertesten  Kontravariante 
4.  Klasse  der  c^. 

9.  Invarianten.  Vom  geometrischen  Standpunkte  sind  zW' 
Invarianten  der  c^  besonders  wichtig.  Die  erste  ist  die  Invarianz 
-dritten  Grades 

A  ==  (ahcf. 

Ihr  Verschwinden  ist  die  Bedingung  dafür,  daß  die  c^  zu  ihri 
äquianharmonischen  Kontravariante  apolar  ist.  Mit  Hilfe  dieS' 
Invariante  lassen  sich  alle  Kovarianten  vierten  Grades  von  /  in  d 
Form  darstellen  S  -\-  XAf,  wo  l  von  den  Koeffizienten  der  biqu 
dratischen  Ternärform  /"unabhängig  ist  (Maisano,  Giorn.  di  mi 
19,  198  (1881)). 

Die  zweite  Invariante  ist  vom  6.  Grade  und  wird,  wenn  m  i 

f  =  ^  ^  y,  ^,a.j ,. , X. Xj x^ Xj  annimmt .  in  nicht  symbolischer  (  - 

i      j       k       l 

stalt  durch  die  folgende  Determinante  gegeben: 
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B  = 


"1111 


*2211 


^3311 


^2311 


^211 


^1122 
^2222 
^3322 
^2322 
%122 
<^1222 


*2233 


*3333 


*2333 


*3133 


*1123 


*2223 


*3323 


*2323 


*3123 


*n31 


'2231 


*3331 


*3131 


*1231 


"1112 


*3312 


*3112 


'1212 


Beachtet  man,  daß  diese  Determinante  symmetrisch  ist,  so  erkennt 
man  sofort,  daß  sie  die  Determinante  folgender  quadratischer 
Form  von  sechs  Variabein  ist: 

'''1111%      I     %222^2     ~r  <^3333^3    '^  ^2323^4      1     ^3131%      1     ^1212^6 
"r  ^  Ö5ll22 ^1  ^2     I     ^  %133 ^1  ^3    I    ^  ^1123 % ^4  T"  2  C^usi ^xX^-T^  '^1112 ''^t "^S 
"T  •^%233^2%    I     ■^  ^^2223  *2  ^4    1"   ^^2231  ^2 '^5    1     •^ '^2212^2'^6 
"I     '^'^3323^3^4  "T  '^  ^3331''^3^5  "T  ^aggjgaJgTg 
~r  '^^2331^4'^5     r  -^^2312^4^6    '     ^^Sil^^b'^e- 

Durch  das  Verschvrinden  dieser  quadratischen  Form  wird  in 
einem  Eaume  von  5  Dimensionen  eine  quadratische  Überfläche 
dargestellt,  die  eine  polare  Beziehung  zwischen  den  Punkten  und 
Uberebenen  dieses  Überraumes  vermittelt.  Jedem  Punkte  des  Über- 
raumes kann  man  aber  einer  Kurve  2.  Ordnung  in  der  Ebene  tj  der  c^ 
entsprechen  lassen  und  jeder  Cberebene  eine  Kurve  2.  Klasse  in 
d(a-  Ebene  tj,  die  zu  allen,  den  Punkten  der  Überebene  entsprechen- 
den Kurven  2.  Ordnung  apolar  ist.  Die  Beziehung,  die  man  sa 
zwischen  den  Kurven  2.  Klasse  und  den  Kurven  2.  Ordnung  der 
Ebene  tj  erhält,  ist  keine  andere  als  die  durch  die  c^  vermittelte 
(s.  Nr.  4).  Die  polare  Beziehung  zwischen  den  Punkten  und 
Überebenen  des  Überraumes  artet  aber  aus,  wenn  die  Determinante 
B  der  obenstehenden  quadratischen  Form  verschwindet. 

Das  Verschwinden  der  in  Rede  stehenden  Invariante  B  hat 
demnach  zur  Folge,  daß  das  durch  die  c^  vermittelte  eindeutige 
Entsprechen  von  Kurven  2.  Klasse  und  Kurven  2.  Ordnung  auf- 
hört zu  bestehen. 

Die  Bedingungen  für  das  Zerfallen  einer  c^  sind  in  der  Preis- 
schrift der  Akademie  zu  Neapel  von  E.  Pascal,  Napoli  Atti  (2) 
12,  1  (Dez.  1905)  ausführlich  behandelt. 
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§  4.  Die  einhüllenden  Systeme  von  Kegelsclinitten  und 
Kurven  dritter  Ordnung. 

10.  Kegelschnittsysteme.  Eine  allgemeine  c^  (vgl.  Plückei 
Alg.  Kurven,  S.  228  (Bonn  1839))  läßt  sich  als  die  Umhüllend 
von  63  quadratischen  Kegelschnittreihen,  d.  h.  Systemen  von  oc 
Kegelschnitten  ansehen.  Die  Gleichung  einer  solchen  Kegelschniti 
reihe  ist  von  der  Form 

^2^7+  2AF+  Ty  =  0, 

wenn  U=0,  V=0,  W=0  die  Gleichungen  dreier  Kege' 
schnitte  sind  und  A,  einen  veränderlichen  Parameter  bedeutet.  Z 
der  Reihe  gehören  die  Kegelschnitte  U,  W,  aber  nicht  V.  Di 
Gleichung  der  c^  ist  dann  von  der  Form 

UW—  7^=0, 

woraus  hervorgeht,  daß  die  acht  Berührungspunkte  von  U  und  T 
mit  der  c^  auf  dem  Kegelschnitt  V  liegen.  So  ergibt  sich  als  di 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  zwei  einhüllend 
Kegelschnitte  zu  derselben  Reihe  gehören,  die,  daß  ihre  acht  B( 
rührungspunkte  mit  der  c^  auf  einem  neuen  Kegelschnitt  liegei 
In  einer  und  derselben  Reihe  sind  sechs  zerfallende  Kegelschniti 
enthalten,  welche  sechs  Paare  von  Doppeltangenten  der  c^  bildei 
Jede  Kegelschnittreihe  ist  in  einem  (linearen)  Kegelschniti 
netz  enthalten,  dieses  wird  jedesmal  durch  eine  Gleichung 

dargestellt,  in  der  man  g,  -»?  als  variable  Parameter  anzu 
sehen  hat.  Nun  ist  bekannt,  daß  ein  Kegelschnittnetz  sich  imme 
als  das  Netz  der  ersten  Polaren  einer  Kurve  3,  Ordnung  aul 
fassen  läßt:  wir  wollen  mit  ijj  eine  solche  Kurve  für  das  voi 
liegende  Netz  bezeichnen,  dabei  lassen  sich  ^,  7}  als  projektiv« 
inhomogene  Koordinaten  des  Pols  der  konischen  Polare  ansehei 
Da  man  für  ^  =  A^,  ')]  =  2X  die  Kegelschnitte  der  in  dem  Net 
enthaltenen  quadratischen  Reihe  erhält,  gibt  es  einen  Kegelschnil 
0  mit  der  Gleichung  4^  —  -»j'*^  ==  0,  dessen  Punkten  die  Kegel 
schnitte  der  Reihe  als  erste  Polaren  zugeordnet  sind.  Die  c^  laß 
sich  also  als  die  Umhüllende  der  ersten  Polaren  aller  Punkte  vo 
<P  bez.  ip  gewinnen,  oder  auch  als  Ort  eines  Punktes,  dessen  ge 
rade  Polare  bez.  i|;  den  Kegelschnitt  0  berührt,  oder  endlich  al 
der  Ort  der  Pole  aller  Tangenten  von  0  bez.  t/;;  auf  dies 
letzte  Art  gelangt  man  zu  der  bereits  in  Nr.  3  gegebenen  Ei 
Zeugung  der  c^.    Man  kann  noch  hinzufügen,  daß,  wenn  y^,  ■} 
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zwei  Kegelschnitte  der  Reihe  sind  und  zwar  die  Polaren  zweier 
Punkte  C^,  Cg  von  O,  der  Kegelschnitt,  der  durch  ihre  acht  Be- 
rührungspunkte mit  der  c^  geht,  die  Polare  des  Schnittpunktes 
der  in  C^,  C^  an  0  gelegten  Tangenten  bez.  ijj  ist.  Die  Kurven 
0  und  i/;  heißen  Leitkurven  und  die  Kegelschnitte  der  Reihe  er- 
zeiigende  Kegelschnitte  der  c^. 

Man  kann  auch  einen  ähnlichen  Gedankengang  verfolgen, 
indem  man  von  dem  Satze  ausgeht:  „Die  konischen  Polaren  der 
Punkte  einer  Geraden  g  bez.  einer  allgemeinen  Kurve  4.  Ord- 
nung r  umhüllen  eine  andere  allgemeine  C4",  und  auf  diese  Weise 
aus  einer  c^  eine  andere  c^  ableiten.  Man  kann  auf  Gnind  dieser 
Erzeugung  leicht  den  Satz  beweisen,  daß  die  sechs  Punkte  der 
Steinerschen  Kurve,  die  sechs  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten 
der  Hess  eschen  Kui've  entsprechen,  immer  einem  Kegelschnitte 
angehören.  Die  Linien  g  und  F  können  auch  hier  als  Leitlinien 
der  in  der  angegebenen  Art  erzeugten  c^  bezeichnet  werden.  Man 
kann  die  gerade  Leitlinie  beliebig  annehmen,  die  zugehörigen 
Leitkurven  4.  Ordnung  bilden  dann  ein  zweifach  unendliches 
lineares  System,  aus  dem  vier  Kurven  die  zugehörige  gerade  Leit- 
linie dreipunktig  berühren.  Man  kann  hinzufügen,  daß  die  Hesse- 
schen Kurven  der  Leitkurven  4.  Ordnung  die  Grundkurve  c^  um- 
hüllen. Des  näheren  vgl.  man  Kohn,  J.  f.  Math.  107,  5  (1891), 
Monatsh.  f.  Math.  1,  100  (1890),  Ciani,  Ist.  Lomb.  Bend.  (2) 
28,  659  (1895). 

11.  Systeme  von  Kurven  3.  Ord^iung.  Es  gibt  64  dreifach 
unendliche  Systeme  von  Kurven  3.  Ordnung,  die  eine  gegebene  c^ 
einhüllen,  d.  h.  sie  sechspunktig  berähren  (Hesse,  J.  f.  Math.  49, 
243  (1855),  Clebsch,  Jfa^^.^ww.  3,  45  (1871)).  Sie  zerfallen  in 
zv/ei  Gattungen.  Die  Systeme  der  ersten  Gattung  sind  an  Zahl  36 
und  enthalten  je  ein  System  von  cx)^  in  eine  Gerade  und  einen 
Kegelschnitt  zerfallenden  Cg,  bei  jeder  von  diesen  berührt  die  Ge- 
rade einmal,  der  Kegelschnitt  dreimal  die  c^  und  geht  außerdem 
durch  die  zwei  letzten  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  c^  hin- 
durch. Bei  der  räumlichen  Darstellung  von  Hesse  (s.  u.  Nr.  13) 
kann  man  irgendeines  dieser  Systeme  der  Gesamtheit  aller  Punkte 
ides  Raumes  entsprechen  lassen. 

I  Die  Systeme  einhüllender  Cg  der  zweiten  Gattung   sind  an 

Zahl  28  und  werden  durch  je  eine  Doppeltangente  der  c^  fest- 
gelegt. Wenn  diese  Doppeltangente  die  Seite  rr^  =  0  des  Ko- 
ordinatendreiecks  bildet,  so  kann  man  die  Gleichung  der  c^ 
schreiben: 
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wobei  dann  9)3  =  0  die  Gleichung  einer  der  kubischen  Berührungs- 
kui'ven  wird,  die  zu  dem  durch  die  Doppeltangente  bestimmten 
System  gehören,  cp^  ==  0  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes 
der  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente  geht  und  aui 
dem  außerdem  die  sechs  Berührungspunkte  der  Kurve  9)3  =  C 
liegen.  Die  zwölf  Berührungspunkte  zweier  Berührungskurver 
eines  und  desselben  Systems,  sei  es  von  der  ersten  oder  zweiter 
Gattung,  liegen  immer  wieder  auf  einer  Kurve  3.  Ordnung.  Ir 
jedem  System  von  Berührungskurven  sind  64  enthalten,  welche  di( 
c^  vierpunktig  berühren. 

Zwei  Kurven  3.  Ordnung  gehören  zu  demselben  System  1 
oder  2.  Gattung,  je  nachdem  sie  einen  gemeinsamen  dreifach  be 
rührenden  Kegelschnitt  oder  drei  in  gerader  Linie  liegende  Schnitt 
punkte  besitzen  (Rosati,  Giorn.  di  mat  38,  165  (1900)). 

§  5.   Die  Konfiguration  der  Doppeltangenten. 

12.  Steiner-PlücJcerscJie  Methode.  Die  Konfiguration  de] 
Doppeltangenten  einer  c^  ist  zuerst  von  Steiner  und  Plückei 
ausgehend  von  den  63  einhüllenden  Kegelschnittreihen,  die  oben  be 
reits  Erwähnung  fanden,  untersucht  worden.  Wie  wir  sahen,  sind  ii 
jeder  Kegelschnittreihe  sechs  Paare  von  Doppeltangenten  enthalten 
Die  sechs  Schnittpunkte  der  einzelnen  Paare  liegen  auf  einer  Kurv« 
2.  Ordnung,  die  zu  allen  Kegelschnitten  der  Reihe,  wenn  mar 
diese  als  Kurven  2.  Klasse  auflaßt,  apolar  ist.  Man  kann  sonacl 
sagen,  daß  die  378  Punkte,  in  denen  sich  die  Doppeltangentei 
paarweise  durchschneiden,  sich  zu  je  6  auf  63  Kegelschnitte  ver 
teilen,  zu  denen  die  63  Kegelschnittreihen  apolar  sind.  Sine 
ah  ==  0  und  cd  =  0  die  Gleichungen  zweier  Doppeltangenten 
paare,  die  zu  derselben  Kegelschnittreihe  gehören,  so  läßt  siel 
die  letztere  in  der  Form  darstellen  l^ah  -f-  2XV  -\-  cd  =  0,  wo- 
bei F  =  0  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  ist,  der  durch  di( 
acht  Berührungspunkte  von  a,  h,  c,  d  hindurchgeht.  Die  Glei- 
chung der  c^  ist  dann 

V^  =  al)cd. 

Solcher  Kegelschnitte  V  =0  gibt  es  315,  und  man  kann  sagen 
Die  28  Paare  von  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten  lieger 
zu  je  vier  auf  315  Kegelschnitten.  Vgl.  Salmon,  Höhere  cJjem 
Kurven  S.  317,  Pascal,  Born  Äcc.  Lim.  (5)  1,  385  (1892) 
Noether,  München.  Sitzuiigsher.  2ö,  93  (1895),  vorher  Math 
Ann.  15,  89  (1879).  Von  den  sechs  Doppeltangentenpaaren 
die  zu  derselben  Kegelschnittreihe  gehören,  sagt  man,  sie  bildet 
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eine  St  einer  sehe  Ghrvppe.  Sie  berühren  eine  Kurve  3.  Klasse^ 
die  Cayleysche  Kurve  des  Netzes,  zu  dem  die  Kegelschnittreilie 
gehört.  Dieselbe  Kurve  wird  auch  berührt  von  den  übrigen  Seiten 
der  sechs  vollständigen  Vierecke,  welche  die  Berührungspunkte 
je  eines  Paares  von  Doppeltangenten  bestimmen,  während  di& 
Diagonalpunkte  dieser  Vierecke  auf  einer  bestimmten  Kurve  3.  Ord- 
nung liegen,  welche  die  Jacobische  Kurve  des  Netzes  bildet.  Sind 
a&  =  0,  cd  =  0,  e/"=0  drei  Paare  von  Doppeltangenten  derselben 
Steinerschen  Gruppe,  so  läßt  sich  der  Gleichung  der  c^  die  Form 
geben : 

Fassen  wir  zwei  St  ein  ersehe  Gruppen  ins  Auge,  so  ergibt 
sich,  daß  sie  auf  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  zusammen- 
hängen können,  je  nachdem  sie  vier  oder  sechs  Doppeltangenten 
gemeinsam  haben.  Tm  ersteren  Falle  heißen  sie  syzyg( tische  im 
letzteren  Falle  ayzygeüsch  (Frobenius,  J.  f.  Math.  103,  16^ 
(1888)).  Sind  zwei  Gruppen  syzygetisch,  so  lassen  sich  aus  den 
vier  gemeinsamen  Doppeltangenten  zwei  Paare  der  einen  und  der 
anderen  Gruppe  bilden.  Z.  B.  seien  die  Doppeltangenten  der  beidea 
Gruppen : 

ah,  cd,  e  f ,  g  h ,  ij,  hl , 

ac,  bd,  e'f,  g'h',  i'j',  h'l'. 

Dann  existiert  eine  dritte  zu  den  beiden  ersten  syzygetische 
Gruppe : 

7  -T  ff    r.ff  f/  7  ff  .fr    .//  7  //  7// 

ad,  oc,  e  t  ,  g  h  ,  i  j  ,  K  l  , 

so  daß  das  Tripel  syzygetischer  Gruppen  zusammen  alle  Doppel- 
tangenten der  c^  umfaßt.  Solcher  Tripel  gibt  es  315.  Von  zwei 
azygeüschen  Gruppen  dagegen  kann  man  die  Paare  derart  ein- 
ander zu  ordnen,  daß  je  zwei  zugeordnete  Paare  eine  Doppel- 
tangente gemein  haben,  z.  B. 

aJ) ,  cd,  ef  ,  gh  ,  ij  ,  hl  , 

ae,  et',  ef",  gh",  ij" ,  hl". 

Die  nicht  gemeinsamen  Doppeltangenten  bilden  dann  eine  dritte 
zu  den  beiden  ersten  azygetische  St  ein  er  sehe  Gruppe: 

he,  df,  ff",  hh",  jj",  ll". 

Solcher  Tripel  paarweise  azygetischer  Gruppen  gibt  es  336.  Vgl. 
des  weiteren  Aronhold,  Berl. Monatshcr.  1864,  S.  499,  Geiser. 
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J.  f.  Math.  72,  370  (1872),   Ameseder,  Wien.  Ber.  85,   396 

(1882),  Kohn,  J.  f.  Math.  107,  1  (1890),  Monatsh.  f.  M.  1890. 

13.  Hessesche  Methode.    Die  Hesse  sehe  Methode  (Hesse, 

J.  f.  Math.  49  (1855),  Werhe,  S.  376,  Salmon,  Höh.  eh.  Kurven, 

5.  327,  Cayley,  J.  f.  Math.  68,  176  (1868),  Noether,  Math. 
Ann.  16,  89  (1879),  München  Abh.  17,  105  (1889))  verknüpft 
die  Theorie  der  Doppeltangenten  einer  ebenen  c^  mit  raumgeo- 
metrischen  Betrachtungen,  nämlich  der  Theorie  des  Bündels  von 
Flächen  2.  Ordnung.  Sind  i^i=0,  ^"^=0,  ^3  =  0  die  Glei- 
chungen dreier  solcher  Flächen,  so  wird  das  Flächenbündel  durch 
die  Gleichung  XyF^  -\-  x^F^-\-  x^F^=  0  gegeben.  Die  Kegel  in 
dem  Bündel  sind  durch  die  Werte  von  x^.,  rrg ,  x^  bestimmt,  welche 
die  Diskriminante  der  vorstehenden  Gleichung  zum  Verschwinden 
bringen.  Diese  Gleichung  ist  vom  vierten  Grade  und  stellt  somit, 
wenn  man  a;^ ,  a^g ,  x^  als  homogene  Punktkoordinaten  in  einer  Ebene 
ansieht,  eine  Kurve  4.  Ordnung  dar.  So  gelangt  man  zu  einer 
ein-eindeutigen  Beziehung  zwischen  dieser  c^  und  der  Eaumkurve 

6.  Ordnung,  welche  die  Kegelspitzen  erfüllen.  In  der  Tat  legt 
jeder  Punkt  von  c^  ein  Wertesystem  x^^  x^-,  x^  fest,  für  das  die  in 
Eede  stehende  Diskriminante  verschwindet,  und  somit  einen  Kegel 
in  dem  Flächenbündel  oder  auch  die  Spitze  dieses  Kegels,  um- 
gekehrt legt  auch  ein  Kegel  in  dem  Flächenbündel  (d.  h.  seine 
Spitze)  ein  Wertesystem  ajj^,  iCg,  x^  fest,  für  das  die  Diskriminante 
verschwindet,  und  mithin  einen  Punkt  von  c^.  Eine  lineare  Be- 
ziehung zwischen  a^j^,  a^g,  %  legt  in  der  Ebene  eine  Gerade  und 
im  Flächenbündel  ein  Büschel  fest;  den  vier  Punkten,  in  denen 
die  Gerade  die  Kurve  ti'ifft,  entsprechen  die  Spitzen  der  vier  Kegel, 
die  in  dem  Flächenbüschel  enthalten  sind.  Wird  die  Gerade  in  der 
Ebene  zur  Doppeltangente,  so  setzt  sich  die  Basiskurve  des  Flächen- 
büschels aus  einer  Eaumkurve  3.  Ordnung  und  einer  diese  doppelt 
schneidenden  Geraden  zusammen,  und  die  Eaumkurve  3.  Ordnung 
muß  durch  sechs  der  acht  Punkte  gehen,  die  alle  Flächen  des 
Bündels  gemein  haben,  während  die  Gerade  die  beiden  letzten 
Punkte  verbindet.  So  werden  die  Doppeltangenten  der  c^  in  ein- 
deutige Beziehung  gebracht  zu  den  28  Verbindungslinien  der- 
acht  Basispunkte  des  Flächenbündels.  Hieraus  ergibt  sich  auch 
eine  besondere  Bezeichnung  der  Doppeltangenten.  Numeriert  man 
die  acht  Punkte  im  Eaume,  so  entspricht  jede  Kombination  von 
zwei  der  Zahlen  1  bis  8  einer  Doppeltangente  der  c^.  Mit  Hilfe 
dieser  Bezeichnung  lassen  sich  folgende  Sätze  leicht  aussprechen: 

Die    378    Paare   von  Doppeltangenten  werden    durch    zwei 
gleichwertige  Typen  von  Symbolen  (12  •  13)  usw.  und  (12  •  34)  usw. 


§  5,    Die  Konfiguration  der  Doppeltangenten.  411 

dargestellt.  Es  gibt  1260  Tripel  von  Doppeltangenten,  deren 
sechs  Berülirungspunkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Diese 
Tripel  zerfallen  bei  der  angegebenen  Bezeichnung  in  zwei  ver- 
schiedene Typen:  (12  •  23  •  34)  usw.  und  (12  •  34  •  56)  usw. 

Es  gibt  315  Quadrupel  von  Doppeltangenten,  deren  acht 
Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (vgl.  Nr.  12). 
Die  zugehörigen  Symbole  sind  ebenfalls  von  zwei  verschiedenen 
Typen:  (12  •  23  •  34  •  41)  und  (12  •  34  •  56  •  78).  Es  gibt  1008 
Sextupel  von  Doppeltangenten,  die  einen  Kegelschnitt  berühren 
und  deren  Symbole  einen  der  folgenden  drei  Typen  zeigen: 

(12  .  23  •  31  •  45  •  56  •  64),  (12  .  34  •  35  •  36  •  37  •  38), 

(12-13-14-56. 57-58). 

Es  gibt  5040  Sextupel  von  Doppeltangenten,  die  sich  paar- 
weise in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie  durchschneiden.  Diese 
sind  durch  einen  der  folgenden  drei  Typen  charakterisiert: 

(12  •  23  •  31  •  14  •  45  •  51),  (12  •  23  •  34  •  45  •  56  •  61), 
(12 -34 -35 -36  -67.68). 

14.  Aronholdsche  Methode.  Die  Aronholdsche  Methode 
(Aronhold,  Berl.  Monatsber.  1864,  S.  499,  Cayley,  ibid.  68, 
176  (1868),  Frobenius,  J.  f.  Math.  99,  290  (1886),  Kohn, 
ibid.  107,  1  (1890),  Timerding,  Math.  Ann.  53,  193  (1900), 
vgl.  Riemann,  Werke,  2.  Aufl.  S.  487,  Clebsch,  Math.  Ann.  3, 
45  (1871),  R.  Sturm,  J.  f.  Math.  70,  229  (1869),  Godt,  Diss. 
Göttingen  (1873))  baut  sich  auf  folgenden  Bemerkungen  auf: 
Betrachtet  man  zwei  Kurven  3.  Klasse  y  und  y',  die  sieben  feste 
Gerade  berühren,  so  haben  sie  noch  zwei  weitere  Tangenten  ge- 
mein, deren  Schnittpunkt  mit  P  bezeichnet  sei.  Läßt  man  y  fest 
und  variiert  die  Kurve  y',  so  daß  sie  immer  die  sieben  festen 
Geraden  berührt,  dann  durchläuft  P  eine  Tangente  r  von  y, 
welche  die  Korresiduale  von  y  bez.  der  sieben  gegebenen  Geraden 
heißt.  Die  Gerade  r,  die  y  berührt,  schneidet  diese  Kurve,  die  von 
der  6.  Ordnung  ist,  außerdem  noch  in  vier  Punkten.  In  diesen 
vier  Punkten  und  in  keinen  anderen  wird  y  von  je  einer  anderen 
Kurve  3.  Klasse  mit  denselben  sieben  festen  Tangenten  berührt. 
So  ergibt  sich,  daß  der  Ort  der  Berührungspunkte  zweier  Kurven 
3.  Klasse  dieses  Systems  eine  Kurve  4.  Ordnung  ist,  und  zwar 
ist  dies  eine  allgemeine  solche  Kurve,  welche  die  sieben  fest- 
gegebenen Geraden  zu  Doppeltangenten  hat.  Um  die  übrigen 
21  Doppeltangenten  zu  bestimmen,  hat  man  die  21  Kurven  3.  Klasse 
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des  Systems  zu  suchen,  die  in  einen  Kegelschnitt  und  einen  Punkt 
zerfallen.  Der  erstere  muß  fünf  von  den  sieben  gegebenen  Ge- 
raden berühren  und  in  dem  letzteren  schneiden  sich  die  beiden 
übrigbleibenden.  Die  korresidualen  Geraden  zu  diesen  21  zer- 
fallenden Kurven  sind  die  gesuchten  Doppeltangenten.  Zu  be- 
achten ist,  daß  die  Konstruktion  dieser  letzteren  sich  linear  aus- 
führen läßt. 

Die  sieben  Geraden,  welche  den  Ausgangspunkt  bilden, 
stellen  eine  besondere  Gruppe  von  Doppeltangenten,  ein  sog. 
Aronholdsches  foUständiges  System  dar.  Sie  ist  von  der  Art» 
daß  die  sechs  Berührungspunkte  von  irgenddrei  unter  ihnen  nie 
auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Die  Gesamtzahl  solcher  Systeme 
beträgt  288;  72  unter  ihnen  enthalten  eine  und  16  zwei  gegebene 
Doppeltangenten. 

15.  Methode  von  Geiser  {Math.  Ann.  1,  129  (1869),  vgl. 
Zeuthen  ebenda  8,  1  (1875)).  Geiser  benutzt  die  Bemerkung, 
daß  der  Tangentialkegel,  der  an  eine  Fläche  3.  Ordnung  von  einem 
ihrer  Punkte  P  gelegt  wird,  von  der  4.  Ordnung  ist  und  sein 
Schnitt  mit  einer  beliebigen  Ebene  eine  allgemeine  c^  bildet. 
Deren  28  Doppeltangenten  gehen  hervor  aus  dem  Schnitt  der  Ebene 
mit  der  Tangentialebene  der  Fläche  3.  Ordnung  in  der  Kegel- 
spitze P  und  mit  den  Ebenen,  welche  aus  P  die  27  Geraden  der 
Fläche  projizieren.  So  gelangt  man  zu  einer  Verknüpfung  der 
Doppeltangenten  einer  c^  mit  den  27  Geraden  einer  Fläche 
3.  Ordnung  und  kann  die  Eigenschaften  der  letzteren  auf  die 
ersteren  übertragen. 

16.  Methode  ton  De  Faolis.  De  Paolis  {JRom.  Äcc.  Line. 
Mem.  (3)  2,  152  (1878),  vgl.  Noether,  Erlanger  Ber.  10,  81 
(1878),  Münch.  Ahh.  17,  105  (1889))  behandelte  die  c^  als  Über- 
gangskurve bei  einer  doppeldeutigen  ebenen  Transformation  von  der 
Ordnung  3  und  dem  Geschlecht  1  und  gelangte  auf  diese  Weise 
zu  fast  allen  vorher  bekannten  Eigenschaften  der  Doppeltangenten. 
Bemerkenswert  ist  die  Einfachheit,  mit  der  sich  auf  diesem  Wege 
die  Gleichungen  aller  28  Doppeltangenten  finden  lassen. 

17.  Methode  der  Charakteristiken.  E.  Pascal  [Ann.  di  Maf. 
20, 163,  269  (1893),  21,  85  (1893))  hat  sich  für  die  Untersuchung 
der  Doppeltangenten  einer  Darstellung  derselben  durch  die  sog. 
ungeraden  Charakteristiken  für  das  Geschlecht  3  bedient.  Jede 
Doppeltangente  wird  durch  ein  Symbol 

^i    j    k 


r 
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dargestellt,  wobei  i,  ji,  fc,  i^,  ^'j^,  h^  die  Zahlen  0  oder  1  bedeuten 
sund  die  Summe 

ih  +  Jh  +  ^^1 

•eine  ungerade  Zalil  (l  oder  3)  ist.  Bei  dieser  Darstellung  wei'den 
z.  B.  vier  Doppeltangenten,  deren  Berührungspunkte  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  durch  vier  Charakteristiken  dargestellt,  bei 
■denen  die  an  derselben  Stelle  stehenden  Elemente  eine  gerade 
Summe  (O  oder  2)  ergeben.  Für  diese  Theorie  vgl.  weiter  Noether, 
München  Abk.  17,  105  (1879),  Math.  Ann.  28,  354  (1886), 
Eiemann,  WerJce,  2.  Aufl.  S.  487. 

18.  Untersuchung  der  Doppeltangenten  mit  Hilfe  der  Kummer- 
schen  Konfiguration.  Kummer  hatte  bereits  bemerkt  {Berl. 
Monatsher.  1864),  daß  durch  eine  allgemeine  ebene  c^  oo*  von 
den  nach  ihm  benannten  Flächen  4.  Ordnung  mit  16  Knoten- 
punkten und  16  singulären  (die  Flächen  längs  eines  Kegelschnittes 
berührenden)  Tangentialebenen  hindurchgehen.  Diese  16  Tangen- 
tialebenen schneiden  jedesmal  16  Doppeltangenten  der  c^  aus, 
so  daß  die  12  übrigen  Doppeltangenten  eine  Steiner  sehe  Gruppe 
bilden.  Auf  diesem  Wege  ist  die  Theorie  der  Doppeltangenten 
von  Ciani  entwickelt  worden,  Ann.  di  mat.  (3)  2,  53  (1897). 
Die  16  Doppeltangenten,  die  nach  Ausschluß  einer  Steiner- 
schen  Gruppe  von  den  28  Doppeltangenten  der  Cj^  übrig  bleiben 
und  auf  die  angegebene  Weise  aus  den  Ebenen  einer  Kummer- 
schen  Konfiguration  gewonnen  werden  können,  wird  als  Kummer- 
sche  Gruppe  bezeichnet.  Die  16  Doppeltangenten  einer  Kummer- 
schen  Gruppe  berühren  zu  je  sechs  16  Kegelschnitte.  Es  ergibt 
sich  ferner,  daß  die  Punkte  r,  in  denen  sich  je  zwei  Doppel- 
tangenten einer  Kummerschen  Gruppe  schneiden,  zu  je  dreien 
auf  240  Geraden  it  liegen,  und  diese  Geraden  gehen  ihrerseits 
zu  je  dreien  durch  1280  Punkte  hindurch.  320  von  diesen 
Punkten  erhält  man  auf  folgende  Weise:  Die  6  Punkte,  in  denen 
sich  die  Doppeltangentenpaare  der  zu  der  Kummerschen  Gruppe 
komplementären  Steinerschen  Gruppe  schneiden,  bestimmen  ein 
vollständiges  Sechseck.  Auf  jeder  Seite  desselben  wird  durch  ihre 
Schnittpunkte  mit  den  Paaren  von  Gegenseiten  des  vollständigen 
Vierecks,  das  die  vier  nicht  auf  ihr  liegenden  Ecken  des  Sechs- 
ecks bilden,  eine  Punktinvolution  bestimmt,  deren  Doppelpunkte 
wir  als  Punkte  M  bezeichnen.  Die  30  Punkte  Jf ,  die  man  so 
bekommt,  liegen  zu  je  dreien  auf  60  Geraden  m,  aus  denen 
sich  15  Vierseite  mit  Ecken  M  bilden  lassen.  Die  60  Geraden  m 
gehen  ihrerseits  zu  je  dreien  durch  320  Punkte  s  hindurch,  und 
dies  sind  die  gesuchten  Punkte. 
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Fassen  wir  die  63  existierenden  Kummer  sehen  Gruppen 
zusammen,  so  können  wir  sagen:  Die  378  Punkte,  in  denen  sich, 
die  28  Doppeltangenten  paarweise  durchschneiden,  liegen  zu  je 
dreien  auf  5040  Geraden  n,  die  zu  je  dreien  durch  6720  Punkte 
s  und  60480  Punkte  k  gehen.  Jede  Gerade  tc  enthält  vier  Punkte 
s  und  36  Punkte  k.  Die  6720  Punkte  s  liegen  zu  je  vieren  auf 
15120  Geraden  6.  Die  60480  Punkte  k  liegen  zu  je  dreien  auf 
20160  Geraden  c,  die  zu  je  dreien  durch  die  6720  Punkte  s  und 
zu  je  vieren  durch  15120  Punkte  i  gehen. 

Von  den  Schnittpunkten  je  zweier  Doppeltangenten  liegeu 
2835 mal  acht  auf  einem  Kegelschnitt  und  dieser  Kegelschnitt 
geht  jedesmal  auch  durch  acht  der  oben  gefundenen  Punkte  M 
hindurch. 

Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  Resultate  über  die 
Konfiguration  der  Doppelpunkte  hat  Timerding  gegeben  (J.  f. 
Math.  122,  209  (1900)).  Man  vergleiche,  was  den  algebraischen 
Charakter  des  Problems  betrifft,  auch  den  betreffenden  Abschnitt  im 
2.  Bande  von  H.Webers  Algebra  (2.  Aufl.  Braunschweig  1900). 


Kapitel  XIX. 

Projektive  Spezialisierungen  von  Kurven  vierter  und 
dritter  Ordnung. 

Von  E.  Ciani  in  Genua  und  H.  Wieleüner  in  Pirmasens. 


§  1.    Die  selbstprojektiven  Kurven  vierter  Ordnung. 

Gibt  es  wenigstens  eine  periodische  Kollineation,  durch  die 
eine  Kurve  4.  Ordnung  in  sich  selbst  übergeführt  wird,  so  heißt 
die  Kurve  selbstprojeMiv. 

Das  Problem  der  hiezu  nötigen  Bedingungen  löste  für  eine 
Kollineation  S.  Kantor  (Act  math.  19, 115  (1895)).  Sind  mehrere 
Kollineationen  möglich,  für  die  eine  Kurve  4.  Ordnung  invariant 
bleibt,  so  entsteht  die  Frage  nach  der  Gruppe  all  dieser  Kolli- 
neationen, die  für  nichtsinguläre  Kurven  von  A.  Wim  an  beant- 
wortet wurde  {ßvensk.  Aliud.  Bihang  21,  Nr.  3  (1895)).  Beider 
Resultate  lassen  sich  in  folgender  Form  zusammenfassen,  wo  die 
singulären  Kurven  inbegriffen  sind  (vgl.  E.  Ciani,  Rend.  Ist.  Lotnh. 
(2)  33,  1170  (1900)). 

Die  endlichen  projektiv  verschiedenen  Gruppen  ebener  perio- 
discher Kollineationen  mit  invarianten  irreduziblen  Kurven  4.  Ord- 
nung sind  (zusammen  natürlich  mit  ihren  Untergruppen)  diese: 

a)  Die  Gruppe  (xjgg  von  der  Ordnung  168,  die  als  Invariante 
die  Kleinsche  Kurve  4.  Ordnung  hat  mit  der  Gleichung  (s.  Klein, 
Math.  Ann.  14,  428  (1879)) 

[Ij  x^   a?2  ~r  3?2  3J3  "T  ^3  ^i  ""^  0. 

b)  Die  Gruppe  G^q  der  Ordnung  96  mit  der  Dyck sehen 
Kurve  4.  Ordnung  als  Invariante.  Die  Gleichung  der  letzteren  ist 
(s.  Dyck,  Math.  Ann.  17,  473,  510  (1880)) 

(2)  X,''  +  cc,'-  +  rra*  =  0. 

c)  Die  Gruppe  G^  der  Ordnung  48  der  spezialisierten  Ca- 
porali sehen  Kurve  4.  Ordnung,  die  die  Gleichung  hat 
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wo  (p  eine  äquianliarmonische  binäre  biquadratische  Form  ist. 

d)  Die  Gruppe  G^g  ^^'^  Kurve  mit  der  Gleichung 

{3)  x^^x^x^  -1-  x/  +  rrg"^  =  0. 

Diese  Gruppe  kann  durch  die  Substitutionen  dargestellt  werden 

'a^X^      aXg      X^Y  /a^X-,      aX^      X^V     Ix^      x^      xA 

X\     x^     x^i 

wo  r  =  1,  2,  ....  8  und  a  eine  primitive  achte  Wurzel  der  Ein- 
heit ist. 

e)  Die  Gruppen,  die  gebildet  werden  durch  die  Potenzen  der- 
selben Kollineation,  sofern  sie  nicht  unter  den  schon  angeführten 
■enthalten  sind.    Diese  sind  die  folgenden: 

Die  Gruppe  6r5,  die  bestimmt  wird  durch  die  Kollineation 
.2,^ 


(ax-,      a^x=,      Xe,\ 
X-i  x^      x^  I 


und  den  beiden  Kurven  angehört: 

die  Gruppe  ög,  die  bestimmt  wird  durch  die  Kollineation 

Xi        x^     x^ 

(wo  a  sechste  primitive  Einheitswurzel  ist)  und  zu  der  Kurve  gehört: 
(5)  x^^x^^  -\-  Xj^x^  +  x^^  =  0; 

die  Gruppe  Gg,  die  bestimmt  wird  durch  die  Kollineation 

'  CC  30-\        C(   jCa        »Co 


wo  a  primitive  neunte  Einheitswurzel  ist.    Die  bezügliche  Kurve 
4.  Ordnung  hat  die  Gleichung 

(6)  x^^x^  -f  x^x^^  +  x^^  =  0. 

E.  Ciani  {Rend.  Circ.  mat.  Palermo  13,  347  (1899))  unter- 
suchte, wann  die  vorkommenden  KoUineationen  ZentralkoUinea- 
tionen  sind.  Es  ist  berberkenswert,  daß  solche  immer  involu- 
torisch  sind  mit  Ausnahme  der  Fälle  Xy^  -\-  tp  {x^,  x^)  =  0  und 
^i'^2  '4~  9^  (^2?  ^3)  ==  0,  wo  9)  eine  binäre  biquadratische  Form  in 


1^^ 
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»2,  ajg  ist.  Hier  haben  die  Kollineationen  die  Periode  4  bzw.  3. 
Der  Fall  orthogonaler  Symmetrie  ist  bei  E.  Ciani  (Ann.  Sc.  norm. 
Pisa  6,  1  (1889))  behandelt.  Das  Zentrum  der  Perspektivität  ist 
in  jedem  Falle  ein  Doppelpunkt  der  St  einer  sehen  Kurve.  Es  gibt 
acht  verschiedene  Fälle  mit  je  1,  3,  5,  7,  9,  15  (Dycksche  Kurve) 
oder  21  (Klein sehe  Kurve)  Zentralkollineationen. 

Im  letzteren  Falle  sind  alle  21  Doppelpunkte  der  Steiner- 
schen  Kurve  (s.  oben  S.  402)  Perspektivitätszentren.  Über  diese 
Kurve  sehe  man  Klein- Fricke,  Vorlesungen  üb.  d.  TJieorie  der 
elHpt.  Modulfunkt,,  Leipzig  1892,  Bd.  II,  S.  675f.;  H.  Weber, 
Lehrb.  d.  Algebra,  Braunsehweig  1899,  Bd.  II,  S.  466;  Briosehi, 
Bend.  Acc.  Lincei  (3)  8,  164  (1884);  Ciani,  Bend.  Circ.  maf. 
Palermo  13,  347  (1899)  u.  Ann.  di  mal  (3)  5,  33  (1901).  Ihre 
geometrische  Charakterisierung  erhält  die  Kleinsche  Kurve  durch 
die  Eigenschaft,  daß  immer  drei  Wendepunkte  ein  Dreieck  bilden, 
dessen  Seiten  Wendetangenten  je  in  der  nächsten  Ecke  sind.  Soleher 
Dreiecke  gibt  es  acht,  gemäß  der  Anzahl  24  der  Wendepunkte, 
die  sich  ergibt,  da  die  Kurve  vom  Geschlecht  3  ist. 

Ihre  Gruppe  G^^gg  findet  eine  einfache  Darstellung,  wenn 
man  von  einer  ihrer  oktaedrischen  Untergnippen  ausgeht.  Es 
stelle  das  Schema 

±Xi     ±x^     ±x^' 


wo  /,  h,  h  eine  beliebige  Permutation  von  1,  2,  3  bilden,  die  Ge- 
samtheit aller  Oktaedergruppen  dar.  Die  zugehörigen  invarianten 
Kurven  4.  Ordnung  sind  alle  in  dem  Büschel 

(7)  ^a;/  +  6;L^a;/a;/  =  0 

enthalten.  Man  erhält  nun  die  Gruppe  G^^^,  wenn  man  der  vor- 
stehenden Oktaedergruppe  die  Kollineation  adjungiert: 

[  jit  (a;^  —  x^)-\-2x.^       jii  {x^  —  x^)  +  2x^       ^^{x^  +  x^) ; 


fTo  ju,  =  ^(l  +  Y^j-     In   dem  Büschel   ergeben  sich  dann  zwei 
5(:i einsehe  Kurven  für  ;L  =  |-  (—  1  +  ]/7). 

Die  Kleinsche  Kurve  4.  Ordnung  fällt  außerdem  mit  ihrer 

.  KoDarianteS  zusammen  (s.  oben  S.  402).  Die  anderen  35  Kurven 
t,  Ordnung  mit  derselben  Kovariante  *S'  scheiden  sich  in  zwei 
i'amilien.  Ihrer  14  sind  invariant  in  bezug  auf  je  eine  der  oktae- 
risehen  Untergruppen  von  6ri68'  ^^®  anderen  21  sind  es  in  bezug 
uf  je  eine  der  Untergruppen  G^.     Die  Wendepunkte  der  Klein- 

Pascal,  Bepertorium.  IL  3.  Aufl.  27 
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sehen  Kurve  liegen  sii  8  auf  147  und  zu  6  auf  anderen  112 
Kegelschnitten,  welch  letztere  die  Kurve  je  in  den  Berührungspunkten 
derselben  Doppeltang ente  berühren. 

Die  Gruppe  6r96  der  Dyckschen  Kurve  4.  Ordnung  wird  dar- 
gestellt durch  alle  Substitutionen  des  Typus 

^ax^      ßx^      yx^' 

wo  durch  /,  Je,  h  wieder  eine  beliebige  Permutation  von  1,  2,  3 
angedeutet  ist  und  «,  ß,  y  alle  möglichen  vierten  Einheitswurzeln 
darstellen.  Die  Kurve,  wie  die  vorige  vom  Geschlechte  3,  ist 
charakterisiert  durch  die  Existenz  eines  Polardreiseits  (s.  oben 
S.  401),  in  bezug  auf  welches  sie  die  angegebene  Gleichung  hat. 
Sie  hat  ferner  zivölf  FlachpunJcte,  die  sich  in  vier  harmonischen 
Quadrupeln  auf  die  drei  Seiten  des  Fundamen  faldreieclcs  verteilen. 
Die  Ko Variante  S  ist  unbestimmt.  Die  Ko Variante  T  und  die 
Hessesche  Kurve  (s.  oben  S.  402)  bestehen  aus  dem  doppelt  ge- 
zählten Fundamen taldreiseit.  Die  Steinersche  Kurve  reduziert 
sich  auf  das  nämliche,  viermal  zu  zählende  Dreiseit.  Man  ver- 
gleiche noch  Cayley,  Gollected  Paper s  X,  603;  Masoni,  Nap. 
Bend.  21,  45  (1882);  Scorza,  Ann.  di  maf.  (3)  2,  155  (1899). 

§  2.  Andere  bemerkenswerte  Kurven  vierter  Ordnung 
vom  Greschlechte  3. 

Besitzt  eine  Kurve  4.  Ordnung  ein  Polarfünfseit  (vgl.  oben 
S.  401),  so  besitzt  sie  deren  oo^,  die  alle  einem  in  Hinsicht  auf 
die  Kurve  apolaren  Kegelschnitt  (d.  h.  einer  Kurve  2.  Klasse, 
deren  Polarkegelschnitt  unbestimmt  ist)  umbeschrieben  und  der 
Kovariante  S  einbeschrieben  sind.  Solche  Kui-ven  werden  Clebsch- 
sche  Kurven  4.  Ordnung  genannt  (s.  Clebsch,  Journ.  f.  Math.  59, 
125  (1861))  und  sind  außerdem  durch  das  Verschwinden  der  In- 
variante sechsten  Grades  (mit  der  Charakteristik  5)  gekennzeichnet. 
Die  Kovariante  S  ist  seljjst  eine  spezialisierte  Kurve  4.  Ordnung 
und  wird  nach  Lüroth  benannt  (s.  Math.  Ann.  1,  37  (1869); 
Weyr,  Wien.  Ber.  81,  80  (1880)).  Eine  Lürothsche  Kurve  ist 
also  dadurch  charakterisiert,  daß  sich  ihr  oo^  vollständige  Fünf- 
seite einschreiben  lassen.  Für  eine  Clebsch  sehe  Kurve  fallen  die 
24  Spitzentangenten  der  24  Polarkurven  3.  Ordnung  zu  je  dreien 
mit  den  acht  Tangenten  an  den  apolaren  Kegelschnitt  zusammen 
die  dieser  in  seinen  Schnittpunkten  mit  der  Kovariante  S  hat 
Die  zugehörigen  24  Pole,  das  sind  die  24  Spitzen  der  Stein erl 
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sehen  Kurve  (s.  oben  S.  402),  bilden  acht  Dreiecke,  die  zugleich  dem 
apolaren  Kegelschnitt  und  der  Kovariante  S  umbeschrieben  sind. 
Sie  liegen  außerdem  zu  je  dreien  auf  den  acht  erwähnten  Tangenten. 
Damit  eine  Kurve  4.  Ordnung  von  der  Clebschschen  Art  sei,  ist 
auch  notwendig  und  hinreichend  die  Bedingung,  daß  ihre  Ko- 
variante S  und  ihre  äquianharmonische  Einhüllende  zwei  zu  ein- 
ander harmonische  oder  apolare  Kurven  seien  (vgl.  Scorza,  Ann. 
di  mat.  3  (2),  155  (1899)  und  Grassi,  Giorn.  d.  mat.  38,  244 

;i9oo)). 

Eine  andere  ausgezeichnete  Kurve  4.  Ordnung  vom  Ge- 
schlechte 3  ist  die  Caporalische  Kurve  (s.  Caporali,  Mem.  di 
jeom.,  p.  204, 336,  340,  349  xinä  Ann.  di  mat.  (2)  20,  237  (1892); 
Diani,  Aiti  B.  Acc.  Nap.  (3)  2,  126  (1896)).  Sie  ist  definier- 
bar  als  Jacobische  Kurve  einer  Geraden  r  und  eines  syzygetischen 
Büschels  q)  von  Kurven  3. Ordnung.  Ist  r  ^  u^x-^  -\-  u^x^  -f  u^x^  =  0 
und  qp  ^  ic^^  -f  x^^  +  ^3^  —  ^x^x^x^  —  0,  so  gibt  es  noch  eine 
sweite  Erzeugung  mittels  einer  Gex-aden 

r     ~   U^X^    (ttg*   —    Mg^)    4-    U^X^    (Wg^    —    W/)    -f    «gOJg    (ll^^    —    U^^)    =    0 

und  eines  syzygetischen  Büschels 

(p'  =  Xj^iu^^  —  «2^)  +  x^^iu^^  —  Wg»)  -I-  x^^  (Wg^  —  t/jä) 

~|~    ö  Xla  Wo  COa  i*^Q   \  tf o  OOa    ~*~    Wo  CCo  j    "j       O  litt  tv-t  SCn  iJO-t    1 '^Q  »*'Q  ^^1  Ä/ j  ) 

~|~     O  tt-*  tia  00-*  Xq   \  Wj  (C-t  Üq  OOqJ    "j~    A  I  W*  tlo  00^  l  Wo  OCa  Mo  OCa     J 

-f  UqU^x^  (^Ä-g^  —  u^x^^)  4-  w^MgiCg  (mj^Jj^  —  u^x^^y]  =  0. 

Die  beiden  Büschel  tp  und  g)'  sind  projektiv  und  erzeugen 

iie  Hessesche  Kurve  der  Caporalischen  Kurve.    Die  Caporali- 

idie  Kurve  hat  nmi  zwölf  Wendepunkte  in  den  Ecken  der  vier 

'yzygetischen  Breiseite  von  cp  und  zwölf  in  den  Ecken  der  vier 

yzygetisehen  Breiseite  von  <p'.   So  ist  die  Konfiguration  der  Wende- 

mnkte   an  die   bekannte    der  Kurven   3.  Ordnung  angeschlossen 

s.  oben  Kap.  XVII),  was  um  so  interessanter  ist,  weil  sonst  über  die 

[oiifiguration  der  Wendepunkte  einer  allgemeinen  Kurve  4.  Ord- 

iung  gar  nichts  bekannt  ist.    Die  Caporalische  Kurve  besitzt 

ine  Schar  von  apolaren  Kegelschnitten;  sie  ist  harmonisch  oder 

■  polar   zu  ihrer  eigenen  äquianharmonischen  Einhüllenden.    Die 

nalytischen  Bedingungen  hiefür  sind  das  Verschwinden  der  In- 

ariante  sechsten  Grades  mit  der  Charakteristik  4  (drei  verschie- 

ene    Bedingungen)    und    das   Verschwinden   der   kubischen   In- 

ariante  (eine  weitere  Bedingung).    Eine  andere  bemerkenswerte 

rzeugung  der  Caporalischen  Kurve  ergibt  sich  aus  zwei  Reihen 

27* 
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von  oo^  eingeschriebenen  Vierecken,  deren  Seiten  sie  harmoniscl: 
schneiden,  und  deren  Diagonalpunkte  die  Hessesche  Kurve  be 
schreiben.    Die  Gleichung  der  Caporali sehen  Kurve  ist 

(1)  Ml Xj^  (x^^  —  X^^)  +  Mg X^  (X^^  —  X^^)  4-  «3 X^  (X^^  —  X^^)  ==  0. 

Betrachtet  man  hier  u^,  u^,  Mg  als  Parameter,  so  stellt  die  Gleichunt 
ein  Netz  von  Caporali  sehen  Kurven  4.  Ordnung  dar  mit  sswöl] 
Basispunkten  in  den  zwölf  Ecken  der  vier  zu  cp  gehörenden  Drei 
Seite.  Diese  zwölf  gemeinsamen  Punkte  sind  außerdem  Wende- 
punlite  für  jede  Kurve  des  Netzes,  das  man  als  syzygetisches  Nett 
bezeichnet.  Es  stellt  sich  heraus,  daß  es  andere  syzygetische  Netzt 
von  Kurven  4.  Ordnung  als  das  eben  besprochene  nicht  gibt. 

Die  schon  obenerwähnte  spezialisierte  Caporali  sehe  Kurvi 
der  Gruppe  G^^  entsteht  aus  der  allgemeinen,  wenn  die  Gerader 
r  und  r  zusammenfallen.  Die  gemeinsame  Lage  von  r  und  r  isi 
dann  mit  der  von  einer  der  neun  harmonischen  Polargeraden  vor 
(p  (und  g)')  identisch.  Diese  spezialisierte  Caporalische  Kurve  is 
auch  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sie  vier  FlachpunJde  in  geradet 
Linie  besitzt,  die  mit  den  zugehörigen  vier  Tangenten,  die  sich  if 
einem  Punkte  treffen,  eine  äquianharmonische  Gruppe  bilden.  Da 
her  läßt  sich  bei  geeigneter  Wahl  der  Bezugselemente  ihre  Glei 
chung  schreiben 

(2)  «3*  +  oci    +  2iyZxi^x^^'  -t-  x^^  =  0. 

Um  die  Kollineationen  der  Gruppe  G^  zu  erhalten,  schreiben  wi] 
zuerst  die  an,  welche  die  binäre  biquadratische  Form  x^,  x^,  di« 
einen  Bestandteil  der  obigen  Gleichung  bildet,  in  sich  überführen 
Es  ist  das  eine  Tetraedergruppe  G^^,  die  man  aus  der  vier 
gliedrigen  Gruppe 

(X,     x,\  j 

\X^       X^j 

wo  i,  h  eine  beliebige  Permutation  von  1,  2  ist,  durch  Adjunktioi 
der  folgenden  erhält 


Um  nun  hieraus  die  temäre  Gruppe  G^  abzuleiten,  adjungiei 
man  der  viergliedrigen  Gruppe  noch  ajg,  das  man  in  ax^  vei 
wandele,  wo  «  eine   vierte  Einheitswurzel  ist,  imd  der  andere 

ebenfalls  iCg,  das  in  x^Y'^x}-  +  ^V^j  übergehen  soll.  Die  Grupf 
(r^g,  die  so  entsteht,  ist  also  meriedrisch  isomorph  mit  der  Grupi 


» 
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äes  Tetraeders.  Die  außer  den  vier  FlachpunJcten  noch  vorhan- 
denen 16  WendeptmJde  verteilen  sich  in  vier  harmonischen  Qua- 
drupeln auf  vier  Gerade  eines  äquianharmonischen  Büschels,  dessen 
Zentrum  mit  dem  Schnittpunkt  der  vier  FlachpunTctstangenten  über- 
einstimmt (vgl.  Ciani,  liend.  Ist.  Lomb.  (2)  33,  1170  (1900)). 

Man  nennt  ferner  desmische  Kurve  4.  Ordnung  nach  Hum- 
bert,  J.  de  math.  (4)  6,  423  (1890)  und  (4)  7,  353  (1891),  den 
ebenen  Schnitt  einer  desmischen  Fläche  4.  Ordnung.  Unabhängig 
von  räumlichen  Betrachtungen  kann  man  sagen,  eine  Kurve 
4.  Ordnung  ist  desmisch,  wenn  sie  zu  einem  Büschel  gehört,  in 
dem  sich  drei  aus  je  vier  Geraden  zusammengesetzte  Kurven  be- 
finden (desmische  Vierseite).  Diese  Geraden  berühren  eine  ein- 
zige Kurve  3.  Klasse  Jc^.  Die  vier  zusammengehörigen  Berührungs- 
punkte der  Seiten  eines  Vierseits  liegen  je  in  einer  Geraden,  und 
die  drei  Geraden  laufen  durch  einen  Funkt.  Die  Bedingung,  daß 
eine  Kurve  4.  Ordnung  desmisch  sei,  läßt  sich  geometrisch  so  fassen, 
daß  sie  drei  Doppeltang entcn  hat,  die  die  Diagonalen  eines  voll- 
ständigen Vierseits  sind,  dessen  Eckpunkte  in  den  zugehörigen  sechs 
Berührungspunkten  liegen.  Solcher  Vierseite  gibt  es  im  ganzen 
sechs.  Schur  erkannte  (J.  /.  Ilath.  95,  217  (1883)),  daß  die 
desmische  Kurve  auch  als  Spezialfall  der  Lüroth sehen  aufgefaßt 
werden  kann. 


§3.  Hsrperelliptisolie  und  elliptische  Kurven  vierter  Ordnung. 

Die  hyperelliptische  c^  hat  einen  Doppelpunkt,  und  \imgekehrt. 
Über  solche  Kurven  vergleiche  man  Kohn,  Wien.  Ber.  95,  321, 
(1887);  J effery, (^t^a/^.Jowrw.  24,  250(1890);  Andoy er,  T/^^orie 
des  formes,  p.  363ff.,  Paris  1900;  Roch,  J.  f  Math.  66,  114 
^1866);  Humbert,  J.de  math.  (4)  2,  239  (1886);  Weiß,  Wien. 
Ber.  99,  284  (1890).  Eine  irrationale  Parameterdarstellung  gab 
Dl  ab  seh,  Math.  Ann.  1,  170  (1869).  Die  g^'  auf  der  Kurve, 
iie  den  hyperelliptischen  Charakter  bedingt,  wird  gebildet  von 
iera  Geradenbüschel  durch  den  Doppelpunkt.  Sei  dieser  ein 
:fnoten  oder  isolierter  Punkt,  so  existieren  nach  der  Tabelle  auf 
J.  397  16  eigentliche  Doppeltangenten,  die  eine  Kumm ersehe 
inippe  bilden,  und  18  Wendepunkte,  so  daß  die  Klassenzahl  10 
'vird.  Von  den  63  einhüllenden  Kegelschnittreihen  des  allgemeinen 
"Falles  bestehen  nur  mehr  30  aus  wirklich  vierfach  berührenden 
'Kegelschnitten.  Die  entsprechenden  St  ein  er  sehen  Gruppen  setzen 
ipich  jeweils  zusammen  aus  vier  Paaren  von  eigentlichen  Doppel- 
angenten und  einem  doppelt  gezählten  Paar  uneigentlicher  Doppel- 
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tangenten  (Tangenten,  die  den  Doppelpunkt  enthalten).  Jeder 
Kegelschnitt  der  anderen  Systeme  berührt  die  c^  dreinrial  und 
schneidet  sie  im  Doppelpunkt.  Die  entsprechende  Steiner  sehe 
Gruppe  setzt  sich  aus  sechs  eigentlichen  und  sechs  uneigentlichen 
Doppeltangenten  zusammen,  von  denen  jedes  Paar  je  eine  enthält. 
Man  erhält  eine  hyperelliptische  c^,  wenn 

a)  bei  der  Erzeugung  mittels  zweier  projekti vischen  Büschel 
von  Kegelschnitten  diese  einen  gemeinsamen  Basispunkt  haben; 

b)  bei  der  Hess  eschen  Erzeugung  zwei  Ecken  des  wind- 
schiefen Achtecks  zusammenfallen; 

c)  bei  der  Ar onholdschen  Methode  drei  der  sieben  gegebenen 
Geraden  durch  einen  Punkt  gehen; 

d)  bei  der  Geis  er  sehen  Erzeugung  das  Projektionszentrum 
auf  einer  der  27  Geraden  der  Fläche  3.  Ordnung  liegt. 

Eine  andere  Erzeugung  hat  Bobek  [Wien.  Denkschr.  53, 
119  (1887))  angegeben.  Den  besonderen  Fall  des  Inflexions- 
knotens  behandelte  Brioschi  {Math.  Ann.  4,  95  (1871)). 

Ist  der  Doppelpunkt  eine  Spitze,  so  ist  die  Kurve  von  der 
Klasse  9  und  hat  zehn  Doppeltangenten  und  16  Wendepunkte. 
(Vgl.  besonders  noch  Richmond,  Quart.  Journ.  26,  5  (1892) 
und  Fontane,  Bull.  Soc.  math.  France  27,  229  (1899);  über  die 
desmische  Kurve  mit  Spitze  Humbert,  J.  de  math.  (4)  7,  385 
(1891)). 

Aus  den  Untersuchungen  von  Bertini  über  Kurven  der 
Ordnung  n  mit  (w  —  2)-fachem  Punkt  geht  hervor,  daß  die  Be- 
rührungspunkte der  sechs  uneigentlichen  Doppeltangenten  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen  (Bertini,  Rend.  Äcc.  Lincei  (3)  1,  92  (1877); 
Caporali,  Nap.Bend.  21,  227  (1882)  =  ilfem.  di  geom.,  p.  164). 
Dieser  Kegelschnitt  und  der  Doppelpunkt  der  Kurve  bestimmen 
eine  quadratische  Inversion,  vermittelst  derer  die  Kurve  in  sich 
selbst  übergeht  (Roberts,  Proc.  London  Math.  Soc.  25, 151  (1894)). 

Eine  c^  mit  ztvei  Doppelpunkten  oder  einer  äquivalenten 
Singularität  (z.  B.  einem  Berührungsknoten)  ist  vom  Geschlechte  1 
und  gestattet  eine  Parameterdarstellung  mittels  elliptischer  Funk-I 
tionen  (Clebsch,  /.  f.  Math.  64,  64  (1864)).  Sind  die  beiden 
Doppelpunkte  verschieden,  so  können  sie  durch  eine  Zentral- 
kollineation  in  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  übergeführt 
werden  (vgl.  unten  Kap.  XXII,  §  3  über  bizirkulare  Kurven 
4.  Ordnung).  Über  die  Erzeugung  elliptischer  c^  sehe  man 
Zeuthen,  Forh.  Äkad.  Kopenh.  1879,  p.  89;  Fiedler,  Dar- 
stellende Geometrie  in..,  2.  Aufl.,  S.  25,  45;  Liebmann,  Zeitschr 
Math.  Phijs.  41,  85  (1896);    Casey,    Transacf.  Irish  Acad.  24 
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457  (1869);  außerdem  Richmond,  Quart.  J.  32,  63  (1900); 
Brill,  Math.  Ann.  17,  103,  517  (1880);  0.  Richter,  Zeitschr. 
Math.  Phys.  35,  SuppL,  1  (1890);  Jeffery,  Proc.  Lond.  Math. 
Soc.  21,  287  (1890);  den  Fall  eines  Knotens  und  einer  Spitze 
bei  Ameseder,  Wiev.  Ber.  87,  15  (1883). 

§  4.    nationale  Kurven  vierter  Ordnung. 

Ist  eine  Kurve  4.  Ordnung  rational  (vom  Geschlechte  Null), 
so  lassen  sich  ihre  Punkte  mittels  homogener  Koordinaten  dar- 
stellen durch  Xi  =  (pii}-,  }i)  [i  =  1,  2,  3],  wo 

(1)       9,.(A,  fi)  =  a,A*-f  46,AV  +  6c,AV'+  ^d,lfi'+  e,(i\ 

Aus  dieser  Darstellung  folgen  leicht  alle  Singularitäten,  die 
Cartesische  und  Tangentialgleichung,  die  Bedingung,  daß  drei 
Punkte  in  einer  Geraden  liegen  usw.  Ist  eine  Gerade  u^  ==  0 
gegeben,  so  hängen  ihre  Schnittpunkte  mit  der  c^  von  der  binären 
bi quadratischen  Gleichung  ab  ^w-g?^  =  0.  Variiert  man  die  u^ 
in  dieser  Gleichung,  also  die  Gerade  in  der  Ebene,  so  erhält  man 
eine  biquadratische  Involution  zweiter  Art,  deren  Punktquadrupel 
auf  allen  Geraden  der  Ebene  der  c^  liegen.  Mit  Bezugnahme 
auf  die  Kurve  kann  man  daraus  die  Theorie  der  Oskulanten  von 
Stahl,  J.  f.  Math.  101,  300  (1887),  folgern.  Sieht  man  die 
Kurve  als  rationalen  Träger  mit  den  Koordinaten  (l)  an,  so  sind 
die  folgenden  Arbeiten  einzusehen:  Brill,  Math.  Ann.  12,  90 
(1877);  Friedrich,  Biss.  Gießen  1886;  Groß,  Biss.  Tübingen 
(1887);  E.  Meyer,  Biss.  Königsberg  (1888).  Man  vergleiche  auch 
das  Buch  von  Franz  Meyer,  Apolaritöt  und  rationale  Kurven, 
Tübingen  1883. 

Eine  c^  mit  drei  Doppelpunkten  hat  vier  Doppeltangenten 
und  sechs  Wendepunkte  und  ist  von  der  Klasse  6  (c^®).  Bie  sechs 
BoppelpunJctstangenten  berühren  einen  Kegelschnitt,  ebenso  die  sechs 
Tangenten,  die  von  den  Boppelpunkten  aus  an  die  Kurve  gelegt 
werden  können,  und  einen  dritten  Kegelschnitt  die  sechs  Wende- 
ta/ngenten.  Auf  einem  Kegelschnitt  liegen  ferner  die  sechs  Wende- 
punlcte  selbst,  die  acht  Berührungspunkte  der  vier  Boppeltangenten, 
die  sechs  Schnittpunkte  der  Boppelpunktstangenten  mit  der  Kurve 
und  schließlich  die  sechs  Berührungspunkte  der  von  deti  Boppel- 
punkten  ausgehenden  Tangenten.  Der  Ort  der  Punkte  P  von  der 
Eigenschaft,  daß  die  Berührungspunkte  der  von  ihnen  ausgehen- 
den sechs  Tangenten  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  ist  eine 
Kurve  3.  Ordnung. 
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Die  rationale  c^  kann  aus  einem  Kegelschnitt  durch  quadra- 
tische Transformation  gewonnen  werden.  In  der  Tat  ist  die  Glei- 
chung der  c^  in  bezug  auf  das  Dreieck  der  drei  Doppelpunkte 

ax^^X2^-\-l>x/xg^+cx^^Xi^-\-2  dXi^X2XQ+  2  ex^^x^x^-j-  2  fx^^x^x^^O 
oder 

a(—y+ll—y+c(^y+  2^-^+  2^— -+  2/--^  =0, 

und  nun  ist  nur  x-  =  Ijx^  zu  setzen,  um  die  c^  in  einen  Kegel- 
schnitt zu  verwandeln  (Salmon,  Höh.  Kurven,  p.  357).  Ist  etwa 
c  =  0,  d.  h.  geht  der  Kegelschnitt  durch  eine  Ecke  des  Funda- 
mentaldreiecks,  so  zerfällt  die  c^  in  eine  Koordinatenseite  und 
eine  rationale  Cg. 

Schröter  betrachtet  die  vorliegende  Kurve  als  Ort  des 
Punktes,  der  entsprechenden  Tangenten  zweier  projektiven  Kegel- 
schnitte gemeinschaftlich  ist  (/.  f.  Math.  54,  32  (1857)).  Redu- 
ziert sich  der  eine  Kegelschnitt  auf  einen  Punkt,  so  ist  das  Er- 
zeugnis wieder  eine  rationale  Cg.  Stahl  faßt  die  rationale  c^  als 
ebene  Projektion  der  rationalen  ßaumkurve  4.  Ordnung  auf 
(J.  f.  Math.  101,  300  (1887):  vgl.  auch  H.  de  Vries,  Ämsterd. 
Ah  1909,  p.  627). 

Eine  besondere  Gattung  der  c^  mit  drei  Doppelpunkten 
bilden  die  projektiven  Lemniskaten,  deren  sämtliche  Doppelpunkte 
Inflexionskuoten  sind  (vgl.  Berzolari,  Rend.  Ist.  Lonib.  (2)  37, 
277,  304  (1904));  Schonte,  Arch.  Math.  (2)  2,  113  (1884) 
u.  flgde.  Bde.  Legt  man  an  eine  solche  Kurve  von  einem  Punkte  Paus 
die  sechs  Tangenten,  so  liegen  deren  Berührungspunkte  in  einem 
Kegelschnitt.  Die  soeben  erwähnte  Kurve  3.  Ordnung,  die  im  all- 
gemeinen den  Ort  solcher  Punkte  P  bildet,  ist  also  hier  unbe- 
stimmt. Bückt  P  auf  die  Kurve  selbst,  so  liegen  die  entsprechen- 
den vier  Berührungspunkte  in  einer  Geraden.  Die  Seiten  des  Vier- 
ecks, das  zu  dem  Vierseit  der  Doppeltangenten  der  Kurve,  in  dessen 
drei  Diagonalpunkten  die  Inflexionskuoten  liegen,  assoziiert  ist  (und 
dessen  Ecken  die  Pole  der  einzelnen  Seiten  des  Vierseits  in  bezug 
auf  die  übrigbleibenden  Dreiseite  sind),  schneiden  die  Kurve  (außer 
in  den  Doppelpunkten)  in  zwölf  Punkten,  denen  ein  sechspunktig 
berührender  Kegelschnitt  zukommt  (vgl.  Basset,  Quart.  Journ.  35, 
1  (1903)).  Dieselben  zwölf  Punkte  sind  auch  die  Berührungs- 
punkte der  von  den  Ecken  des  erwähnten  Vierseits  ausgehenden 
einfachen  Tangenten.  Berzolari  bringt  alle  Eigenschaften  der 
Kurve  unter  einen  Gesichtspunkt,  indem  er  hervorhebt,  daß  die 
Kurve  gegenüber  der  Gruppe  von  24  Kollineationen,  die  das  Vier- 


§  5.    Rationale  Kurven  3.  Ordnung.  425 

seit  m  sich  transformieren,  invariant  ist.  Die  projektive  Lemnis- 
kate  bildet  also  auch  einen  besonderen  Fall  der  in  §  1  behandelten 
Kurven  4.  Ordnung.  Sie  kann  in  folgender  Weise  von  einem 
Punkte  P  erzeugt  werden:  Man  betrachte  ein  Poldreiseit  eines 
Kegelschnittes  K  als  Kurve  3.  Blasse  vmä  bestimme  zu  jeder  Tan- 
gente T  von  K  den  Pol  P  in  bemg  auf  das  Breiseit  (vgl.  auch  Kober, 
Zschr.  math.  ünterr.  40,  168  (1909)).  In  bezug  auf  dieses  Drei- 
äeit  hat  die  Kurve  die  Gleichung 

Die  drei  Tangenten  in  den  InflexionsJcnoten  berühren  K;  außerdem 
jeht  K  durch  die  acht  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten. 

Wertet  man  die  eben  gegebene  Erzeugung  der  projektiven 
Lemniskate  dualistisch  um,  so  erhält  man  eine  sogenannte  pro- 
jektive Ästroide,  eine  Cg*  mit  drei  Spitzendoppeltangenten  und 
?ier  Doppelpunkten  (vgl.  Kober,  Zschr.  math.  ünterr.  38,  278 
[1907);  metrische  Spezialisierungen  beider  Kurven  in  Kap.  XXII). 

Die  drei  Doppelpunkte  einer  rationalen  c^  können  alle  oder 
sum  Teil  in  Spitzen  ausarten,  sie  können  zu  zweien  konsekutiv 
(Verden  (Berührungsknoten)  oder  sich  in  einem  dreifachen  Punkt 
srereinigen.  Dieser  heißt  SpitzpunTct,  wenn  seine  drei  Tangenten 
koinzidieren.  Der  Spitzpunkt  ist  die  zum  Plachpunkt  dualistische 
Singularität. 

§  5.  nationale  Kurven  dritter  Ordnung. 

Die  Bedingung,   daß  eine   allgemeine  Cg  einen  Doppelpunkt 
dabe,  ist  durch  das  Verschwinden  der  Diskriminante 
i?  ^  ^2  _  I  ^3 

^vgl,  Kap.  XVII)  gegeben.  Werden  die  Tangenten  des  Doppel- 
punktes und  die  Verbindungsgerade  der  drei  noch  vorhandenen 
Wendepunkte  als  Koordinatenseiten  x^  =  0,  iCg  ==  0,  x^  =  0  ge- 
nommen, so  läßt  sich  die  Kurvengleichung  in  der  Form  schreiben 

^1)  x{'  +  x^^  -\-  Qx^x^x^^  0. 

Die  Gleichung  ihrer  Hess  eschen  Kurve,  die  mit  der  Grund- 
iurve  den  Doppelpunkt  samt  seinen  Tangenten  und  die  Wende- 
)unkte  gemein  hat,  lautet  dann 

2)  x^^ -}- x^^  —  2XiX^Xq  =  0. 

Die  Cayleysche  Kurve  zerfällt  in  den  Doppelpunkt  und 
linen  Kegelschnitt,  der  die  Tangenten  des  Doppelpunkts  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Wendepunktsgeraden  berührt. 
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Die  Wendepunkte  sind  nur  dann  alle  drei  reell,  wenn  de 
Doppelpunkt  isoliert  ist;  dieser  ist  der  Pol  der  Wendepunkts 
geraden  in  hezug  auf  das  Dreiseit  der  Wendetangenten  (J.  Plücker 
System  d.  anal.  Geom.,  Art.  325,  Berlin  1835).  Im  Falle  de 
Knotens  sind  zwei  Wendepunkte  konjugiert  imaginär.  In  beidei 
Fällen  ist  die  Kurve  von  der  4.  Klasse  (cg''). 

Nimmt  man  x^  =  0  als  Verbindungslinie  des  Doppelpunkte 
mit  dem  einen  (reellen)  Wendepunkt,  x^  =  0  als  die  zugehörige 
Wendetangente,  0-2  =  0  als  irgendeine  Gerade  durch  den  Doppel 
punkt,  so  läßt  sich  die  Kurvengleichung  schreiben 

(3)  x^^  =  x^(x^^  +  ax^''). 
Auch  die  Form 

(4)  Xj^  -f-  ^2^  -f  x^^  =  0  oder  (x^  -\-  x^  -{•  x^y  =  27  f^^x^x^ 

kann  der  Kurvengleichung  gegeben  werden,  wenn  man  das  Drei 
seit  der  Wendetangenten  zum  Fundamentaldreiseit  nimmt.  De: 
Doppelpunkt  liegt  dann  in  a^j  =  a^g  =  a^g ,  und  x^  4-  X2  -{-  x.^  =  ( 
ist  die  Wendepunktsgerade. 

Eine  C3*  wird  erzeugt  durch  zwei  ein-zw  ei  deutig  aufeinande; 
bezogene  Strahlenhüschel  oder  durch  ein  Kegelschnittbüschel  umd  eh 
dazu  projektives  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  in  einem  Grund 
punkt  des  Kegelschnittbüschcls  liegt  (vgl.  auch  den  vorigen  Para 
graphen  und  Zahradnik,  Wien.  Ber.  117,  1167  (1908)). 

Die  Cg*  ist  ferner  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  voi 
einem  Punkte  aus  an  die  Kegelschnitte  einer  Schar  gehenden  Tan 
Renten. 

Gemäß  dem  allgemeinen  Satz  von  Clebsch  hat  eine  Cg  mi" 
Doppelpunkt  eine  Parameterdarstellung  der  Art 

(5)  X,  =  a^X^  +  3^,.AV  +  ^YiX(i^  +  öifi\  (/  =  1,2,3; 

Verbindet  man  die  Berührungspunkte  der  beiden  an  die  Kurvi 
von  einem  ihrer  Punkte  aus  gehenden  Tangenten  mit  dem  Doppel 
pu/nkt,  so  liegen  diese  Verbindungslinien  harmonisch  zu  den  Tan 
genten  im  Doppelpunkt.  Über  Stein  ersehe  Polygone  auf  einer  Cg' 
vgl.  E.  Weyr  (Math.  Ann.  3,  235  (1871))  und  Loria  (iVa/ 
Stzgsb.  1896,  Nr.  36). 

Die  Cg  hat  eine  Spitze  und  erhält  die  Klasse  3  (Cg^),  wenr 
die  beiden  Invarianten  S  und  T  verschwinden.  Es  ist  dann  nui 
noch  ein  Wendepunkt  vorhanden.  Zur  Aufstellung  einer  kano 
nischen  Gleichung  nimmt  man  die  Rückkehrtangente  als  x^  =  0 
die  Verbindungslinie  von  Spitze  und  Wendepunkt  als  x^  =  0  unc 
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die  Wendetangente  als  x^  ==  0,  dann  heißt  die  Kurvengleichung 

(6)  a;/  —  dx^^Xs  =  0. 

Das  ergibt  die  einfache  Parameterdarstellung  x^ :  x^ :  x^  =  1 :  X :  X^. 
Die  Hessesche  Kurve  zerfällt  in  X■^^X2  =  0,  und  die  Cayleysche 
Kurve  besteht  aus  der  doppelt  zählenden  Spitze  und  dem  Schnitt- 
punkt der  Wende-  und  Rückkehrtangente.  Eigentliche  Steiner- 
sche  Polygone  gibt  es  auf  einer  Cg^  nicht.  Zieht  man  von  einem 
beliebigen  Kurvcnpunhte  eine  Tangente  an  sie,  von  deren  Berührimgs- 
punkt  wieder  eine  Tangente  usf.  (vgl.  Durege,  Math.  Ann.  1, 
509  (1869)),  so  nähert  sich  der  Berührungspunkt  immer  mehr  dem 
Wendepunkt.  Die  Cg^  gehört  zu  den  TF- Kurven  erster  Art  (vgl. 
Kap.  XXn,  §  7). 

Ausführlicheres  über  rationale  Cg  findet  man  bei  Clebsch- 
Lindemann,  Vorlesungen  I,  580ff.,  Salmon-Fiedler,  Höhere 
Kurven,  S.  232ff.,  Andoyer,  Theorie  des  formes,  p.  334ff.,  Paris 
1900  und  besonders  (auch  in  konstruktiver  Hinsicht)  bei  E.  Weyr, 
Theorie  der  mehrdeutigen  gcom.  Elementargehilde,  S.  81  ff.,  Leipzig 
1869.  Hier  sind  auch  Kurven  3.  Klasse  mit  Doppeltangente  (c^) 
behandelt  (vgl.  a.  Kohn,  Ensylil.in.Qh,  S.  503,  dazu  Berzo- 
lari,  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  25,'  1025  (1892)). 


Kapitel  XX. 
Metrische  Eigenschaften  algebraischer  Kurven. 

Von  H.  Wieleitner  in  Pirmasenß. 


§  1.   Gerad-  und  kxxunmlinige  Asymptoten. 

Handelt  es  sich  um  die  Betrachtung  einer  einzelnen  vor- 
liegenden Kurve,  insbesondere  in  Hinsicht  auf  metrische  Eigen- 
schaften, so  sind  projektive  Dreieckskoordinaten  selten  ein  ge- 
eignetes Untersuchungsmittel,  da  es  insbesondere  auf  die  Beziehung 
der  Kurve  zur  unendlich  fernen  Geraden  ankommt.  Man  legt 
deshalb  affine  (kartesische)  und  meist  rechtwinklige  Koordinaten 
zugrunde,  kann  aber  dann  jederzeit,  indem  man  die  in  x,  y  ge- 
schriebene Gleichung  mit  z  homogenisiert,  die  unendlich  ferne 
Gerade  {z  ==  0)  als  dritte  Koordinatenseite  einführen.  Bedeutet  u^''^ 
ein  in  x,  y  homogenes  Polynom  vom  v**^  Grade ,  so  läßt  sich  die 
Gleichung  der  Kurve  schreiben 

(1)  /  =  wW  +  m("-  1)^  +  w(«- 2)^2  j^ y  u^^)z''-'^  +  wW^e»  =  0. 

Hier  ist,  wenn  etwa  u^^^  ^  0  ist,  m^^^  ==  0  die  Gleichung  der 
Tangente  des  Anfangspunktes  (ä;  =  0,  y  =  0),  wenn  auch  w(^)  ^  0 
ist,  liefert  u^^^  =  0  das  Tangentenpaar  des  Anfangspunktes  usw. 
Man  kann  ferner  durch  geeignete  Wahl  des  Koordinatensystems 
immer  erreichen,  daß  w^")  das  Glied  y^  enthält.  Denkt  man  sich 
dieses  Glied  von  seinem  Zahlenkoeffizienten  durch  Division  befreit, 
so  läßt  sich  (l)  auch  unter  der  Voraussetzung,  daß  m^"^  nur  einfache 
Faktoren  hat,  ersetzen  durch 

n 

(1*)         f  =  Y[{y  -  K^)  +  e^''-''\x,  y,  z)  =  0. 
1 

Die  unendlich  fernen  Punkte  von  f  sind  dann  durch  y/x  =  A,^, 
z  =  0  gegeben.  Um  das  Verhalten  von  f  in  ihnen  genauer  zu 
bestimmen,  müssen  wir  ihre  bezüglichen  Tangenten,  die  sogenannten 
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iptoten  der  Kurve,  angeben.     Gelingt  es,  f  auf  die  Form  zu 
bringen 

n 

(It)      f^lijiji  -  k^x  +  fi,,)  +  z'T^--'\x,  y,  z)  =  0, 
1 

30  sind  die  Geraden  y  —  l^x  +  f*,-  =  0  die  Asymptoten.  Diese 
können  (alle  oder  zum  Teil)  paarweise  imaginär  sein.  Die  ^i^  erhält 
man  hierbei  immer  als  die  Zähler  der  Partialbrüche,  in  die  sich 
der  Quotient  u^^~^^lu^^'^  zerlegen  läßt.  Da  nach  der  allgemeinen 
Form  der  Tangentengleichung  (S.  274)  die  Gleichung  einer  ein- 
zelnen Asymptote  im  Punkte  {x^,  y^,  0)  lautet 

kann  man  diesen  Satz  leicht  bestätigen.  Berührt  die  Asymptote 
2v-punktig,  so  ist  der  Verlauf  des  unendlichen  Zweiges  wie  bei 
einer  gewöhnlichen  Hyperbel,  berührt  sie  aber  (2i/  -f  l)-punktig, 
so  kommt  der  Kurvenast  auf  der  nämlichen  Seite  der  Asymptote 
zurück,  auf  der  er  ins  Unendliche  ging  (Wendeasymptote). 

Enthält  das  Polynom  ii^"'^  einen  mehi'fachen  Faktor,  ist  also 
etwa 

(3)  /'^  («/  — Aic)''n("-')  i-.?0(«-^)  =  O,  •     [•■^s] 

so  setze  man  y  —  Xx  =  'S,,  y  =  ■}]  und  ordne  die  Gleichung  nach 
Potenzen  von  tj;  dann  kommt 

(4)  /■=  «;(^)ij"-"  -f-  t;(."  +  i), !"-/'-!  -\-  ...  -f-  t;(«-i)tj  +  wW  =  0, 
wo  die  V  homogene  Polynome  in  'S,,  z  sind.    Hier  stellt 

(5)  v(^')  =Plicc,'S,  +  ß^z)  =  J^(a,y  -  U,x  i-  ß,0)  =  0 

1  1 

das  System  der  ft  parallelen  Asymptoten  des  unendlich  fernen 
singulären  Punktes  dar,  unter  denen  auch  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade (für  a,.  =  0)  beliebig  oft  auftreten  kann.  Die  Zahl  ju,  ist 
dabei  höchstens  gleich  v,  mindestens  gleich  1.  Im  letzteren  Falle 
hat  die  Kurve  in  der  durch  y  —  Xx  ==  0  gegebenen  Richtung  füi- 
V  >•  2  eine  reine  Liniensingularität,  d.  h.  die  Kurve  wird  von 
der  unendlich  fernen  Geraden  in  v  koinzidierenden ,  konsekutiven 
Punkten  beiührt  (v  =  3  Wendepunkt,  v  =  4  Flachpunkt  usw.). 
Zur  genaueren  Diskussion  der  Annähening  an  eine  bestimmte 
Asymptote  setzt  man,  wenn  oi^^  0,  a.|  -{-  ß^z  =  ;!/,,  ^  =  x^  und 
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entwickelt,  indem  man  ic^  zunächst  gleich  1  nimmt,  y^  nach  (ganzen 
oder  gebrochenen)  Potenzen  von  z  (vgl.  S.  293) 

(6)  2/1  =  ^5^  + jB^'  +  *i+ C2*  +  *i  +  '*H ,  [.>i] 

woraus  sich,  wenn  man  wieder  x.^  einführt,  die  hyperbolischen 
Näherungskurven 

A  __     A^  B 

•Vj  1  1 

ergeben.  Ist  aber  «^  =  0,  also  ^:  =  0  selbst  Tangente,  so  kann 
man  aus  (4)  direkt  entwickeln 

(7)  i  =  A^,^  ■\-B^z^  +  ^^-\----,  [rf-i] 
woraus  die  parabolischen  Näherungskurven  folgen 

§  =  AV"^     i  =  AV"'^  +  B^ri^-^-^^,  usw. 

Mit  diesen  krummlinigen  Asymptoten  beschäftigten  sich  schon 
Newton,  dann  Stirling  (1717),  ausführlich  J.  Plücker,  Hieorie 
der  alg.  K.,  Bonn  1839.  0.  Stolz,  Math.  Ann.  11,  41  (1877), 
wandte  erst  die  Reihenentwicklungen  an,  um  die  Plücker  sehen 
Untersuchungen  strenger  zu  gestalten  (vgl.  C.  Reuschle,  Praxis 
der  KurvendisJcussion  I,  Stuttg.  1886,  H.  Wieleitner,  Alg.  K., 
Leipzig  1905,  Abschn.  VI  u.  E.Beutel,  Alg.  K  I,  Leipzig  1909). 

§  2.   Transversalentheorie. 

Es  gibt  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  von  den  Schnittpunkten 
einer  algebraischen  Kurve  mit  bestimmt  orientierten  Geraden 
(Transversalen)  handeln.  An  diesen  Sätzen  hat  sich  die  Kurven- 
theorie historisch  entwickelt.  Ist  z.  B.  A^A^A^  ein  beliebiges 
Dreiseit  und  sind  P^^^  Pg^*),  Pg^'^  die  Schnittpunkte  der  Seiten 
A^A^,  AqA^  und  A^A^  mit  der  Kurve,  so  gilt  der  sogenannte 
Carnotsche  Satz  [Geom.  de  position,  Paris  1803,  p.  291,  436) 

der  sich  ohne  weiteres  auf  den  Schnitt  eines  beliebigen  geschlosse- 
nen Polygonzuges  erweitern  läßt.  Der  Satz  ist  projektiver  Natur. 
Geht  die  Kurve  etwa  durch  die  Ecke  A^  des  Dreiecks,  so 
kann  man  P^")  und  P^"^  in  A^  fallen  lassen,  und  wenn  wir  die 
Tangente  in  A^  an  die  Kurve  A^I  nennen,  so  geht  der  Satz  (3) 
über  in 
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-U,A,-  Bin  {A,  A,  T)   iL  ^^  pO)  l^L  ^^  p(0  *i^i  a,  P^'> 

Ist  aber  eine  der  Seiten  des  Dreiecks,  etwa  Ä^A^  (in  der 
Scke  J-j)  selbst  Tangente  der  Kurve  und  M  ihr  Krünamungsradius 
a  diesem  Punkte,  so  wird  aus  (2) 

oA   AV_„  TJAP^^  IIT^^''  fl^i^  -  ^ 

^^      2^3^,  sin(^,)    LI  A,P^^'\L  A,pf>'\i-  J,7f> 

st  die  Kurve  z.  B.  eine  Cg  und  berührt  in  den  drei  Ecken  je  eine 
Seite  entsprechend,  so  wird 

fo  r  den  Umkreisradius  von  A  A^A^A^  bedeutet. 

Aus  dem  Carnot sehen  Satze  folgt  ein  anderer,  der  schon 
on  Newton  aufgestellt  wurde  und  lautet:  Gehen  von  zwei  Funkten 
>,  0'  zivei  parallele  Transversalen  aus,  auf  denen  die  Schnittpunkte 
1^  und  Af  liegen,  so  hängt  das  Verhältnis 

OA,    OA^--  OA^ 


0'A\  ■  O'A'^  ■■■■  0'A'„ 

\ur  von  der  Richtung  der  beiden  Strahlen  ah,  nicht  von  der  Lage 
[er  Punkte  0,  0' .  Ersetzt  man  hier  die  Kurve  «durch  ihre  Asym- 
»toten  oder  ein  System  von  Geraden,  die  zu  den  Asymptoten 
lai-allel  sind,  so  ändern  sich  die  Produkte  der  Abschnitte  nur  um 
:onstante  Faktoren.  Mannigfache  Anwendungen  dieser  Sätze  gibt 
*oncelet,  in  vier  Noten,  Journ.  f.  Math.  8  (1832),  z.  B.:  Drehen 
ich  drei  Seiten  eines  emer  c^  eingeschriebenen  Vierseits  um  feste 
'hmkte,  so  gilt  dasselbe  von  der  letzten  Seite  des  Vierseits. 

Hieran  schließt  sich  der  Satz:  Die  Summe  der  Kotangenten 
[er  Winkel  cp.,  unter  denen  eine  Gerade  die  Kurve  schneidet,  ist 
[ieselbe  wie  die  bezüglich  des  Systems  der  Asymptoten  genom- 
aene,  hängt  also  auch  nur  von  der  Richtung  der  Transversale  ab. 
)iese  Eigenschaft  ist  aber  nur  ein  spezieller  Fall  des  allgemeineren 
on  Liouville  neben  anderen  Sätzen,  /.  de  math.  (l)  6,  345 
1841)  u.  9,  337,  435  (1844),  aufgestellten  Theorems:  DieSumme 
ler  Kotangenten  der  Winkel,  unter  denen  sich  zwei  algebraische 
Kurven  schneiden,  ist  gleich  derselben  Summe  in  bezug  auf  ihre 
eülerseitigen  Asymptotensysteme. 

Von  Reiß,  Corr.  math.  9,  249  (1837),  stammt  der  Satz: 
ind  M^  die  Krümmungsradien  in  den  Schnittpunkten  einer  Ge- 
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raden  mit  einer  Kurve  und  (p^  die  Schnittwinkel,  so  ist 

n 

(5)  y]    i     =  0. 

1 

Diese  Sätze,  ihre  Erweiterungen  und  dualistischen  ün 
formungen,  auf  die  schon  Poncelet  (1832)  hinwies,  finden  sie 
alle  bewiesen  in  zwei  Abhandlungen  von  A.  Gob,  Assoc.  frang.  pot 
V  avmc.  des  Sc.  1893  und  Bull.  Acad.  Belg.  (3)  28,  57  (1894 


§  3.  Affin  metrische  Begründung  der  Folarentheorie. 
Durchmesser,  Mittelpunkte. 

Die  gei-ade  Polare  eines  Punktes  Q  ist  affin  folgendermaße 
definiert:  Man  bestimme  auf  jedem  Strahle  durch  Q  den  harmon 
sehen  MiitelpunM  P  in  bezug  auf  Q,  für  den 


^^^  jLj  gs,  -  QS,^  QS,'^'"^  QS„ 

oder 

^'-  ^  QS,  ^  QS,^         ^  QS„        QP 

ist,  wenn  S^  die  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  der  Kurve  sin( 
Dann  beschreibt  P  die  Polargerade  (Cot es  1722). 

Legen  wir  Q  ins  Unendliche,  so  wird  das  Strahlbüschel  (( 
zu  einem  System  paralleler  Sekanten,  und  die  Relation  (l)  gel 
über  in 

(2)  ^PS,  ^PS,-\-PS,  +  ---  +  PS,=  0. 

Der  Punkt  P  ist  das  Zentrum  der  mittleren  Entfernungen  (Schwei 
punkt)  der  Punkte  S^  und  beschreibt  den  geradlinigen  Durch 
messer  (Durchmesser  erster  Ordnung),  der  zur  Richtung  (^)  gehöi 
(Newton  1676;  Poncelet,  J.  f.  Math.  3,  213  (1828)).  Un 
gekehrt  gehören  zu  jedem  geraden  Durchmesser  n  —  1  Ricl 
tungen  (Q).  In  der  Tat  umhüllen  die  zu  allen  Punkten  der  ui 
endlich  fernen  Geraden  gehörigen  Durchmesser  eine  rationa] 
Kurve  von  der  Klasse  n  —  1  und  der  Ordnung  2(w  —  2).  Diet 
Enveloppe  reduziert  sich  also  nur  für  Kegelschnitte  (n  ==  2)  ai 
einen  Punkt. 

Ebenfalls  schon  von  Newton  stammt  der  Satz,  daß  eii 
Kurve  (ohne  parabolische  Zweige)  mit  dem  System  ihrer  Asyn 
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ptoten  für  jede  Richtung  (Q)  denselben  geraden  Durchmesser  hat. 
Daraus  folgt,  daß  auf  jeder  Sekante  die  algebraische  Summe  der 
zwischen  den  Kurvenzweigen  und  den  zugehörigen  Asymptoten 
liegenden  Abschnitte  verschwindet.  Das  gibt  für  n  ==  2  einen 
bekannten  Satz  über  die  Hyperbel.  Die  projektive  Verallgemeine- 
rung dieses  Newtonschen  Satzes  gab  erst  Maclaurin  (1748). 
Poncelet  stellte  unter  andern  noch  folgenden  Satz  auf 
(J.  f.  Math.  8  (1832)):  Treffen  zwei  Kurven  c^  und  c^  die  Seiten 
AB  und  ÄC  eines  Dreiecks  in  den  nämlichen  Punktgruppen 
Qi,  Q^,  '  •  ■,  Q„  und  i?^,  JBg,  .  .  .,  jR^,  so  besteht  für  ihre  Schnitt- 
punktgruppen P^,  P^,  .  .  ..,  P„  und  P[,  P'^,  .  .  .,  P^  mit  der  Seite 
BC  die  Beziehung 

11 

d.  h.  die  beiden  Punktgruppen  liegen  mit  B  und  C  in  Involution. 
Fallen  B  und  C  in  einen  Punkt  0  zusammen,  so  besteht  die 
Gleichung 


W  Ij<k-^ 


i  1 

d.  h.  die  beiden  PunJctreihen  haben  in  hezug  auf  0  denselben  har- 
monischen Mittelpunkt. 

Es  heißt  harmonischer  Mittelpunkt  ä;'*"  Grades  der  Punkte  S^ 
in  bezug  auf  Q  ein  Punkt  P,  für  welchen 

[E.  de  Jonquieres,  J.  de  maih.  (2)  2,  266  (1857)).  Die  harmo- 
aischen  Mittelpunkte  ä;*®"  Grades  für  alle  Geraden  durch  Q  er- 
füllen die  Polare  k^^^  Ordnung  von  Q.  Diese  wird  zum  Durch- 
nesser  k^''  Ordnung.,  wenn  wir  Q  ins  Unendliche  legen  (vgl.  auch 
iie  Theorie  der  Zentralen  von  H.  Graßmann,  J.  f.  Math.  24,  262, 
J72  (1842)  und  25,  57  (1843)).  Die  Bedingung  (5)  geht  dann 
jlber  in 

))  ^PS^  •  PS^ PS^  =  0. 

Selbstverständlich  gelten  für  diese  Durchmesser  alle  Sätze, 

ie  sie  in  Kap.  XIII,  §  4  für  Polaren  aufgestellt  wurden.    Ins- 

Jesondere  ist  der  gerade  Durchmesser  einer  Richtung  (Q)  auch  der 

Jerade  Durchmesser  aller  zu  {Q)  gehörigen  höheren  Durchmesser. 

I     Pascal,  Repertorium.  II.  2.  Anfl.  28 
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Ein  weiteres  Beispiel  sei  dieses:  Sucht  man  bei  einer  Cg 
einen  Punkt  J.,  dessen  Polarkegelschnitt  ein  Kreis  sein  soll,  so 
muß  dies  der  Punkt  sein,  in  welchem  die  zu  den  imaginären  Kreis- 
punkten I  und  J  gehörenden  geraden  Durchmesser  sich  schneiden. 
Es  gibt  also  für  jede  Cg  einen  einzigen  solchen  Punkt  A,  sofern 
nicht  zu  I  und  J  derselbe  Durchmesser  gehört  (Stuy  vaert,  Nouv. 
Ann.  Math.  (3)  18,  275  (1899)).  Mit  den  Durchmessern  hat 
sich  neben  Newton,  Maclaurin,  Gramer  u.  a.  insbesondere 
E.  Waring,  Proprietates  algebr.  curvarum  (Cambr.  1772)  beschäf- 
tigt. Neuere  Arbeiten  sind  von  J.  Thomae,  Leipz.  Ber.  51,  317 
(1899),  55,  108  (1903)  und  von  V.  Kommerell,  Math.-nat. 
Mitt.  Württ.  (2)  9,  35  (1907)  (vgl.  auch  desselben  Autors  Ar- 
tikel in  Cantors  Gesch.  d.  Math.  IV,  471  ff.). 

Die  Theorie  der  Polaren  läßt  sich  dualistisch  umformen, 
indem  man  die  Grundkurve  als  Kurve  von  der  Klasse  v  auffaßt. 
Ist  dann  p  irgendeine  Gerade,  so  kann  man  ihr  Polarkurven 
(v  —  ly^^,  (v  —  2)*®'  usw.  bis  herunter  zur  ersten  Klasse  zuord- 
nen. Diese  letzte  Polare  ist  ein  Punkt  P,  den  man  als  Pol  an- 
sprechen kann.  Ist  Q  ein  variabler  Punkt  auf  ^  und  sind  b-  die 
von  Q  an  die  Grundkurve  gehenden  Tangenten ,  so  ist  der  Pol  F 
definiert  durch  die  Gleichung  für  den  Strahl  QP  =  q 

1  » 

während  die  Tangenten  q  der  Polare  Jc^'^  Klasse  der  Gleichung 
genügen 

^-    '  ^  sin(p&i)     sin(_p62)  sin(^&t) 

Nennt  man  B.M,  imd  J5,iV,.  bzw.  die  Lote  von  den  Beruh- 
rungspunkten  B^  der  b^  auf  g'  und  auf  j),  so  läßt  sich  (7)  ersetzen 
durch 

^""^  B,N,  "^  B,N,  '^"'  B,N,       ^■ 

Rückt  die  Gerade  p  ins  Unendliche,  so  kann  man  in  Erweiterung 
der  bekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  den  Punkt  P  als 
Mittelpunkt  der  Klassenkurve  bezeichnen.  Aus  (9)  wird  danr 
die  Bedingung. 

(10)  ^iB,M,=^0. 

Diese  Gleichung  sagt  aus:  der  Mittelpunkt  der  Klassenkurve  is 


§  3.    Polarentheorie,  Durchmesser,  Mittelpunkte.  435 

äas  Zentrum  der  mittleren  Entfernungen  (Schwerpunkt)  für  die 
Berührungspunkte  aller  zu  irgendeiner  Richtung  parallelen  Tan- 
genten. Da  die  algebraische  Summe  der  Krümmungsradien  in  den 
Punkten  B^  verschwindet,  ist  der  Mittelpunkt  auch  das  Zentrum 
ier  mittleren  Entfernungen  für  die  Krümmungsmittelpunkte  dieser 
Berührungspunkte.  Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  er  aber  auch  in 
bezug  auf  die  (n  —  1)^  Pole,  die  der  unendlich  fernen  Geraden 
^ntsprechen,  wenn  man  die  Grundkurve  als  Ordnungskurve  auf- 
faßt, sowie  in  bezug  auf  die  ^n  {n  —  l)  Schnittpunkte  der  »i  Asymp- 
toten. Außerdem  ist  P  der  von  J.  Steiner,  J.  f.  Math.  21,  33 
^1840),  sog.  KrümmungsschwerpunM  der  Grundkurve,  d.  i.  der 
Schwerpunkt  der  Kurve,  wenn  man  sie  proportional  der  Krüm- 
mung mit  Masse  belegt  denkt. 

Diese  Sätze  über  den  KlassenmiUelpunJct  rühren  her  von 
M.  Chasles,  Corr.  math.  6,  1  (1830),  und  J.  Liouville,  a.  a.  0.; 
ier  letzte  von  H.  Graßmann,  J.  f.  Math.  25,  67  (1842).  Von 
J.  Liouville  wird  dabei  noch  der  Newton  sehe  Satz  über  die 
Schnittpunkte  einer  Kurve  mit  einer  Geraden  auf  die  Schnitt- 
punkte zweier  beliebigen  Kurven  erweitert:  Das  Zentrum  der 
mittleren  Entfernungen  der  mn  Schnittpunkte  zweier  Kurven  m'*'" 
und  ti*"'  Ordnung,  die  von  der  unendlich  fernen  Geraden  nicht 
berührt  werden,  ist  identisch  mit  dem  Zentrum  für  die  mn  Schnitt- 
winkte  der  beiderseitigen  Asymptoten  (wieder  aufgestellt  von 
B.  Sporer,  Diss.,  Tübingen  1896,  S.  37). 

Unter  Mittelpunkt  einer  Ordnungskurve  (Ordnung smittelpunkt^ 
\rersteht  man  indessen  gewöhnlich  einen  Punkt,  der  für  die  Kurve 
Symmetriezentrum  ist.  Damit  ein  solches  vorhanden  sei,  müssen 
Für  w  >■  2  besondere  Bedingungen  erfüllt  werden.  Ein  im  End- 
lichen liegender  Ordnungsmittelpunkt  vertritt  \n  (n  -\-  2)  be- 
stimmende Punkte  für  gerades  w,  \(^n-\- 1)^  für  ungerades  n.  Es 
jibt  aber  dann  für  eigentliche  Kurven  nur  einen  einzigen  Mittel- 
punkt. Bei  geradem  n  enthält  die  Kurve  den  Mittelpunkt  gar 
licht  oder  sie  schickt  eine  gerade  Anzahl  von  Zweigen  durch  ihn; 
)ei  ungeradem  n  muß  eine  ungerade  Zahl  von  Zweigen  durch  ihn 
reben,  deren  jeder  in  ihm  eine  Inflexion  hat. 

Mit  dem  Mittelpunkt  in  diesem  Sinne  hat  sich  besonders 
■.  Steiner,  J.  f  Math.  47,  7  (1854);  Werke  II,  501,  beschäftigt, 
Ier  aber  seine  Sätze  ohne  Beweis  aufstellte.  Die  Beweise  finden 
ich  bei  P.  Güßfeldt,  Math.  Ann.  2,  65  (1868),  B.  Sporer, 
".dtschr.  Math.  Phys.  37,  65,  340  (1891)  u.  a. 
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§  4.   Brennpunkte.    Potenz. 

In  Analogie  zu  den  Kegelschnitten  nennt  man  seit  J.P lücker 
/.  f.  Math.  10,  84  (1832),  Brennpunkte  einer  Kurve  v*^'  Klass 
diejenigen  v^  Punkte,  in  denen  sich  im  allgemeinen  die  von  dei 
imaginären  Kreispunkten  I  und  J  an  die  Kurve  gehenden  Tan 
genten  schneiden.  Von  diesen  sind  nui*  v  reell.  Zählt  die  unend 
lieh  ferne  Gerade  als  a- fache  Tangente  und  geht  die  Kurve  £-ma 
durch  jeden  Kreispunkt,  so  existieren  nur  (v  —  6  —  2  e)^  einfach^ 
Brennpunkte.  Die  übrigen  sind  singulär,  und  zwar  zähle] 
2£(v  —  6—  2e)  doppelt  und  £^  vierfach.  Hierbei  ist  aber  nocl 
vorauszusetzen,  daß  in  den  Kreispunkten  nicht  Spitzen  oder  Wende 
punkte  auftreten,  v^odurch  sich  die  Zahlen  modifizieren.  Zu  jeden 
Brennpunkte  gehört  eine  Leitlinie  (Direktrix),  die  Verbindungs 
gerade  der  beiden  zugehörigen  Berührungspunkte.  Jedem  Paa: 
von  reellen  Brennpunkten  ist  ein  Paar  konjugiert  imaginärer  Be 
rührungspunkte  zugeordnet,  so  daß  die  vier  Punkte  wie  die  viei 
Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  liegen.  Der  Klassenmittelpunk 
der  Kurve  ist  das  Zentrum  der  mittleren  Entfernungen  für  di« 
reellen  Brennpunkte  der  Kurve  selbst  und  die  ihrer  sukzessivei 
Klassenpolaren. 

Der  Ort  eines  Punktes  P,  für  den  die  Summe  der  Winke 
konstant  ist,  den  die  von  P  an  die  Ic^.  gehenden  Tangenten  mii 
einer  festen  Achse  bilden,  ist  eine  Kurve  i/*®""  Ordnung  c^.  All« 
so  definierten  Kurven  c^  bilden  ein  Büschel,  das  die  v-  Brenn 
punkte  zu  Grrundpunkten  hat.  Ist  die  Gleichung  der  h^  in  Linien 
koordinaten 

(1)  0(w,  w,  w)  =  0, 

so  erhält  man  die  Koordinaten  der  Brennpunkte  durch  die  Be 
dingung 

(2)  (p(_i,_i,  ^.  +  i^)  =  0, 

wo  man  den  reellen  und  imaginären  Teil  einzeln  gleich  Null  z\ 
setzen  hat. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  und  noch  mehr  Eigenschaften  de 
Brennpunkte  findet  man  bei  Salmon-Fiedler,  Höh.  Kurvert 
S.  151—163.  Vgl.  auch  Siebeck,  J.  f.  Math.  64,  175  (1864 
und  Zimmermann,  ebenda  126,  171  (1903). 

Schneidet  man  eine  c^,  wo  n  zunächst  gerade  angeuomme: 
werde,  mit  p  durch  einen  Punkt  P(^,  tj)  gehenden  Geraden,  di 
den  vollen  Winkel  in  2p  gleiche  Teile  teilen  (2^5  >  n),  so  ist  da 
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anthmetische  Mittel  der  reziproken  Produkte  der  auf  jeder  Ge- 
raden von  P  aus  bis  zur  Kurve  gezählten  Abschnitte  unabhängig 
von  der  Orientierung  des  Systems  der  p  Geraden  und  von  der 
Zahl  p.  Ist  die  Gleichung  der  Kurve  f(x,  ?/)  =  0,  so  ist  der  re- 
ziproke Wei-t  cP  dieses  arithmetischen  Mittels 

(3)  <^=^-/-a,>?), 

wo  die  Konstante  k  nur  von  den  Koeffizienten  der  Glieder  n^^^ 
Dimension  in  f  abhängt.  Diesen  Wert  cP  nennt  man  deshalb  die 
Potenz  des  Punktes  P  in  bezug  auf  die  Kurve  (E.  Beltrami, 
Giorn.  di  mat.  4,  76  (1866)).  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  kann 
man  sich  die  Kurve  doppelt  gelegt  denken  und  aus  der  so  er- 
haltenen Potenz  die  Wurzel  ziehen.  Dieses  Verfahren  hat  aber 
bei  Anwendung  auf  Kurven  gerader  Ordnung  gegenüber  dem  ur- 
sprünglichen eine  Änderung  der  Konstanten  h  zur  Folge.  Als  sehr 
spezieller  Fall  des  Beltrami  sehen  Satzes  ergibt  sich  die  Kon- 
stanz der  Summe  der  reziproken  Quadrate  zweier  senkrechten 
Durchmesser  eines  Kegelschnittes. 

Ist  die  Kurve  f  isotropisch,  d.  h.  liegen  alle  ihre  unendlich 
fernen  Punkte  in  den  imaginären  Kreispunkten,  so  sind  die  be- 
züglichen Produkte  auf  allen  durch  P  gezogenen  Geraden  gleich 
(J.  Petersen  1869;  J.  P.  Ruffini  1890;  s.  Areh.  f.  Math.  3,  84, 
172,  309  (1903)).  Die  Potenz  iP  ist  also  mit  einem  dieser  Pro- 
dukte identisch  und  erscheint  als  direkte  Verallgemeinerung  des 
von  J.  Steiner  für  den  Kreis  aufgestellten  Begriffes. 

Elling  Holst,  Math.  Ann.  11,  341  (1887),  bezeichnet 
als  Normalwert  eines  Punktes  P  in  bezug  auf  die  Kurve  den 
Quotienten  des  Produktes  der  Normalenlängen  von  P  bis  zur 
Kurve  und  des  Produktes  der  Entfernungen  der  reellen  Brenn- 
punkte von  P,  wobei  das  erstere  Produkt  den  Zähler  bildet.  Diese 
pröße  ist  von  der  Potenz  (3)  nur  um  einen  ebenfalls  konstanten 
Paktor  verschieden.  Das  Produkt  der  Normalenlängen  kann  hier- 
bei durch  das  Produkt  der  Tangentenlängen  mal  dem  Produkt 
ier  Abstände  des  Punktes  P  von  den  Asymptoten  ersetzt  werden, 
allgemeiner  zeigte  Elling  Holst,  Bull.  Sog.  math.  France  8,  52 

1880),  wenn  man  mit  E  und  dl  die  Produkte  der  Längen  der 
iwei   Kurven  gemeinsamen   Tangenten  und  Normalen,   mit  c^Z^j 

c^2i)  das  Produkt  der  Längen  der  der  ersten  (zweiten)  Kurve 

md  dem  Asymptotensystem  der  zweiten  (ersten)  Kurve  gemein- 

amen  Normalen  bezeichnet,  daß 

4)  c)z  =  e:  c)?ij  m^y 
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Derselbe  Autor  gab  auch  den  dualistischen  Begriff  des  Normal 
wertes  einer  Geraden  in  bezug  auf  eine  Klassenkurve  (Ärch.  fm 
Math.  7,  322  (1882)).  Für  parabolische  und  zirkuläre  Kurvet 
treten  Modifikationen  ein,  die  immer  die  Richtigkeit  einer  Glei 
chung  von  der  Art  (3)  gewährleisten.  E.  Laguerre  hat  der  Po 
tenz  cP,  wie  wir  sie  nennen  wollen,  noch  einen  anderen  geometri 
sehen  Ausdi'uck  verliehen  (CEuvres  II,  S.  20).  Überhaupt  enthäl 
der  n.  Band  der  GEuvres  von  Laguerre  eine  Fülle  von  Ent 
Wicklungen,  die  sich  auf  metrische  Eigenschaften  von  algebraischei 
Kurven  beziehen.  Aus  allgemeineren  Gesichtspunkten  hat  solch( 
betrachtet  G.  Humbert  im  /.  de  Math.  (4)  3,  327  (1887)  unc 
ebenda  4,  129  (1888).  Weitere  Literatur  bei  Berzolari,  Ensykl 
mC.  4,  S.  392  ff. 


Kapitel  XXI. 
'Besondere  Erzengangsarten  ebener  Kurven. 

Von  H.  Wieleitner  in  Pirmasens. 


§  1.  Eüssoiden  und  Eonchoideu.    Kurven  erster  Kategorie. 

Die  Methoden,  ebene  Kurven  zu  erzeugen,  können  wir  vor- 
zugsweise in  drei  Klassen  scheiden,  in  geometrische,  kinematische 
und  analytische.  Die  geometrische  Erzeugung ,  die  entweder  eben 
oder  räumlich  ist,  besteht  darin,  daß  aus  gewissen  einfacheren 
Elementen  eine  Konstruktion  zusammengesetzt  wird,  die,  wenn 
ein  Element  der  Konstruktion  beweglich  ist,  ein  variables  Element 
(Punkt,  Gerade  usw.)  liefert,  dessen  Ort  (Einhüllende)  die  Kurve 
ist.  Dazu  zählt  auch  die  Projektion  einer  Raumkurve  auf  eine 
Ebene  oder  der  Schnitt  einer  Fläche  mit  einer  Ebene.  Bei  der 
kinematischen  Erzeugung  wird  durch  geeignete  Elemente  die  Be- 
wegung zweier  sich  deckenden  Ebenen  gegeneinander  definiert  und 
der  Ort  eines  in  der  einen  Ebene  festen  Elementes  in  der  anderen 
Ebene  bestimmt.  Es  ist  klar,  daß  eine  geometrische  Erzeugung 
oft  durch  eine  kinematische  (und  umgekehrt)  ersetzt  werden  kann. 
Auch  für  die  analytische  Erzeugung  läßt  sich  in  vielen  Fällen 
ein  geometrisches  oder  kinematisches  Substrat  finden.  Wir  ver- 
stehen darunter  die  Aufstellung  gewisser  Bedingungen  zwischen 
Elementen  (Punkten,  Tangenten  usw.)  der  Kurve,  meist  in  Form 
einer  Differentialgleichung,  deren  Integration  die  gewünschte  Kurve 
ergibt.  Insbesondere  rechnen  wir  zur  analytischen  Erzeugung  die 
Definition  von  Kurven  durch  Koordinatenverwandlung,  d.  h.  die 
Substitution  anderer  Elemente  für  a?,  «/  in  der  kartesischen  oder 
für  ^,  ö  in  der  Polargleichimg  einer  gegebenen  Kurve.  Bezüglich 
der  Kurvenerzeugung  durch  Apparate  vgl.  die  Abhandlung  von 
A.  V.  Braunmühl  im  Kat.  der  math.  Ausstellung  Nürnberg  1892, 
S.  54—88. 

Eine  der  einfachsten  geometrischen  Erzeugungsmethoden  ist 
die  kissoidale.    Wir  nennen  Kissoiäe  zweier  gegebenen  Kurven  f 
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und  r'  in  bezug  auf  einen  Pol  0  nach  Schulz  v.  Strasznicki 
{Zeiischr.  f.  Phys.  u.  Math.  Wien  8,  179  (1830))  die  Kurve,  die 
entstellt,  wenn  man  die  von  0  aus  nach  f  und  f'  gehenden  Eadien- 
vektoren  addiert.  Sind  f,  f  algebraische  Kurven  von  den  Ord- 
nungen m,  n,  die  bzw.  ß-  und  y-mal  durch  den  Pol  gehen  und 
im  Unendlichen  a  Schnittpunkte  haben,  so  ist  ihre  Kissoide,  wenn 
alle  Radienvektoren  beider  Kurven  gleichmäßig  benutzt  werden, 
von  der  Ordnung  w'=  2mw  —  {ßn  +  ym  -\-  a).  Wir  ziehen  da- 
bei auch  negative  Eadienvektoren  in  Betracht,  indem  wir  die  üm- 
kehrung  des  Vorzeichens  von  q  mit  einer  Vermehrung  von  6  um 
TT  als  gleichbedeutend  ansehen.  Kann  nun  die  kartesische  Glei- 
chung auf  die  Forai 

(1)  f=QWx,y)-^,\x,y)  =  0 

gebracht  werden,  so  ergeben  sich  die  beiden  Polargleichungen 

von  denen  bei  uneingeschränkter  Variabilität  von  6  und  q  jede 
einzelne  die  Kurve  darstellt,  die  aber  durch  die  oben  berührte 
Substitution  ö  =  ö'  -f-  7t,  q  =  —  q\  da  if^  und  9  hiebei  unver- 
ändert bleiben,  ineinander  übergehen.  Kurven,  für  die  es  Punkte 
0  in  der  Ebene  gibt,  die  als  Anfangspunkt  genommen  bewirken, 
daß  Q  sich  in  der  Form  (l*)  darstellt,  heißen  nach  G.  Halphen 
(Appendix  au  Traite  de  Geom.  anal,  {courh es  planes)  par  Salmon- 
Chemin,  2.  ed.,  Paris  1903,  p.  550)  von  der  ersten  Kategorie 
(in  bezug  auf  die  Punkte  0).  Die  Kissoide  zweier  Kurven  f,  f 
zerfällt,  wenn  beide  Kurven  von  der  ersten  Kategorie  in  bezug  auf 
den  Pol  sind.  Wir  bemerken,  daß  die  Brennpunkte  gerne  als  Pole 
auftreten,  und  erwähnen  insbesondere  folgenden  Satz  von  Köstlin 
(Math.'nat.  Mitt.  Württ.  (2)  10,  38):  Die  notivendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür.,  daß  eine  rationale  Kurve  hesüglich  eines 
Funktes  0  ihrer  Ebene  von  der  ersten  Kategorie  ist,  besteht  darin, 
daß  jeder  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Paare  der  durch  0  gehenden 
isotropen  Geraden  für  eine  gerade  Anzahl  von  solchen  Schnittpunlden 
zählt. 

Ist  die  eine  der  Kurven  f,  f,  etwa  f,  ein  Kreis  mit  dem  Zen- 
trum in  0,  so  nennt  man  die  Kissoide  der  beiden  Kui'ven  V,  V  im 
speziellen  eine  (gewöhnliche)  Konchoide.  Natürlich  ist  jede  Kon- 
choide  selbst  bezüglich  des  Poles  von  der  ersten  Kategorie.  Sie 
zerfällt,  wenn  V  von  der  ersten  Kategorie  in  bezug  auf  0  ist. 
Die  konchoidale  Konstruktion  kann   auch  folgendermaßen  kine- 


§  2.    Evoluten  und  Parallelkurven.    Rektifizierbark eit.        441 

matiscli  gefaßt  werden:  In  einer  Ebene  A  ist  eine  Kurve  f  und 
ein  Punkt  0  fest  gegeben.  Eine  zw^eite  Ebene  A\  die  sieb  mit 
/i  deckt,  enthält  eine  feste  Gerade  G  mit  einem  auf  G  festen 
Punkt  P.  A'  soll  nun  so  auf  A  gleiten,  daß  G  immer  durch  O 
geht,  w^ährend  P  auf  f  zu  bleiben  gezvpungen  ist.  Jeder  Punkt 
ö  von  G  beschreibt  dann  in  A  eine  (gewöhnliche)  Konchoide 
v^on  r.  Alle  anderen  Punkte  von  A'  beschreiben  Kurven,  die  man 
zweckmäßig  schiefe  Konchoiden  von  f  in  bezug  auf  0  nennt:  es 
ist  PQ  konstant  und  <^  OPQ  konstant  und  von  0  bzw.  n  ver- 
schieden (de  la  Hire,  Mem.  Ac.  sc.  1708  (Paris  1730),  p.  32). 

§  2.    Evoluten  und  Evolventen.    Algebraisoh  und  rational 
rektifizierbare  Kurven.    Parallelkurven. 

Ein  anderes  Verfahren,  aus  einer  gegebenen  Kurve  f  eine 
andere  abzuleiten,  besteht  darin,  daß  man  in  jedem  Punkte  von 
r  die  Normale  zieht  und  auf  ihr  den  Krümmungsmittelpunkt  C 
m merkt.  Der  Ort  E  von  C  (die  Einhüllende  der  Normale)  heißt 
iie  Evolute  von  f.  Dieses  Verfahren  ist  im  allgemeinen  ana- 
lytisch, geometrisch  nur  dann,  wenn  Normale  und  Krümmungs- 
radius von  r  (wie  vor  allem  f  selbst)  elementar  konstruierbar 
sind.  Allgemeiner  gültige  Konstruktionen  des  Krümmungsmittel- 
punktes hat  M  eh  mke  angegeben  (Südd.  Bl.  f.  höh.  Unterr.-Änst.  i, 
59  (1893)  und  Pw.  di  mat.  2,  65  (1892);  man  sehe  auch  d'Ocagne, 
Cours  de  geom.  dcscript.  et  infinitesimale,  Paris  1896,  279  ff.).  Die 
EAolute  ist  algebraisch,  wenn  f  algebraisch  ist.  Hat  T  die  Ordnung  n 
and  die  Klasse  v,  sind  ferner  höhere  Singularitäten  und  spezielle 
Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Geraden  ausgeschlossen,  so  ist 
lio  Ordnung  von  E  3w  -f-  /,  die  Klasse  n  -\-  v,  wo  r'  die  Zahl 
ier  Wendepunkte  bedeutet  (vgl.  Salmon-Fiedler  Höh.  eh.  K., 
LH.  Kap.  und  Halphen,  Paris  Mem.  div.  sav.  (2)  26  (1877) 
irt.  5 — 7).  Die  Evolute  und  folglich  auch  alle  sukzessiven  Evo- 
'uten  sind  mit  der  G-rundkurve  homofokal.  Nennen  wir  C^  den 
Krümmungsmittelpunkt  der  Evolute  im  Punkte  (7,  C^  den  der 
zweiten  Evolute  im  Punkte  G^  und  streben  die  Punkte  C,  Cj,  Cg, 
C^g  .  .  .  einer  Grenzlage  P  zu,  so  ist  dieser  Punkt  P  der  nämliche, 
nit  welchem  Punkte  man  auch  auf  V  beginnen  möge  (Timmer- 
nunns,  Mem.  Soc.  Lille  ß  (1828/9)). 

Betrachtet  man  E  als  Grundkurve,  so  ist  f  eine  ihrer  Evol- 
venten. Die  Evolvente  wird  kinematisch  definiert  als  Oi-t  eines 
'unktes  Q  auf  einer  Geraden  G,  die  ohne  zu  gleiten  auf  E  ab- 
ollt.     Jede  Kurve  hat  demnach  unendlich  viele  Evolventen,  die 
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zueinander  Parallelkurven  sind.    Die  Evolvente  einer  algebraische 
Kurve  ist   aber   nur  dann   algebraisch,  wenn  die  Grundkurve 
algebraisch  reJctißmerbar  ist.    So  heißt  eine  Kurve,  deren  Böge 
eine  algebraische  Funktion  der  Koordinaten  x,y  seines  Endpunkt( 
ist,  so  daß  eine  algebraische  Gleichung  besteht 

(2)  F{s,  X,  y)  =  0. 

Nun  zeigte  aber  G.  Humbert  {J.  de  math.  (4)  4,  133  (1888) 
daß  diese  Gleichung  sich  in  allen  Fällen  auf  den  zweiten  Gra 
in  s  reduzieren  läßt  und  man  schließlich  s  in  der  Form  darstelle 
kann 

(2*)  5  =  c  +  9K^,2/)y/;M^77, 

wo  c  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  der  Bogenzählung  al 
hängt,  9t  eine  rationale  Funktion  bedeutet  und  f^,  f  die  partielle 
Ableitungen  der  Funktion  f  sind,  die,  gleich  Null  gesetzt,  di 
Kurve  darstellt. 

Ist  nun  etwa  auch  YfJ  +  f^  eine  rationale  Funktion  vo 
X,  2/,  so  ergibt  sich  s  als  rationale  Funktion  der  Koordinaten  de 
Endpunktes,  und  die  Kurven  heißen  nach  E.  Laguerre  {Bul 
Soc.  math.  France  8,  196  (1880);  O'Mvres  II,  592 ff.)  Richtung^ 
kurven.  Dieser  Name  deutet  an,  daß  sie  als  Enveloppen  orier 
tierter  Geraden  aufgefaßt  werden  können.  Alle  Evolventen  eine 
Eichtungskurve  sind  wieder  Richtungskui'ven,  ebenso  die  Evolutei 
wenn  nicht  die  Grundkurve  eine  nicht  zerfallene  Parallelkurv 
ist.  Die  Parallelkurve  einer  Richtungskurte,  und  nur  einer  solchet 
zerfällt. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Richtungskurv 
in  Plück  er  sehen  Linienkoordinaten  ist,  wenn  a^  =  it^  -\-  v^  gesetz 
wird, 

(3)  a'^^\u,  v)  -  T\u,  v)  =  0. 

Wir  sehen  demnach,  wenn  wir  diese  Gleichung  mit  (l)  vergleicher 
daß  die  Polarreziproke  einer  Kurve  erster  Kategorie  in  hesug  au 
einen  Kreis  um  den  Pol  eine  Richiungskurve  ist  und  umgekehr\ 
Denn  die  Bildung  der  Polarreziproken  in  bezug  auf  den  (imaginären 
Kreis  a;^  +  y^  +  1  =  0  ist  mit  der  Substitution  x  =  u,  y  = 
identisch. 

Bei  der  oben  erwähnten  Evolventenerzeugung  der  Parallel 
kurven  ist  die  abrollende  Gerade  gemeinsame  Noi'male  aller  durcl 
ihre  Punkte  erzeugten  Kurven.  Ist  die  Grundkurve  algebraisch 
so  sind  es  auch  alle  Parallelkurven.     Sind  n  und  v  Ordnung  un( 
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Klasse  der  Grundkurve,  so  ist  die  Ordnung  der  Parallelkurve, 
wenn  besondere  Beziehungen  zu  den  Ki'eispunkten  und  der  un- 
endlich fernen  Geraden  ausgeschlossen  werden,  gleich  2  (71  +  v), 
die  Klasse  2v.  Alle  Parallelkurven  sind  homofökal.  Faßt  man 
das  Ziehen  der  Parallelkurve  als  Transformation  auf,  so  heißt 
diese  Operation  nach  S.  Lie  Dilatation  (Lie-Scheffers,  Geom. 
d.  Berührungsir  ans  formationen,  Leipzig  1896). 


§  3.  Anallagmatische  Kurven.     Fußpunktskurven. 

Für  uns  von  Wichtigkeit  ist  auch  die  zirkuläre  Inversion 
oder  Transformation  durch  reziproke  Radien  (vgl.  Kap.  II).  Hier- 
bei ist  zunächst  allgemein  beachtenswert,  daß  infolge  der 
Winkeltreue  dieser  Abbildungsmethode  die  Noi'malen  in  zwei 
entsprechenden  Punkten  P,  P'  sich  auf  dem  Mittellote  von 
PP'  treffen  und  daß  die  zu  JP,  P'  gehörigen  Krümmungszentra 
in  einer  Geraden  mit  dem  Pol  der  Transformation  liegen.  Man 
nennt  anallagmatisch  Km-ven,  die  für  einen  oder  mehrere  Pole 
bei  Anwendung  zirkularer  Inversion  in  sich  übergehen  (Mou- 
tard,  Nouv.  Ann.  tnath.  (2)  3,  306  (1864)).  Die  Inversion  ver- 
wandelt Richtungskurven  immer  wieder  in  Richtungskurven, 
Kurven  erster  Kategorie  in  ebensolche,  wenn  ein  Kurvenpol  als 
Transformationspol  benutzt  wird.  Jedem  Zweig  der  Grundkurve, 
der  dui-chs  Unendliche  geht,  entspricht  bei  der  invertierten  Kurve 
ein  Zweig  durch  das  Inversionszentrum  0.  Den  geradlinigen 
Asymptoten  entsprechen  dabei  die  Krümmungskreise  der  Zweige 
ic  0  (Laisant,  Bull.  Soc.  matli.  France  23,  95  (1895)). 

Die  Zusammensetzung  der  polaren  mit  der  inversen  Trans- 
formation in  bezug  auf  denselben  Kreis  ergibt  die  Fußpunkts- 
trans formatimi.  Genauer:  Die  inverse  Kurve  f  zu  der  Polar- 
reziproken  TT  einer  Kurve  f  in  bezug  auf  einen  Kreis  um  den 
Punkt  0  ist  die  Fußpunktskurve  von  f  in  bezug  auf  0,  d.  h.  der 
Ort  der  Fußpunkte  der  von  0  auf  die  Tangenten  von  P  gefällten 
Lote  (vgl.  Maclaurin,  Phil.  Trans.  1718/19).  Die  Normale  der 
Fußpunktskurvc  f  halbiert  den  von  0  zum  Berührungspunkt  der 
bezüglichen  Tangente  gehenden  Radiusvektor  der  Grundkurve  f. 
Wird  f  als  Grundkurve  betrachtet,  so  nennt  man  f  ihre  negative 
FußpumMskurve.  Die  Ordnung  von  V  ist  im  allgemeinen  doppelt 
so  groß  als  die  Klasse  von  V.  Ist  aber  V  von  der  Ordnung  n 
luud  der  Klasse  v\  so  ist  die  Ordnung  von  f  im  allgemeinen 
\v'  -f-  2n'  und  die  Klasse  2n' .  Gleich  den  Evoluten  lassen  sich 
auch  sukzessive  Fußpunktskurven,  und  zwar  nach  beiderlei  Seiten 
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bilden.  So  kann  man,  von  einer  Richtungskurve  ausgehend,  ein 
Folge  von  Fußpunktskurven  herstellen,  die  abwechselnd  Richtungs 
kurven  und  Kurven  erster  Kategorie  sind.  Für  die  Krümmungs 
radien  von  f  und  TT  in  entsprechenden  Punkten  hat  Mannhein 
die  Beziehung  aufgestellt  (/.  de  math.  (2)  11,  193  (1864)) 
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wo  jit  der  Winkel  des  Radiusvektors  mit  der  Kurventangente  voi 
r  (oder  TT)  ist. 

Nennt  man  Gegenfußpunktskurve  die  Fußpunktskurve  de 
Evolute,  so  hat  man  den  folgenden  Satz:  Die  Differenz  der  Flächen 
Inhalte  der  FußpunMskurve  und  Gegenfußpunktskurve  einer  ge 
schlossenen,  überall  konvexen  Kurve  V  in  besug  auf  einen  in 
Innern  gelegenen  Punkt  F  ist  gleich  der  Fläche  von  T  (Catalan 
Mem.  Soc.  Liege  (2)  13,  230  (1886)).  J.  Steiner  {J.  f.  Math 
21,  33  (1840),  Werke  II,  97)  nennt  Krümmungsschwerpunkt  eine 
Kurvenbogens  den  Schwerpunkt  der  proportional  ihrer  Krümmung 
mit  Masse  belegten  Kurve  und  stellt  die  Sätze  auf:  Der  Ort  aUe\ 
Punkte^  für  die  die  Fläche  der  F'ußpunktskurve  einer  geschlossene'» 
konvexen  Linie  konstant  ist,  ist  ein  Kreis,  dessen  Zentrum  da 
KrümmwngsschtcerpunM  P^  der  Kurve  ist,  und:  Die  Fläche  de\ 
Fußpunktskurve  einer  geschlossenen,  konvexen  Linie  in  bezug  au, 
einen  Punkt  P  ist  gleich  der  Fläche  der  Fußpunktskurve  in  besui 
auf  Pj^,  vermehrt  um  (He  Fläche  des  Halbkreises  mit  PP^  ah 
Radius  (vgl.  auch  Ruoß,  Diss.,  Erlangen  1891). 

Die  Begriffe  der  Fußpunktskurve  und  der  Evolute  hat  mai 
dadurch  verallgemeinert,  daß  man  den  vorkommenden  rechter 
Winkel  durch  einen  beliebigen  ersetzte.  Die  ersteren  Kurvei 
heißen  dann  schiefe  Fußpunktskurven,  die  letzteren  Ikolutoiden 
Für  die  Evolutoiden  hat  schon  R e au mur  (Paris  Mem.  Ac.  Sc 
1709)  den  Satz  aufgestellt:  Der  Berührungspunkt  einer  untei 
festem  Winkel  die  Kurve  schneidenden  Geraden  mit  ihrer  Enve- 
läppe  liegt  im  Fußpunkte  des  vom  Krümmungszentrum  des  zuge- 
hörigen Kurvenpunktes  auf  die  Gerade  gefällten  Lotes. 

§  4.   EauBtiken.     Isoptisolie  Iiinien.    Kurven  gleicher 
Potenz. 

Ist  P  ein  Punkt  der  Ebene,  der  auch  unendlich  fern  seir 
kann,  V  eine  Kurve,  die  als  Grenzlinie  zweier  optischen  Medien 
betrachtet  wird,  und  konstruieren  wir  zu  jedem  durch  P  gehenden 
Strahl  den  an  f  reflektierten  oder  gebrochenen  Strahl,  so  hüllen 
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diese  reflektierten  oder  gebrochenen  Strahlen  eine  Kurve  ein,  die 
im  allgemeinen  Kausfik  heißt,  Katäkaustik  im  Falle  der  Reflexion, 
Diakaustik  im  Falle  der  Brechung.  Ger  gönne  (Ann.  de  math. 
15,  345  (1825))  stellte  den  Satz  auf,  daß  jede  Katäkaustik  Evolute 
einer  algebraischen  Kurve  C  ist,  die  man  nach  Quetelet  (Brux. 
Ac.  Nouv.  Mcm.  5  (1829),  Nr.  I)  sekundäre  Kaustik  oder  Antikaustik 
nennt.  Da  einer  beliebigen  Antikaustik  eine  beliebige  Grundkurve 
entspricht  und  umgekehrt,  die  algebraisch  rektifizierbaren  Kurven 
aber  mit  den  Evoluten  aller  algebraischen  Kurven  identisch  sind, 
kann  man  sie  auch  als  Katakaustiken  algebraischer  Kurven  in 
bezug  auf  die  im  Endlichen  liegenden  Punkte  P  der  Ebene  definieren. 
Liegt  aber  P  im  Unendlichen,  so  ist  die  Antikaustik  und  daher 
auch  die  Katäkaustik  rational  rektifizierbar,  d.  b.  Richtungskurve. 
Nur  wenn  es  eine  Gerade  gibt,  die  zur  Richtung  der  einfallenden 
Strahlen  senkrecht  steht  und  man  von  allen  Punkten  dieser  Geraden 
an  die  reflektierende  Kurve  zwei  zueinander  senkrechte  Tangenten 
ziehen  kann,  ist  die  Antikaustik  nicht  Richtungskurve,  die  Katä- 
kaustik also  nur  algebraisch  rektifizierbar.  De  l'Hospital  (Ana- 
lyse des  inf.  petits,  Paris  1815,  p.  105)  zeigte,  daß  die  Antikaustik 
für  Reflexion  an  einer  Kurve  f  in  hemg  auf  den  gegebenen  Punkt 
P  zur  Fußpunktskurve  von  f  in  bezug  auf  P  homothetisch  ist  (mit 
dem  Vergrößerungsverhältnis  2).  Vgl.  dazu  Keßler,  Zeitschr.  f. 
Math.  Phys.  23,  1878,  1;  über  Katakaustiken  im  allgemeinen 
E.  Stübler,  Zeitschr.  math.  Unterr.  39,  121  (1908);  Bibliographie 
ier  Kaustiken  im  Intermcd.  math.  2,  321  (1895);  bezüglich  der 
Piück  er  sehen  Zahlen  der  Katakaustiken  siehe  die  Diss.  von 
G.  F.  Steiner  (Lund  1896). 

Isoptische  Kurve  einer  gegebenen  nennt  man  den  Ort  aller 
Punkte,  von  denen  aus  sich  zwei  Tangenten  unter  einem  gegebenen 
Festen  Winkel  an  die  Kurve  ziehen  lassen.  Ist  der  Winkel  ein 
Rechter,  so  heißt  der  Ort  orthoptische  Kurve  (C.  Taylor,  Proc. 
R.  S.  London  37  (1884)).  Die  letzteren  Kurven  hat  als  Ortho- 
gonale behandelt  0.  Zimmermann,  /.  /".  Math.  126,  183  (1903) 
Die  Plück  er  sehen  Charakteristiken  der  isoptischen  Kui-ven  be- 
stimmte A.  T.  Ljungh  (Dm.,  Lund  1895). 

Der  Ort  aller  Punkte,  die  in  bezug  auf  eine  gegebene  Kurve 
P{x, «/)  =  0  gleiche  Potenz  ^  haben  (Kap.  XX,  §  4),  heißt  Kurve 
gleicher  Potenz.    Ihre  Gleichung  ist 

1)  f(x,  y)  =  c^        (c  =  const.). 

Die  Kurve  (4)  hat  mit  der  Grundkurve  im  Endlichen  keinen 
[•unkt  gemein  und  schmiegt  sich  ihr,  je  kleiner  c  ist,  desto  enger 
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an,  so  zwar,  äaß  alle  Singularitäten  der  Grundkurve  in  der  KurV' 
gleicher  Potenz  im  Plück ersehen  Sinne  aufgelöst  sind  (vg] 
H.  Wieleitner,  Alg.  K.  S.  35). 


§  5.   Kinematische  Gesichtspunkte.    Bollkurven. 

Die  kinematische  Geometrie  (A.  Mannheim,  Principes  ( 
developpement  de  Geometrie  cinematique,  Paris  1894;  A.  Schön 
flies,  Geometrie  der  Bewegung,  Leipzig  1886)  unterscheide 
sich  nur  dadurch  von  der  Kinematik  oder  reinen  Bewegungslehr 
(Burmester,  LeJirb.  der  Kinematik,  Leipzig  1886),  daß  voi 
der  Zeit  abgesehen  wird,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigunge 
also  außer  Betracht  bleiben. 

Die  Bewegung  einer  Ebene  in  sich  ist  dann  fixiert,  1.  wen: 
die  Trajektorien  zweier  festen  Punkte,  2.  wenn  die  Trajektorie  eine 
Punktes  und  die  Einhüllende  einer  Kurve,  3.  wenn  die  Ein 
hüllenden  zweier  festen  Kurven  gegeben  sind. 

Nun  hat  schon  Cauchy  {Exerc.  de  math.  2,  75  (1827))  au 
gegeben,  daß  jede  solche  Bewegung  einer  Ebene  in  sich  dadurch 
vermittelt  werden  kann,  daß  eine  mit  ihrer  Ebene  J'  beweglic 
gedachte  Kurve  A,  die  bewegliche  Polbahn,  auf  einer  Kurve  l 
in  einer  festen  Ebene  J,  der  festen  PolbaJm,  ohne  zu  gleite: 
abrollt.  Die  Bewegung  ist  also  4.  auch  durch  die  beiden  Pol 
bahnen  definiert.  Für  eine  so  definierte  Bewegung  gelten  folgend 
Sätze:  In  jedem  Augenblick  der  Beivegung  gehen  die  Normalen  de 
Bahnen  aller  Punkte  durch  denselben  Punkt  M,  das  sog.  „Momentan 
Zentrum"  oder  den  „Momentanpol"  (Joh,  Bernoulli,  Opera,  Laus 
1742,  IV,  265).  Der  Ort  aller  Momentanzentren  in  der  festen  Eben 
A  ist  die  feste,  in  der  betveglichen  Ebene  A'  die  bewegliche  Poi 
bahn.  Die  beiden  Polbahnen  berühren  sich  in  jedem  Augenblic 
im  Momentanzentrum  M.  Fällt  man  von  M  auf  irgendeine  fest 
Kurve  V  von  A'  die  Normalen,  so  sind  deren  FußpunJcte  die  momen 
tanen  Berührungspunkte  von  P  mit  ihrer  Enveloppe. 

Durch  die  Auffassung  jeder  Bewegung  als  Abrollen  zweie 
Kurven  wird  man  dahin  geführt,  die  Ebenen  A'  und  A  als  gleich 
berechtigt  anzusehen,  so  daß  es  nur  auf  die  Betrachtungsweis 
ankommt,  ob  die  eine  Ebene  fest  und  die  andere  beweglich  ia 
oder  umgekehrt.  Man  nennt  dann  die  eine  Bewegung  die  direM 
oder  ursprüngliche ,  die  andere  die  umgekehrte.  Die  Wichtigkei 
dieser  Einsicht  erkannte  zuerst  Aronhold(  Verh.  Verein  Förderun 
Gewerbfl.  Preußen  51,  129  (1872)),  Die  Kurven,  die  spezie] 
nach  der  Festlegung  (l)  erzeugt  werden,  haben  den  Namen  Gleit 
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urven  (Glissetteti)  erhalten.  Die  nach  (4)  erzeugten  heißen  Roll- 
urven  oder  Rouletten.  Die  letzteren  bilden  aber  nur  insofern  eine 
'amilie,  als  manchen  Kurven  besonders  einfache  Polkurven  zu- 
ommen.  Im  allgemeinen  kann  jede  Kurve,  sogar  wenn  eine  Pol- 
ahn vorgegeben  ist,  als  Rollkurve  erzeugt  werden. 

Sei  M  der  momentane  Berührungspunkt  der  beiden  Pol- 
urven  L  und  A,  T  ihre  gemeinschaftliche  Tangente,  «^j  und  M^^ 
ie  Krümmungsradien  der  Polkurven  in  Jf,  Cj  und  C^  die  zu- 
ehörigen  Krümmungszentren,  P  ein  fester  Punkt  der  beweglichen 
Ibene  (A),  Sl  der  Krümmungsradius  seiner  Trajektorie,  C  der 
[rümmungsmittelpunkt,  q  ==  ilfP,  -^  PJfT  =  ö,  so  besteht  die 
avarysche  Formel 

^^  M—Q  '^  ^  ^  \mi'^  Wj  "im0  ' 

ie  schon  Euler  bekannt  war,  aber  erst  von  F.  Savary  (Journ. 
e  math.  (l)  10,  204  (1845))  zu  folgender  eleganten  Konstruk- 
Lon  des  Krümmungszentrums  C  der  Trajektorie  benutzt  wurde: 
lan  ziehe  PM  und  in  M  das  Lot  zu  PM,  schneide  dieses  in  A 
weh  PC),  dann  treffen  sich  CjA  und  PM  in  C. 

Hieraus  folgt  zunächt  die  vollständige  Reziprozität  der  Punkte 
*  und  C  und  somit  der  beiden  Ebenen  (L)  und  (A).  D.  h.  ist  C 
er  Krümmung smittelpunTit  der  Trajektorie  von  P  bei  direkter  Be- 
legung, so  ist  P  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Trajektorie  von 
1  für  die  umgekehrte  Betvegung.  Insbesondere  ergibt  sich,  daß  in 
'xlem  Momente  die  Punkte  der  Ebene  (A),  deren  Krümmungs- 
entren unendlich  fern  sind,  die  sich  also  in  einem  Wendepunkte 
hrer  Bahn  befinden,  auf  einem  Kreise  W  liegen,  der  T  in  Jf  be- 
ührt  und  in  bezug  auf  C^  zum  Kreis  über  MCj  als  Durchmesser 
omothetisch  liegt,  dem  sog.  Wendekreise  (de  la  Hire,  Hist. 
Ic,  Paris  1706,  340;  Presse,  /.  ^c.  Polgt.  35,  89  (1853)). 
Heser  hat  demnach  einen  Durchmesser  d,  für  den  die  Gleichung 
esteht 

1         1,1         -,  ,         Sl,Sli 

=  1F  +  ^     oder     d 


d  Sil  M;^  O^,  -f  <^;i 

!  Alle  Wendetangenten  laufen  in  jedem  Moment  durch  den  M 
ntgegengesetzten  Scheitel  von  W,  den  sog.  Wendepol.  Ent- 
Iprechend  gibt  es  einen  zu  W  in  bezug  auf  T  symmetrisch  liegen- 
len  Kreis  R,  der  dasselbe  für  die  umgekehrte  Bewegung  leistet. 
i.uf  dem  Kreise  R  liegen  bei  der  direkten  Beivegung  sowohl  die 
yrümmwngsmiitelpu/nkle  für  die  Trajektorien  der  unendlich  ent- 
Krnten  Punkte  der  Ebene  (A)  als  auch  die  Spitzen  der  Enveloppen, 
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die  durch  Gerade  der  Ebene  (A)  in  einem  gegebenen  Moment  l 
schrieben  werden.  Alle  Spitzentangenten  laufen  durch  den  M  er 
gegengesetzten  Scheitel  von  R.  Der  Kreis  heißt  Bückkehr'kre 
Wendekreis  und  Rückkehrkreis  werden  zusammen  de  la  Hiresc 
Kreise  genannt. 

Die  momentanen  Berührungspunkte  B  einer  Kurve  U  in  d 
Ebene  (A)  mit  ihrer  Enveloppe  erhält  man,  wie  oben  schon  e 
wähnt,  indem  man  von  M  auf  U  die  Normalen  MP  fällt.  Si] 
dann  C^,  St^  Krümmungsmittelpunkt  und  -radius  für  (J  in  P, 
kann  man  zur  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes  d 
Enveloppe  von  U  (des  Ortes  von  P)  C^  statt  P  benutzen.  In  d 
Savary sehen  Formel  ist  dann  nur  1/(9  —  <^„)  statt  I/9  zu  setze 
Die  Krümmungsmittelpunkte  der  Enveloppen  aller  Geraden  d 
Ebene  (A)  liegen  also  in  einem  gegebenen  Moment  auf  dem  Rüc 
Icehrhreis  R.  Der  Ort  der  Scheitel,  d.  h.  der  Punkte,  in  den( 
der  Krümmungskreis  die  Bahnkurve  vierpunktig  berührt,  ist  eii 
zirkuläre  Cg  F,  die  Fokale  (FokalJcurve)  heißt  und  von  Bu 
m  est  er  (Zivilingenieur  (2)  22,  598  (1876))  zuerst  aufgestel 
wurde.  Der  Ort  der  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  i 
eine  Cg  F'  der  gleichen  Art.  Für  die  umgekehrte  Bewegui 
vertauschen  sich  F  und  F'.  Die  Fokale  ist  dadurch  vor  ändert 
zirkulären  Kurven  3.  Ordnung  ausgezeichnet,  daß  ihr  auße 
ordentlicher  Brennpunkt  auf  ihr  liegt  (vgl.  S.  465). 

§  6.    Natürliche  Koordinaten.    Methode  der  Eoordinatei 
Verwandlung. 

Schon  K.  Chr.  Fr.  Krause  (Novae  Theoriae  linearum  cu 
varum  etc.  München  1835)  und  A.  Peters  (Neue  Kurvenleht 
Dresden  1838)  machten  den  Versuch,  solche  Größen  als  Koord 
naten  einzuführen,  die  der  Kurve  selbst  eigentümlich  sind  ui 
nicht  von  der  willkürlichen  Annahme  eines  Bezugssystems  abhänge 
Derartige  Koordinaten  wurden  später  intrinseke  oder  natürlia 
genannt  (W.  Whewell,  Trans.  Cambr.  PhU.  Soc.  8,  659  (184 
Anm.;  Aoust,  Anal,  infinit,  des  Courbes  planes,  Paris  187! 
vgl.  den  Bericht  über  d.  gegenw.  Stand  der  Lehre  v.  d.  natürl.  Koord 
naten  von  E.  Wölffing,  Bibl.  math.  (3)  1,  142  (1900)).  Er 
S.  Lie  aber  stellte  fest,  daß  solche  natürliche  Koordinaten  nich 
anderes  sein  können  als  die  Differentialinvarianten,  die  zur  dre 
gliedrigen  Gruppe  der  infinitesimalen  Bewegungen  in  der  Ebei 
gehören.  Diese  Differentialinvarianten  lassen  sich  alle  aus  eine 
von   ihnen,   dem   Krümmungsradius  c/l   oder    dessen    reziproke] 
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Wert,  dem  Krümmüngsmaß  Je  durch  Differentiation  nach  dem 
Tangentialwinkel  t,  den  die  Tangente  mit  einer  festen  Richtung 
bildet,  oder,  da  ds  =  c/idr  ist,  nach  dem  Bogen  s  ableiten  (s.  u.  a. 
die  Emführung  in  die  Theorie  der  Curven  von  G.  Scheffers, 
Leipzig  1901,  S.  42 — 55).  Eine  Gleichung  zwischen  zwei  dieser 
Differentialinvarianten  charakterisiert  die  Kurve  vollständig.  Man 
kann  sie  z.  B.  in  der  Form  annehmen 

(1)  f  -  'Pm 

Sie  kann  aus  der  kartesischen  oder  Polargleichung  der  Kurve 
abgeleitet  werden,  indem  man  M  und  dM/ds  in  Funktion  einer 
der  Koordinaten  (etwa  x  oder  6)  ausdrückt  und  diese  Koordinate 
dann  eliminiert.  Umgekehrt  ist  (l)  immer  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  3.  Ordnung  in  x,  y,  deren  Lösung,  da  ihre 
zugehörige  Gruppe  bekannt  ist,  durch  Quadraturen  geleistet 
werden  kann  (vgl.  Lie  -  S  cheffers,  Differential  -  Gleichungen 
mit  bekannten  infinitesimalen  Transformationen,  Leipzig  1891, 
S.  562).    Man  erhält  zunächst  durch  einmalige  Integration  aus  (l) 

(2)  ^  =  f{s), 

d.  i.  eine  Beziehung  zwischen  Krümmungsradius  und  Bogen,  die 
man  (vgl.  Cesaro-Kowalewski,  Vorlesungen  über  natürliche 
Geometrie,  Leipzig  1901)  als  natürliche  Gleichtmg  der  Kurve 
bezeichnet.  Sie  enthält  zwar  gegenüber  (l)  eine  Litegrations- 
konstante,  die  von  dem  Anfangspunkt  der  Bogenmessung  abhängt, 
ist  aber  sonst  bequemer  zu  handhaben.    Weiter  ergibt  sich  aus  (2) 

30  daß  in  (2)  statt  s  oder  efl  auch  x  eingeführt  werden  kann.    Da 

4)  dx  =  ds  cos  T,     dy  =  ds  sin  t, 

ärhält  man  die  Parameterdarstellung  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

5)  ^  ^  /  ^^^ t:  ds,         y  =  j  sint  ds, 
»der 

5*)  X  =  I  M  cosx  dt,     y  =  I  M  sinx  dr. 

Wir  schließen  hieran  die  Behandlung  der  Evoluten  und  ähn- 
■l-cher    abgeleiteten    Kurven    in    natürlichen    Koordinaten.      Sind 

Pagoal,   Eepertorium.  II.  2.  Aufl.  29 


3j 


ds 


450     Kapitel  XXI.    Besondere  Erzeugungsarten  ebener  Kurven. 

efl^  s,x  die  Elemente  der  Grundkurve,  c/t^,  s^,  t^  die  der  Evolute, 
so  hat  man  die  Beziehungen 

(6)  ^._^.|««  .._«. 

Hierbei  ist  s^  von  einem  Punkte  aus  gezählt,  in  dem  die  Grundkurve 
eine  Spitze  hat.  In  (6)  ist  natürlich  auch  die  Darstellung  dei 
Evolvente  enthalten  (t^  =  t  +  ^n).  Nennt  man  efl^,  s^,  die  Ele- 
mente der  w*®'^  Evolute,  so  hat  man 

(7)  «,_Äi|_^^^-,      s,-a,_. 

Sind  c/t^,  s^  die  Elemente  einer  zugehörigen  Evolutoide,  £  dei 
Winkel,  den  ihre  Erzeugenden  mit  den  bezüglichen  Kurvennormaler 
bilden,  so  hat  man  nach  Habich  (Les  Mondes  19,  33  (1869)^ 


(8) 


c^  sm  £  -f-   ,  -  cos  f , 


+  fdMi 


s.  =  s  sm  £  +  /  a&i  cos  £ 


Bezeichnen  <^',  s'  die  Elemente  einer  Parallelkurve,  l  den  Abstanc 
der  Kurven,  so  bestehen  die  Beziehungen 

(9)  Sl'=St  +  l,     s^s-{-  Ix, 

wo  es  natürlich  noch  auf  das  Vorzeichen  von  l  ankommt  und 
Tj  =  T  ist.  Häufig  ist  auch  folgende  Darstellung  von  Nutzen 
Man  bringt  die  Grundgleichung  auf  die  Form 

(10)  s  ^ff{m)dm, 

dann  ist  die  Gleichung  der  Parallelkurve 

,     .  ,_    rm'f{ß(—l)äS( 

^^^^  ^~J  M'  —  l 

Ersetzt  man  nun  in  der  natürlichen  Gleichung  f(M,  s)  =  C 
einer  Kurve  f  die  Koordinaten  s,  M  durch  die  kartesischen  x,  y 
so  ergibt  sich  eine  neue  Kurve  f,  welche  man  die  Mannheim- 
sehe  Kurve  von  V  nennt.  A.  Mannheim  bestimmte  nämlich  dieser 
Ort  zuerst  für  verschiedene  spezielle  Kurven  auf  kinematisch-geo 
metrischem  Wege  {J.  de  math.  (2)  4,  93  (1859);  Gcom.  einem 
p.  500 ff.).  Es  ist  in  der  Tat  einleuchtend,  daß  f  als  Ort  de. 
jeweiligen  zum  BerührimgspunM  gehörigen  Krümmwngsmittdpunkte 
entsteht,  wenn  V  auf  der  x-Ächse  rollt. 
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Läßt  man  f  auf  einem  Kreise  vom  Radius  r  rollen,  so  hat 
aan  nur  ^  =  q  —  r,  s  =  rd  zu  setzen,  um  die  Gleichung  der 
og.  verallgemeinerten  Mannheimschen  Kurve  f"  von  f  in  Polar- 
:oordinaten  zu  erhalten  (Wieleitner,  Math.-nat.  Mitt.  Württemb. 
2)  9,  1—9  (1907);  Ernst,  Monaish.  f.  Math.  18,  315  (1907)). 
Nix  können  also  sagen:  Die  verallgemeinerte  Mannheimsche 
Turve  einer  Kurve  mit  der  Gleichung  f(cfi,  s)  =  0  ist  eine  Konchoide 
nit  dem  Zwischenstück  r  der  Kurve  {{q,  rO)  =  0.  Machen  wir 
etzterc  Kurve  zum  Normalschnitt  einer  allgemeinen  Schraubenfläche, 
0  wird  die  Kurve  f(x,y)==0  ihr  Meridianschnitt  (Duporcq, 
L'Intermed.  math.  8,  313  (1901)).  Damit  ist  für  die  Vertauschung 
[er  kartesischen  mit  Polarkoordinaten  eine  direkte  geometrische 
Jrundlage  gegeben.  Im  Zusammenhang  mit  dem  vorigen  kann 
aan  noch  sagen:  Die  verallgemeinerte  Mannheimsche  Kurre  f" 
md  die  Mannheimsche  Kurve  V'  einer  Kurve  V  sind  gleichseitig 
Vormalschnitt  und  Meridianschnitt  derselben  Schraubenfläche. 

Man  kann  nun  auch  die  natürliche  Gleichung  einer  Kurve  f 
n  der  Form  c/l  =  /"(t)  annehmen  und  sie  in  Polarkoordinaten 
leuten,  indem  man  M  =  q,  r  =  6  setzt,  d.  h.  geometrisch  ge- 
prochen  die  Krümmungsradien  von  f  an  einen  festen  Punkt  als 
T^ektoren  gleicher  Länge  und  Richtung  anträgt.  Die  neue  Kurve 
\  heißt  dann  Radiale  der  gegebenen  (Tucker,  Proc.  Lond.  math. 
he.  1  (1865)  Nr.  V).  Die  Ordnung  der  Radiale  einer  algebraischen 
J!urve  ist  im  allgemeiuen  gleich  der  dreifachen  Ordnung  der 
Jnmdkurve  f,  vermehrt  um  die  Zahl  der  Wendepunkte  von  f, 
ilso  von  derselben  Ordnung,  wie  die  Evolute  von  f  (Loria,  licnd. 
lirc.  mat.  Palermo  16,  46  (1902);  Period.  di  mat.  (2)  4,  30 
1901)).  Die  Badiale  irgendeiner  Kurve  f  ist  die  Kissoide  der  Fuß- 
^wMsTcurve  von  f  wnd  der  Fußpumlctslmrve  der  zweiten  Evolute 
on  r  m  bemg  auf  einen  beliebigen  Pol.  Ferner  erhält  man 
litteis  des  in  §  3  angegebenen  Satzes  über  Fußpunktskurven  den 
atz:  Die  Fläche  der  Radiale  einer  im  Endlichen  geschlossenen 
lurve  ohne  Wendepunkt  ist  gleich  der  Differenz  aus  den  Flächen 
er  Kurve  und  ihrer  Evolute  (P.  Ernst,  Arch.  Math.  (3)  14, 
4  (1908)).  Daß  die  Fläche  der  Mannheimschen  Kurve  einer 
iTindkurve  f  doppelt  so  groß  ist  wie  die  entsprechende  Fläche 
er  Radiale  von  f,  während  die  entsprechenden  Bogen  beider  ab- 
eleiteten  Kurven  gleich  lang  sind,  hat  Mannheim  selbst  be- 
lesen {Geom.  ein.  p.  501).  Es  ist  ferner  bemerkenswert,  daß  die 
adiale  einer  BichturngsJcurve  von  der  ersten  Kategorie  bezüglich 
!i?s  Poles  ist  (Köstlin,  Diss.,  Tübingen  1907,  S.  27).  Weitere 
eziehungen  bei  Santangelo,  Palermo  Rend.  29  (1910). 
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Auch  die  dritte  Form  der  natürlichen  Gleichung  einer  Kurve  f 
s  =  fix)  kann  einer  sehr  bemerkenswerten  ümdeutung  unter 
zogen  vrerden,  die  von  Köstlin  a.  a.  0.  gegeben  wurde.  Mai 
nennt  „axiale  Linienkoordinaten"  "  die  Größen  w  und  qo  in  dei 
Gleichung  einer  Geraden,  wenn  diese  in  der  Form 

X  -\-  ytgcp  —  w  =  0 

geschrieben  wird  (Salmon-Fiedler,  Höh.  eh.  K.,  Nr.  13,  69  usw.) 
Setzt  man  nun  in  der  natürlichen  Gleichung  von  V  s^w,  t  =  q) 
so  ergibt  sich  eine  Kurve  f  in  Linienkoordinaten,  die  man  Ärlcuidi 
von  r  nennt.  Man  kann  sie  aus  f  durch  folgende  Konstruktioi 
gewinnen:  Auf  der  Tangente  von  f,  für  die  t  =  0  ist,  trage  mai 
von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  0  aus  die  Strecken  OQ=w=i 
auf  und  ziehe  durch  Q  jedesmal  die  Parallele  zu  der  dem  End 
punkt  des  Bogens  s  auf  f  entsprechenden  Kurvennormale.  Di( 
Enveloppe  dieser  Parallelen  ist  f'.  Die  Arkuiden  stehen  in  inter 
essanter  Beziehung  zu  den  algebraisch  rektifizierbaren  Kurven. 

Die  Bedingung,  daß  die  Arkuide  f  von  f  algebraisch  wird 
ist  die,  daß  für  f  eine  in  s  und  tgt  rationale  Gleichung  besteht 
Ist  nun  insbesondere  f  eine  algebraische  Kurve,  so  ist  f  nur  dam 
auch  algebraisch,  wenn  f  selbst  algebraisch  rektifizierbar,  alsc 
Evolute  einer  algebraischen  Kurve  ist.  f'  ist  dann  ebenfalli 
algebraisch  rektifizierbar.  Allgemeiner  hat  man  den  Satz:  G-e 
nügt  V  einer  Differentialgleichung  1.  Ordnung  ^{y,  y')  =  0,  zi 
welcher  Gattung  außer  allen  algebraischen  auch  viele  transzendent« 
Kurven  gehören,  so  ist  die  Arkuide  V  eine  algebraisch  rektifizier 
bare  Kurve  derselben  Art.  Die  algebraisch  rektifizierbaren  Ar^ 
kuiden  der  algebraischen  Kurven  sind  aber  noch  durch  eine  be- 
sondere Eigenschaft  ausgezeichnet:  Dreht  man  nämlich  jede  ihr  et 
Tangenten  um  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Achse  um  denselber 
Winkel,  so  ist  die  Einhüllende  der  gedrehten  Geraden  wieder  eint 
Kurve  derselben  Art.  Man  sagt,  die  Kurve  habe  die  Gerade  als 
BeMifikationsachse.  Für  die  Radialen  algebraischer  Kurven  gill 
der  Satz:  Trägt  man  auf  einer  beliebigen  Geraden  G  durch  de% 
Pol  0  der  Radiale  einer  beliebigen  algebraischen  Kurve  jedesmal 
eine  Strecke  OQ  ab  gleich  dem  Radiusvektor  OP  der  Radiale  unc 
fällt  die  Gerade  T  durch  Q  senkrecht  zu  OP,  so  hüllt  T  eine  alge- 
braische und  algebraisch  rektifizierbare  Kurve  mit  G  als  Rekti- 
fikationsachse ein. 


Kapitel  XXH. 
Metrisch  spezialisierte  ebene  Knrven. 

Von  H.  Wieleitner  in  Pirmasens. 


§  1.    Besondere  rationale  Kurven  dritter  Ordnung. 

Von  speziellen  ebenen  Kurven  überhaupt  handeln  die  Werke: 
joria,  8pe0.  alg.  u.  franse,  ebene  K.,  Leipzig  1902;  Teixeira, 
Vratado  de  las  curvas  espcc.  notables,  Madrid  1905,  franz.  Übers. 
^raite  d.  courbes  spe'c.  remarquables,  t,  I  Coimbre  1908,  1. 11  1909; 
Vieleitner,  Spez.  ebene  Kurven,  Leipzig  1908. 

Bildet  man  die  Kissoide  zweier  (reellen  oder  imaginären) 
}eraden  G  und  G'  in  bezug  auf  einen  Punkt  P  durch  Addition 
er  Radienvektoren,  so  entsteht  ein  Kegelschnitt  E  (Hyperbel  oder 
IlLipse),  der  G  und  G'  zu  Asymptoten  hat  und  durch  P  geht. 
)ie  Kissoide  dreier  Geraden  G,  G'  und  f,  oder  eines  Kegel- 
chnittes  E  und  einer  Geraden  V,  ist  eine  rationale  Cg  mit  G,  G' 
nd  r  als  Asymptoten  und  P  als  Doppelpunkt  (vgl.  G.  St  in  er, 
]£&natsh.  Math.  4,  100  (1893)).  Soll  die  Cg  die  unendlichferne 
Jerade  einfach  berühren,  so  muß  E  eine  Parabel  sein.  Rationale 
[urven  3.  Ordnung  mit  unendlich  fernem  Doppelpunkt  oder  un- 
ndlich  ferner  Wendetangente  sind  von  der  kissoidalen  Erzeugung 

tisgeschlossen.  Sind  G,  G',  f  drei  reelle  Gerade,  die  ein  gleich- 
l^itiges  Dreieck  bilden,  so  ist  ihre  Kissoide  in  bezug  auf  den 
[ittelpunkt  0  des  Dreiecks,  die  sog.  Trisektrix  von  de  Longchamps, 
ie  in  0  einen  isolierten  Punkt  hat.  Sie  kann  auch  auf  folgende 
T^eise  erzeugt  werden:  Auf  einem  Kreis  um  0  vom  Radius  r  laufen 
nex  Punkte  Q,  Q'  von  A  aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
lit  Geschwindigkeiten,  die  sich  wie  2  :  1  verhalten.  Der  Schnitt- 
ankt  P  der  beiden  Tangenten  in  entsprechenden  Punkten  Q,  Q' 
jschreibt  die  Trisektrix.  Ihre  Gleichung  in  Polarkoordinaten  ^,  6 
t  (vgl.  de  Longchamps,  Gours  de  ProbUmes,  Paris  1898,  Vol.  I, 

174) 
.)  ^cos  3Ö  =  r. 


454        Kapitel  XXII.    Metrisch  spezialisierte  ebene  Kurven. 


Ähnlich  kann  man  auch  das  Descartessche  Blatt  (Foliu] 
Cartesii),  dessen  Gleichung  gewöhnlich  in  der  schon  von  Des 
cartes  (1638)  gegebenen  Form  geschrieben  wird 

(2)  x^  +  y^=^axy, 

als  Kissoide  aus  einer  Ellipse  und  einer  Geraden  konstruiere! 
Die  Fläche  des  Blattes  ist  gleich  der  Fläche  zwischen  den  unenc 
liehen  Ästen  imd  der  Asymptote,  nämlic 
-|a^.  Ist  A  ein  Punkt  auf  der  Tangenl 
des  Scheitels  S  (vgl.  Fig.  l),  0  der  Knotei 
SA  =  SA\  so  ist  der  Schnittpunkt 
von  OA  mit  der  Kurve  der  vierte  harm< 
nische  Punkt  zu  0  und  A'  in  bezug  auf  2 
Hienach  kann  die  Kurve  konstruiert  werdei 
Sind  bei  der  kissoidalen  Erzeugun 
einer  rationalen  Cg  aus  drei  Geraden  G,  G 
r  die  Geraden  G,  G'  isotrop,  die  Ellipse 
also  ein  Kreis  K  durch  den  Pol  D,  so  en 
steht  eine  zirkuläre  Cg  mit  Doppelpunl 
in  D.  Der  Schnittpunkt  B  von  G  und  G 
d.  i.  der  Mittelpunkt  von  K,  ist  außerordentlicher  Brennpunkt  d« 
Kurve.  Jede  solche  rationale  Zirkulare  Cg  ist  Inverse  eines  durch  . 
gehenden  Kegelschnittes  A  in  hezug  auf  einen  Kreis  \ 
um  D  und  Fußpunktskurve  einer  Parabel  P,  die  z 
A  in  hezug  auf  K  polarreziprok  ist.  Die  Asyn 
ptotenrichtungen  von  A  geben  die  Richtungen  d( 
Tangenten  des  Doppelpunktes  in  D.  Bildet  ma 
die  Kissoide  aus  K  und  f  durch  Subtraktion  vo 
dem  dann  auf  K  liegenden  Punkte  I)  aus,  so  sin 
die  beiden  Geraden,  die  aus  D  nach  den  gemeü 
samen  Punkten  von  K  und  f  gehen,  die  Doppe 
punktstangenten  in  D.  Es  lassen  sich  folgend 
Hauptlagen  unterscheiden. 

I.  r  geht  durch  den  Mittelpunkt  von  K.  Di 
Tangenten  in  D  sind  zueinander  senkrecht,  B  lie^ 
auf  der  Kurve  (Fig.  2).  Die  Cg  heißt  (schief« 
Sfrophoidc  (focale  a  noeud).  Sie  ist  Fußpunkti 
kurve  einer  Parabel  für  einen  Punkt  der  Direktri: 
Von  A.  Quetelet  (^Diss.,  Gent  1819)  wurde  si 
definiert  als  Ort  der  Brennpunkte  aller  Schnitte  eines  Kreiskegel 
deren  Ebenen  ein  Büschel  bilden,  dessen  Achse  den  Kegel  berührt  un 
im  Berührungspunkt  zur  betreffenden  Erzeugenden  senkrecht  stell 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


§  1.    Besondere  rationale  Kurven  3.  Ordnung.  455 

Hieraus  fließt  folgende  ebene  Konstruktion:  Gegeben  ein  fester  Winkel 
BBE;  man  mache  auf  jedem  Strahl  durch  B,  der  den  Schenkel 
DE  in  N  schneidet,  NA^=NÄ  =  NI),  so  beschreiben  die  Funkte 
A,  Ä'  die  Strophoide.  Die  Stroßhoide  ist  ferner  der  Chi  der  Schnitt- 
punkte der  Tangenten,  die  von  zwei  festen  Punkten  aus  an  konzen- 
trische Kreise  gehen  (van  Rees,  Corr.  math.  5,  361  (1829)),  und 
sie  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Tangenten,  die  von  einem  ^ 
beliebig  gegebenen  Punkte  aus  an  konfokale  Kegelschnitte  gezogen 
werden  können  (Chasles,  Bull.  Ac.  Brux.  2,  35  (1835)).  In 
bezug  auf  den  außerordentlichen  Brennpunkt  B  ist  die  Strophoide 
von  der  ersten  Kategorie  (s.  Kap.  XXI,  §  l). 

Wählt  man  B  so,  daß  die  Strophoide  symmetrisch  wird, 
so  heißt  sie  gerade  Strophoide  oder  nach  J.  Booth  Logozyklika 
{A  Treatise  on  some  new  geom.  Methods  I,  London  1873;  vgl. 
S.  Günther,  Parabol.  Logarithmen  und  parabol.  Trigonometrie, 
Leipzig  1882).  An  Stelle  des  Kegels  in  der  Queteletschen  Er- 
zeugung tritt  ein  Kreiszylinder.  Die  Gleichung  der  geraden  Stro- 
phoide lautet 

(3)  x{x'^+,f)  =  a{y'-x'). 

oder  in  Polarkoordinaten,  für  die  der  Scheitel  der  Pol  ist  und 
die  Scheiteltangente  Polarachse, 

(3*)  q  =  aig^e. 

Die  Fläche  ihrer  Schleife  ist  2a^ —  2"  ^^^5  *^^^  Fläche  zwischen 
den  unendlichen  Ästen  und  der  Asymptote  2  a^  -j-  ^a^n. 

IL  Wenn  f  den  Kreis  K  berührt,  so  hat  die  erzeugte  Cg  in 
D  eine  Spitze.  Man  heißt  sie  bei  beliebiger  Lage  von  D  schiefe 
Kissoide.  Liegt  D  dem  Berührungspunkt  von  f  diametral  gegen- 
über, so  ergibt  sich  die  symmetrische  Form,  die  schon  im  Alter- 
tum zur  Lösung  des  delischen  Problems  der  Würfelverdoppelung 
aufgestellte  Kissoide  des  Biokies  (zw.  250  und  100  v.  Chr.). 
Bie  {schiefen^  Kissoiden  sind  Fußpunktskurven  von  Parabeln  für 
Punkte  der  Scheiteltangente.  Bildet  man  die  Kissoide  durch  Sub- 
traktion der  Radienvektoren  aus  der  Kissoide  des  Diokles  und 
ihrem  erzeugenden  Kreis,  so  erhält  man  eine  gerade  Strophoide. 
Die  Gleichung  der  Kissoide  des  Diokles  lautet: 

(4)  xix^-hg^)==2ay\ 

Die  Fläche  zwischen  Kurve  und  Asymptote  ist  Sa^Tt,  d.  h.  das 
Dreifache  des  Grundkreises  (Huygens  1658).  Die  Differenz  d 
zwischen   der  Gesamtlänge   der  Kissoide   des  Diokles   und   der 
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Asymptote  ist  eine  endliche  Größe  (P.  Fuß,  Mem.  Pet.  (5)  9, 
184  (1824)) 

(5)  (i  =  4a{>/31og(2 +  1/3)- 2}- 

III.  Halbiert  f  den  zu  D  gehörigen  Radius  von  K  senkrecht, 
so  entsteht  eine  symmetrische  Cg,  die  TriseJärix  des  Maclaurin 
heißt  (Geom.  organica,  London  1720,  23).  Ihre  kartesische  Glei- 
chung ist 

(6)  2x(x^^y^)^a{Zx^-y^). 

Durch  die  affine  Transformation  x  =  ^/|/3,  y  =^  rj  geht  aus  ihr 
das  Descartessche  Blatt  hervor.  Ihre  Polargleichung,  bezogen 
auf  den  außerordentlichen  Brennpunkt  J?,  lautet 

(7)  Qcos^d  =  ^a. 

Die  Kurve  ist  Fußpunktskurve  einer  Parabel  in  hezug  auf  den 
Punkt  der  Achse,  der  von  der  Direktrix  denselben  Abstand  hat  wie 
der  Brennpunkt. 

Im  Anschlüsse  hieran  seien  noch  zwei  andere  Typen  ratio- 
naler Kurven  3.  Ordnung  aufgeführt,  die  von  der  kissoidalen  Er- 
zeugung ausgeschlossen  sind.  Die  eine  hat 
eine  unendlich  ferne  Wendetangente ;  sie  ist 
die  negative  Fußpu/nktskurve  einer  Parabel 
in  bemg  auf  den  Brennpunkt  und  heißt 
nach  R.  C.  Archibald  (^Diss.,  Straßburg 
1900)  Ischirnhausens  Kubik.  Sie  ist 
nach  Laguerre  (Nouv.  Ann.  math.  (3)  2, 
^    g  16  (1883)  =  (Euvres  II,  645)   auch   die 

Katakaustik    einer    Parabel   für   Paralld- 
strahlenbüschel  beliebiger  Bichtung.    Ihre  Gleichung  ist 

(8)  Ä;8+a(^2-3/)=0 

oder  in  Polarkoordinaten  für  einen  Pol  F,  der  die  Strecke  vom 
Scheitel  der  Kurve  bis  zum  Knoten  im  Verhältnis  1 :  8  teilt  (vgl. 
Fig.  3), 

(9)  Qcos^^e  =  —  ^a. 

Die  Fläche  ihrer  Schleife  ist  ^|  a^j/s  . 

Der  zweite  Typus  hat  einen  unendlich  fernen  isolierten 
Punkt  (in  der  Richtung  der  a;- Achse);  man  leitet  ihn  aus  einem 
Kreise  K  und  einer  Geraden  G  auf  folgende  Weise  ab.  Es  sei 
OB  =  b  ein  zu  G  senkrechter  Durchmesser  von  K,  so  ziehe  man 
beliebig  durch  0  eine  Gerade,  die  G  und  K  in  i?  und  Q  schneide, 
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nd  bestimme  einen  Punkt  P,  für  den  RP\\OB  und  QP\\(j,  so 
eschreibt  P  eine  symmetrische  c^  mit  der  Gleichung 

10)  xy'^  ^^  a^  (h  —  x) . 

Die  Fläche  zwischen  Kurve  und  Asymptote  ist  ahn  (vgl. 
7ieleitner,  Mish.  f.  Math.  18,  132  (1907)).  Für  a  =  6  ent- 
teht  die  sog.  Yersiera  der  Agnesi  {Insiituzioni  analit.,  Mai- 
md  1  748),  deren  Benennung  aber  schon  von  G.  Grandi  (1718) 
errührt,  und  für  a  =  ^b  die  zur  Versiera  affine  Geometrische 
Hiadratrix  von  Ozanam  (Geom.  pratique,  Paris  1684). 


2.   Bationale  Kurven  vierter  Ordnung,  vorzugsweise  als 
Kissoiden  und  KonetLoiden. 

Die  Kissoide  zweier  Kreise  K ,  K'  für  einen  Pol  D  auf  einem 
er  Kreise  ist  eine  bizirkulare  c^  mit  Doppelpunkt  in  D.  Jede 
ticke  rationale,  bizirkulare  c^  ist  Inverse  eines  durch  den  Pol  D 
icJit  hindurchgehenden  Kegelschnittes  E  und  daher  FußpunJcts- 
urve  eines  Mittelpunktkegelschnittes  E',  der  zu  E  polarreziprok 
i  in  hezug  auf  den  Inversionskreis.  Für  eine  beliebige  Kurve 
ieser  Art  existieren  vier  Kreispaare,  die  zur  kissoidalen  Erzeugung 
enutzt  werden  können;  zwei  von  ihnen  sind  imaginär  (Teixeira, 
[nn.  di  maf.  (3^  11,  9  (1905)).  Als  isotrope  Kui-ve  hat  jede 
itionale  bizirkulare  c^  im  gewöhnlichen  Sinne  eine  Potenz  in 
ezug  auf  jeden  Punkt  der  Ebene  (vgl.  Kap.  XX,  §  4). 

Die  Fläche  der  Fußpunktskurve  eines  Mittelpunktkegel- 
jhnittes  mit  der  Gleichung  x^/a^  +  2/7^^  "^  1  ^^^5  wenn  der  Pol 
ie  Koordinaten  a,  ß  hat,  den  Wert 

L)  FE=-^n{a'-^b'~-{-a'+ß'), 

!o  (1)  für  die  Ellipse,  (2)  für  die  Hyperbel  gilt.  Die  Fläche 
t  eine  eigentliche,  solange  der  Pol  nicht  im  Äußeren  des  Kegel- 
hnittes  liegt  (vgl.  Wieleitner,  Porto  Ann.  Ac.  Polyt.  2,  180 
907);  Spez.  Kurven,  S.  10). 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises  K'  in  dem  Gegen- 
mkt  des  Punktes  D  auf  dem  ersten  Kreise,  so  wird  die  erzeugte 
arve  doppelt  symmetrisch  und  ist  Fußpunktskurve  einer  Ellipse 
er  Hyperbel  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt.  Sie  heißt  Booth- 
he  Lemniskate  (s.  d.  oben  zitierte  Werk,  S.  162  ff.)  und  hat  im 
ittelpunkt  einen  isolierten  oder  reellen  Inflexionsknoten.    Jede 
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Boothsche  LenmisJcate  kann  auch  als  Selhsfkissoide  durch  8u\ 
traMion  der  Badienvektoren  eines  einzigen  Kreises  erzeugt  werdet 
Ihre  Gleichung  ist,  wenn  a,  b  (bzw.  a,  bi)  die  Halbachsen  des  zi 
gehörigen  Kegelschnittes  sind, 

(3)  (a;2+?/2)2=a2a;2+6V- 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so  entsteht  d: 
Bernoullische  Lemniskate  (Jak.  Bernoulli,  Äct.Erud.,  Leipzij 
September  1694).    Deren  Gleichung  lautet 

(4)  {x'-^y'y^a\x'-y') 
oder  in  Polarkoordinaten 

(5)  Q  =  aycos2d. 

Die  vier  außerordentlichen  Brennpunkte  jeder  Boothschen  Lemni 
kate  liegen  auf  den  Achsen  in  der  halben  Entfernung  der  Breni 
punkte  des  Grundkegelschnittes.  Verbinden  wir  die  zwei  reelk 
unter  den  vier  Brennpunkten  üf ,  M^  mit  einem  Punkte  P  d( 
Kurve,  und  ist  0  der  Mittelpunkt,  so  gilt  die  Beziehung 

(6)  Wp^  •  MjP^  =  OM''  +  ^ (a^  +  b^)'ÖP\ 

Für  die  Bernoullische  Lemniskate  ist  a^ —  6^=  0,  und  man  e 
hält  die  bekannteste  Eigenschaft  dieser  Kurve 

(7)  MP-  M^P=^'Öm\ 

Die  Fläche  einer  Boothschen  Lemniskate  ist  im  elliptischen  Fall 
l'  7t (a^  +  6^),  im  hyperbolischen  Falle  hat  jede  Schleife  die  Fläcl 
^-(a^-{-ab  —  b^\  bei  der  Bernoulli  sehen  Lemniskate  -^«^ 

Die  Bernoullische  Lemniskate  hat  auch  in  den  Kreispunkte 
Inflexionsknoten.  Unterwirft  man  sie  irgendeiner  (reellen  od( 
imaginären)  projektiven  Transformation,  so  entsteht  die  schon  ai 
S.  424  behandelte  projektive  Lemniskate. 

Spezialfälle  der  dort  gegebenen  Erzeugung  sind  die  folgei 
den:  Durch  die  Schnittpunkte  irgendeiner  Tangente  eines  Kege 
Schnittes  mit  den  Achsen  ziehe  man  die  Parallelen  zu  den  Achsei 
Der  Schnittpunkt  P  dieser  beiden  Parallelen  beschreibt  eine  Krem 
kurve,  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  eine  Kohlenspitze> 
kurve,  wenn  er  eine  Hyperbel  ist.    Ihre  Gleichungen  sind 

(8)  xh/==ahf±b^x\ 

Sie  sind  die  Polarreziproken  zu  den  bezüglichen  Evoluten  de 
Kegelschnitte  in  bezug  auf  diese  selbst. 
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Die  gewöhnliclie  Konchoide  einer  Geraden  f  (s.  Kap.  XXI, 
§  1)  ist  eine  rationale  c^  und  heißt  Konchoide  des  Nihomedes 
(zw.  250  und  150  v.  Chr.).  Sie  hat  in  bezug  auf  den  Pol  die 
Polargleichung,  wo  a  der  Abstand  des  Poles  von  V  ist, 

(9)  Q  =  -A-  +  h 

^    ^  '^^        sin  0    '      ' 

während  ihre  kartesische  Gleichung,  bezogen  auf  V  als  a;- Achse 
und  eine  durch  den  Pol  gehende  y-Achse,  lautet 

(10)  a;V=(^  +  «)'(^'-y')- 

Im  Pole  ist  ein  Knoten,  eine  Spitze  oder  ein  isolierter  Punkt, 
je  nachdem  Z  >•,  ==,  <C  a.  Die  Gerade  V  ist  Tangente  des  un- 
endlich fernen  Berührungsknotens.  Wird  l  an  den  Radiusvektor 
der  Geraden  V  unter  dem  Winkel  45*^  angetragen,  so  erhält  man 
die  von  Dürer  in  anderer  Weise  erzeugte  und  von  ihm  Muschel- 
linie genannte  Kurve  (  Underweyswng  d.  Messung  m.  d.  Zirckel  usw., 
Nürnberg  1525;  vgl.  H.  Wieleitner,  Sitzgsher.  Ak.  Wien 
116,  Abt.  IIa,  1267  (1907)).  Die  in  Rede  stehende  Konchoiden- 
konstruktion  kann  ersetzt  werden  durch  das  Abrollen  einer  be- 
stimmten rationalen  c^  auf  einer  festen  Parabel  Diese  c^  ist 
wahrscheinlich  die  von  Eudoxus  (408 — 355  v.  Chr.)  als  Kam- 
pyla  bezeichnete  Kurve.  Sie  hat  einen  isolierten  Punkt  im  An- 
fangspunkt und  einen  Berührungsknoten  im  unendlich  fernen 
Punkte  der  a:-Achse,  für  den  die  unendlich  ferne  Gerade  Tangente 
ist.    Ihre  Gleichung  lautet 

(11)  2/^=aV+^')- 

Sie  kann  als  Selbstkissoide  einer  Parabel  durch  Subtraktion  der 
Radienvektoren  des  Brennpunktes  erzeugt  werden.  Ihre  Inverse 
hat  die  Polargleichung 

(12)  Q  =  aÜB^B. 

Diese  ist  eine  isotrope  Cg  und  heißt  nach  F.  Münger  {Diss.,  Bern 
11894)  Doppeleüinie  (vgl.  de  Jans,  Handel.  11.  en  12.  Vlaamsch 
Natuur  Gongr.  1907/8,  S.  12  bezw.  127). 

Ersetzt  man  im  vorigen  die  Gerade  V  dux'ch  einen  Kreis  K', 
der  durch  den  Pol  geht,  so  entstehen  die  gewöhnlichen  und  schiefen 
Konchoiden  des  Kreises  K'.  Jede  schiefe  Konchoide  eines  Kreises 
in  bezug  auf  einen  Punkt  des  Kreises  als  Pol  ist  aber  eine  gewöhn- 
liche Konchoide  desselben  Kreises  für  einen  anderen  Pol  auf  dem 
Kreisumfang.   Diese  Konchoiden  des  Kreises  heißen  seit  Roberval 
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Pascalsche  Schnecken  (nach  Stefan  Pascal,  dem  Vater  von 
Blaise  Pascal).    Sie  haben  die  Polarg] eichung 

(13)  ^  =  2acosö  +  i 
oder  in  kartesischen  Koordinaten 

(14)  {x^  +  2/'  -  2ra;)2  =  l\x^  +  y^). 

Der  Anfangspunkt  ist  ein  Knoten,  eine  Spitze  oder  ein  isolierter 
Punkt,  je  nachdem  l  ■<,  =,  >  2a  ist.  Im  Falle  der  Spitze  nennt 
man  die  Kurve  Ksrdioide  oder  „Herzlinie"  (vgl.  Weinraeister, 
Zdtschr.  math.  Unterr.  15,  245  (1884)).  Alle  Pascalschen 
Schnecken  haben  Spitzen  in  den  unendlich  fernen  Kreispunkten. 
Sie  sind  die  Inversen  der  Kegelschnitte  in  hezug  auf  einen  Brenn- 
punkt und  die  Fußpunktskurven  der  Kreise.  Die  Polkurven  der 
konchoidischen  Bewegung  sind  hier  zwei  Kreise  (vgl.  §  4).  Die 
Gesamtfläche  einer  Pascalschen  Schnecke  ist  (2a^+  Z^)7t,  die 
der  Kardioide  im  besonderen  &a^n. 

Die  (gewöhnliche)  Konchoide  eines  Kegelschnittes  für  einen 
Brennpunkt  zerfällt  in  zwei  rationale  c^  mit  drei  endlichen  Doppel- 
punkten, von  denen  einer  im  Pol  liegt  (s.  bei  Teixeira,  Traite  I, 
312).  Die  Konchoiden  der  Kegelschnitte  in  bezug  auf  einen 
Scheitel  wurden  von  Cardinaal  (^Arch.  Muse'e  Teyler  (2)  8,  165 
(1902))  untersucht. 

Die  konchoidische  Bewegung  kann  in  folgender  Weise  ver- 
allgemeinert werden.  Es  sei  V  eine  Kurve,  0  ein  fester  Punkt 
der  festen  Ebene  /d.  In  der  beweglichen  Ebene  J'  sei  ebenfalls 
p'        ein   fester  Punkt  P  und   eine   feste 

~~~---^^^  Iä/'-'TC^^^^         Gerade  G  gegeben.   Wir  verschieben 

f ^^^^'^'^        \p    ^'  gßg®'^  ^  so,  daß  immer  G  durch 

%.  0  geht  und  P  auf  f  läuft.    Diese 

_______^— -"''^  i"^ Bewegung  geht  in  die  konchoidische 

—^^--  über,  wenn  P  auf  G  zu  liegen  kommt. 

Ist  r  eine  Gerade,  so  heißt  der 
Mechanismus  Schldf Schieber^  für  f  als  Kreis  Schleifkurhel.  Wir 
betrachten  nur  den  ersteren  Fall  (im  übrigen  vgl.  F.  Ebner, 
Leitfaden  d.  techn.  wicht.  Kurven.,  Leipzig  1906).  Die  Schleif- 
schieberbewegung ist  zu  sich  selbst  reziprok.  Beide  Polbahnen 
sind  Verallgemeinerungen  der  Kampyla.  Liegt  0  auf  V ,  so  er- 
gibt sich  die  ümkehrung  der  konchoidischen  Bewegung.  Es  rollt 
dann  eine  Parabel  auf  einer  Kampyla  ab.  Nennt  man  den  Fuß- 
punkt des  von  P  auf  G  gefällten  Lotes  P'  (vgl.  Fig.  4),  so  be- 


r 

schreibt  P' 
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schreibt  P'  eine  sog.  Kappakurve  (A.  Aubry,  /.  math.  spec.  (4) 
Ir,  200  (1895))  mit  der  Polargleichung  {PP^=  a) 

15)  Q  =  actgd. 

Durch  Inversion  wird  die  Kurve  nur  um  90°  gedreht.  Alle  anderen 
Punkte  von  OP'(G)  beschreiben  (gewöhnliche)  Konchoiden  der 
Kappakurve,  sog.  schiefe  Kappakurven.  Für  die  Fläche  zwischen  der 
lappakurve  und  den  beiden  Wende asymptoten  fand  Huygens  den 
^ert  a^n. 

In  dem  Sonderfalle  der  Schleifschieberbewegung,  wo  der 
abstand  (0,  f)  so  groß  ist  wie  (P,  G),  heißt  der  Mechanismus 
symmetrisches  Schleifschiehergetriehe.  Die  Trajektorie  zerfällt  in 
)ine  Gerade  und  eine  rationale  zirkuläre  Cg.  Wir  erhalten  so 
ille  schon  oben  aufgeführten  Kurven  dieser  Art  als  Bahnkurven 
)eim  Abrollen  zweier  kongruenten  Parabeln,  deren  Scheitel  in 
(inem  Augenblicke  zusammenfallen. 

Die  Konstruktion  der  Kappakurve  läßt  sich  zu  folgender 
Konstruktion  verallgemeinern,  die  in  jedem  Falle  zu  einer  ratio- 
lalen  c^  mit  unendlich  fernem  Doppelpunkte  führt.  Gegeben 
;wei  Kreise  0  und  K  mit  den  Mittelpunkten  0  und  K.  Jedem 
Punkte  A  von  K  ordnet  man  die  Polare  in  bezug  auf  0  zu  und 
ieht  durch  A  die  Parallele  zu  KO.  Diese  schneidet  die  Polare 
n  einem  Punkte  P,  dessen  Ort  in  Frage  kommt.  Sind  0  und  K 
konzentrisch  und  das  Verhältnis  der  beiden  Kreisradien  y2,  so 
irgibt  sich,  wenn  man  von  dem  größeren  Kreis  (dessen  Radius  a 
lei)  die  Polarfigur  sucht,  die  sog. Trisekante  von  Delanges  (1783) 
ait  der  Polargleichung 

16)  ^cos-^ö  =  ^a. 

5ie  hat  zwei  endliche  Doppelpunkte  und  einen  Inflexionsknoten 
m  Unendlichen. 

Sind  die  Radien  von  0  und  K  gleich  und  berühren  sich,  so 
rhält  man  das  Zweihorn  (Ch.  A.  Scott,  Interm.  mafh.  3,  250 
1896))  mit  der  Gleichung 

17)  {f+^ay-  ay  +  y\x^  _  «2)  _  q . 

Diese  Kurve  hat  zwei  Spitzen  in  den  Endpunkten  des  auf 
er  aj-Achse  liegenden  Durchmessers  von  0  und  einen  isolierten 
'unkt  im  unendlich  fernen  Punkt  der  «/-Ä.chse. 

Läßt  man  den  Radius   des  Kreises   0  gleich  Null  werden, 

h.  ersetzt  man  0  durch  ein  isotropes  Geradenpaar,  so  erhält 

ie   in  gleicher  Weise   erzeugte   Kurve   einen   Berührungsknoten 
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im  Endlichen   und   wird  polyzomal,   d.  h.   durch  eine  Gleichun] 
von  der  Form 

(18)  Vu -\- Yv  +  Yw  =  0 

darstellbar,  wo  U,  F,  W  quadratische  Funktionen  von  x,  y  sim 
(Cayley,  Trans.  R.  S.  Edinb.  25,  1  (1869)). 

Fällt  zu  gleicher  Zeit  der  Mittelpunkt  von  K  mit  dem  vo] 
0  zusammen  (während  0  Nullkreis  bleibt),  so  entsteht  wiede 
die  Kappakurve,  deren  Gleichung  demgemäß  in  die  komplexe  Fori 
gebracht  werden  kann 

(19)  ■yy{y-\-2hi)  +  -yy{y-2M)  -  2ix  ^  0. 


§  3.    Bizirkulare  Kurven  vierter  und  zirkulaxe  Kurven 
dritter  Ordnung  vom  Geschlechte  1. 

Eine  bizirkulare  c^  hat  in  den  imaginären  Kreispunkte: 
Doppelpunkte.  Sie  wird  also  von  jedem  Kreise  nur  in  vier  ir 
Endlichen  liegenden,  reellen  oder  paarweise  imaginären  Punktei 
geschnitten.  Diese  vier  Punkte  können  als  Grundpunkte  zweie 
projektiven  Kreisbüschel  genommen  werden,  deren  Erzeugnis  di 
Kurve  ist  Dabei  wird  die  Projektivität  der  Kreisbüschel  dadura 
definiert,  daß  die  Punktreihen  ihrer  Zentren  projektiv  sind.  I)i 
16  (einfachen)  Brennpunkte  einer  hizirkularen  c^  liegen  zu  j 
vieren  in  4  Kreisen  (Satz  von  Hart;  vgl.  Salmon-Fiedlei 
Höhere  JS'.,  2.  Aufl.,  S.  318;  für  die  ganze  Theorie  vgl.  Casej 
Froc.  R.  Ir.  Ac.  10,  44  (1869);  Transact.  R.  Ir.  Äc.  24,  45' 
(1871)).  Die  Mittelpunkte  der  vier  Kreise  bilden  die  Konfiguratioi 
eines  Dreiecks  mit  seinem  Höhenschnittpunkt.  Jeder  der  vie 
Kreise  schneidet  jeden  andern  orthogonal  und  hat  das  Dreiecl 
der  Mittelpunkte  der  andern  zum  Polardreieck.  Zu  jedem  der  Kreis 
K  gehört  ein  „Fokalkegelschnitt"  E,  der  ihn  in  den  vier  auf  ihn 
liegenden  Brennpunkten  schneidet,  und  die  Kurve  wird  eingehüll 
von  allen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  E  liegen  und  die  \ 
orthogonal  schneiden.  Jeder  dieser  Kreise  berührt  die  Kurve  doppeh 
Die  vier  Fokdlkegelschnitte  E  sind  konfokal;  ihre  Brennpunkte  sim 
die  vier  außerordentlichen  Brennpunkte  der  Kurve.  Ist  ein  Fokal 
kegelschnitt  E  und  der  zugehörige  Kreis  K  gegeben,  so  sind  dii 
Mittelpunkte  der  übrigen  Dreiecke  die  Ecken  des  K  und  E  gemein 
schaftlichen  Polardreiecks.  In  den  vier  Punkten,  in  denen  K  di( 
c^  schneidet,  berührt  der  Krümmungskreis  vierpunktig.  Solche: 
Punkte  gibt  es  also  ebenfalls  16.  Die  c^  ist  in  bezug  auf  jedei 
der  Miitelpunkte  der  vier  Kreise  K  anallagmatisch  (s.  Kap.  XXI 
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3),  ivenn  K  selbst  als  Inversionskreis  genommen  wird.  Von  den 
mfachen  Brennpunkten  sind  nur  vier  reell,  von  den  außerordent- 
chen  zwei.  Für  irgend  drei  konzyklisclie  einfache  Brennpunkte 
Bsteht  eine  Eelation  der  Art 

L)  X§  +  fif  -\-  vq"=  0, 

0  ^,  q',  q"  die  Abstände  eines  Kurvenpunktes  P  von  den  drei 
rennpunkten  bedeuten  und  A,,  ft,  v  konstante  Faktoren  sind. 

Die  bizirJcularen  c^  vom  Geschlechte  1  sind  Kurven  gleicher 
'otens  S^  für  die  Fußpunhishurven  der  MittelpunktkegelschnUte 
;.  Kap.  XXI,  §  4).  Wir  haben  hauptsächlich  zwei  spezielle  Pa- 
lilien,  die  Kurven  gleicher  Potenz  für  die  Booth sehen  Lemnis- 
iten  und  die  Kurven  gleicher  Potenz  für  die  Pascal  sehen  Schnecken, 
n  ersteren  Falle  muß  K  mit  E  konzentrisch  sein.  Diese  Kurven 
sißen  spirische  Linien  des  Perseus  (ca.  130  v.  Chr.).  Sie  treten 
is  Schnitte  der  Flächen  auf,  die  durch  Eotation  eines  Kreises  um 
ne  Achse  entstehen  (Spire,  Torus),  wenn  die  schneidende  Ebene 
a,rallel  zur  Achse  der  Fläche  gelegt  wird.  Ihre  Gleichung  ist, 
eim  die  Potenz  cP  =  c  sein  soll, 

0  (ß^  +  ff  -  (^^^^  +  ^^y^)  -  c  =  0. 

ie  haben  also  zwei  Symmetrieachsen,  und  der  Mittelpunkt  ist 
3r  einzige  Punkt,  für  den  sie  anallagmatiseh  sind  (vgl.  de  la 
ournerie,  J.  de  math.  (2)  14,  9  u.  103  (1869)).  Jede  spirische 
•inie  des  Perseus  ist  isoptische  Kurve  von  zwei  Kegelschnitten.  Sind 
',  i^i  die  reellen  außerordentlichen  Brennpunkte,  0  der  Mittelpunkt 
ad  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Kurve,  so  besteht  die  Beziehung 

0  FP^-F~^P^==aOP^-[-§, 

0  a  und  ß  Konstante  sind.  Die  Kurven  gleicher  Potenz  der 
er no uliischen  Lemniskate  haben  wie  diese  in  den  imaginären 
reispunkten  Inflexionsknoten  und  heißen  Gassinische  Linien^ 
i.  dessen  Elements  d'astronomie,  Paris  1749).  Für  sie  ist  a  =  0 
ad  die  Relation  (3)  wird  zu 

0  FP-i^i2^  =  V^  =  const. 

Die  Kurven  gleicher  Potenz  der  Pascal  sehen  Schnecken 
(ibon  gleich  diesen  in  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  Spitzen, 
ad  eine  Symmetrieachse.  Auch  der  Fokalkegelschnitt  E  ist  hier 
in  Kreis.  Die  Kurve  heißt  Cartesischcs  Oval  (Descartes,  La 
ecmetrie,  Leyden  1637).   Ihre  Gleichung  ist 

)  {x^  -hy^-  2rxy-  l\x^  +  y8)  _  c  =  0. 
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Das  Cartesische  Oval  hat  nur  einen  außerordentlichen  Brenn 
punkt  und  neun  einfache  Brennpunkte,  von  denen  drei  au 
der  Symmetrieachse  liegen.  Für  diese  gilt  die  Relation  (l).  J 
nachdem  sie  alle  drei  reell  sind  oder  nicht,  scheiden  sich  di 
Cartesischen  Ovale  in  zwei  Familien.  Die  erste  von  diesen,  di 
Descartes  selbst  betrachtet  hat,  besteht  aus  zwei  einander  ein 
schließenden  Ovalen,  deren  äußeres  eine  Einbuchtung  haben  kanr 
Für  die  drei  Brennpunkte  auf  der  Achse  ist  die  Kurve  anallag 
matisch  und  zugleich  von  der  ersten  Kategorie  (s.  Kap.  XXI,  §  1^ 
Ein  CartesiscJies  Oval  ist  der  Ort  aller  Punkte,  deren  Abstände  vo't 
zwei  Kreisperipherien  in  einem  bestimmten  Verhältnis  stehen  (New 
ton,  Philosophiae  nat. principia math., London  1687).  Geht  von  einer 
der  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Brennpunkte  ein  Lichtstrahlen 
büschel  aus,  so  treffen  sich  die  an  der  Kurve  gebrochenen  Strahlei 
bei  bestimmtem  Brechungsverhältnis,  das  von  den  Koeffizientei 
der  Relation  (l)  abhängt,  in  einem  der  beiden  anderen  Brenn 
punkte.  Außerdem  ist  das  Cartesische  Oval  Antikaustik  des  Kreise 
in  bezug  auf  einen  leuchtenden  Punkt  bei  Brechung  (wird  zur  Pas 
cal sehen  Schnecke  bei  Reflexion).  Die  acht  Wendepunkte  eine 
Cartesischen  Ovals  liegen  auf  einer  zirkulären  Cg  (Roberts 
Proc.  Lond.  Math.  S.  3,  106  (1870);  Bibliographie  der  Cartesi 
sehen  Ovale  bei  Liguine,  Bull.  sc.  math.  (2)  6,  40  (1882)  um 
H.  Brocard,  Interm.  math.  3,  238  (1896)). 

Jede  bizirkulare  c^  geht  durch  Inversion  von  einem  belie 
Taigen  Punkte  ihrer  Ebene  aus  in  eine  ebensolche  Kurve  über,  fü 
«inen  Pol  auf  der  Kurve  aber  in  eine  zirkuläre  Cg.  Läßt  man  be 
der  oben  gegebenen  Erzeugung  der  bizirkularen  c^  den  Pokal 
kegelschnitt  E  eine  Parabel  werden,  so  entsteht  eine  zirkuläre  c, 
indem  die  unendlich  ferne  Gerade  sich  abtrennt.  Der  Brennpunk 
der  Fokalparabel  ist  der  einzige  außerordentliche  Brennpunkt  de 
€3.  In  den  Zentren  der  vier  Kreise  K,  auf  denen  die  16  einfache^ 
Brennpunkte  auch  hier  liegen,  wird  die  Kurve  von  Parallelei 
zur  reellen  Asymptote  berührt.  Die  Kurve  geht  außerdem  durcl 
die  drei  Höhenfußpunkte  der  durch  die  vier  Kreismittelpunkte  be 
stimmten  Konfiguration.  Die  Tangenten  der  Cg  in  diesen  Höhen 
fußpunkten  schneiden  sich  in  dem  Punkt,  wo  die  reelle  Asymptot 
die  Kurve  trifft.  Es  ist  dies  ein  Punkt  des  Feuerbach  sehe] 
Kreises  der  Konfiguration,  der  auch  durch  den  außerordentliche] 
Brennpunkt  geht.  Die  Direktrizen  der  vier  Fokalparabeln  laufe] 
durch  die  Mittelpunkte  der  Umkreise  der  vier  Dreiecke  der  Kon 
figuration. 

In  der  Relation  (l)  ist  für  eine  zirkuläre  Cg  A,  +  ju-  ^  v  =  ( 
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inefimen.  Schneidet  irgendein  Kreis  die  Cg  in  4  Punkten  Ä,B,  C,D, 
)  liegen  die  3  Paare  der  Punkte,  in  denen  die  Gegenseiten  des 
ollständigen  Vierecks  AB  CD  die  Kurve  schneiden,  in  je  einer 
arallelen  zur  reellen  Asymptote.  Hieraus  lassen  sich  spezielle 
ätze  über  die  berührenden  und  Krümmungskreise  der  Cg  ableiten. 
ede  zirkuläre  Cg  läßt  sich  erzeugen  durch  ein  Strahlbüschel  wnd 
'n  dazu  projeJctives  Büschel  Tconzintrischer  Kreise;  der  Scheitel 
es  Strahlbüschels  ist  der  Schnittpunkt  der  Kurve  mit  der  reellen 
symptote,  der  Mittelpunkt  der  Kreise  der  außerordentliche  Brenn- 
unkt (vgl.  Czuber,  Zschr.  Math.  Phys.  33,  257  (1887)). 

Unter  den  zirkulären  Kurven  3.  Ordnung  vom  Geschlechte  1 
t  ausgezeichnet  die,  deren  außerordentlicher  Brennpunkt  auf  ihr 
egt.  Es  ist  die  van  Beessche  Fokale  oder  Fokale  schlechthin 
'^orr.  math.  5,  361  (1829)).  Sie  ist  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
'jenen  Schnitte  eines  beliebigen  Kegels  zweiter  Ordnung,  toenn  die 
Ibcnen  alle  durch  eine  zu  einer  Erzeugenden  senkrechte  Tangente 
es  Kegels  gehen.  Die  Kreise  eines  Büschels  werden  von  den  Tan- 
mten,  die  von  einem  festen  Punkte  ausgehen,  in  Punkten  einer 
"okale  berührt.  Der  Ort  aller  Pu/nkte  der  Ebene,  von  denen  aus 
vei  Strecken  AB  u/nd  CD  unter  gleichen  Winkeln  erscheinen,  be- 
geht aus  zwei  Fokalen  (Steiner,  J.  f.  Math.  45,  375  (1852)  =» 
Verke  11,  487).  Fällt  B  mit  C  zusammen,  so  gehen  die  Kurven 
1  Strophoiden  (vgl.  §  l)  über  (Magnus,  Sammlung  von  Auf- 
aben  usw.,  Berlin  1833,  S.  265).  Der  Ort  der  Brennpunkte  der 
'Kegelschnitte  einer  Schar  ist  eine  Fokale  (Chasles,  Bruxelles  Bull. 
,  35  (1835);  Schröter  und  Durege,  Math.  Ann.  5,  50,  83 
L872),  6,  85  (1873));  kommt  in  der  Schar  ein  Kreis  vor,  ist  er 
Lue  Strophoide.  Es  sei  hinzugefügt,  daß  der  Ort  der  Brennpunkte 
pr  Kegelschnitte  eines  Büschels  eine  bizirkulare  Cg  vom  Ge- 
hlechte 2  ist  (vgl.  Hall  er,  Arch.  Math.  (3)  7,  37  (1904)  und 
Bauer,  München.  Ber.  35,  97  (1905)).  Weitere  Einzelheiten 
ad  Literatur  über  bizirkulare  c^  und  zirkuläre  Cg  bei  Kohn, 
kzykl.  m  C  5,  S.  510  u.  551  ff. 

§  4.   Zyklische  Kurven. 

Sind  bei  der  Bewegung  einer  Ebene  J'  gegen  eine  feste 
bene  J  beide  Polkurven  Kreise,  rollt  also  ein  Kreis  von  /j'  auf 
oem  Kreis  von  z/,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Ebene  z/'  in 
ir  Ebene  J  eine  zyklische  Kurve.  Ist  R  der  Radius  des  festen, 
der  des  beweglichen  Kreises  und  hat  der  beschreibende  Punkt 
vom  Mittelpunkt  des  beweglichen  Kreises  den  Abstand  h,  wird 
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ferner  die  Anfangslage  so  gewählt,  daß  P  in  einer  Geraden  mi 
den  beiden  Kreismittelpunkten  und  deren  Berührungspunkt  ai 
nächsten  liegt,  so  hat  man  für  die  durch  P  erzeugte  zyklisch 
Kurve  die  Parameterdarstellung 


(1) 


'T.    1      \                  7           B  -\-  r 
'X  =  [It  -\-  r)  cos  0)  —  h  cos  ■ —  ca, 

1  y  =  (7?  -}-  r)  sin  0)  —  h  sin  co, 


wo  w  den  Winkel  am  Zentrum  des  festen  Kreises  bedeutet,  ut 
den  das  Abrollen  fortgeschritten  ist.  Ist  /?  ^  r ,  so  heißt  di 
Kurve  Trochoidale,  für  7i=r,  also  für  einen  Punkt  auf  dei 
Umfang  des  rollenden  Kreises  ZyJdoidale. 

Eine  zweite  Erzeugung  der  zyklischen  Kurven  ist  folgende 
Zwei  in  0  befestigte  Gelenkstäbe  von  den  Längen  1c  und  l  drehe: 
sich  um  0  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  k  und  A.  In  de 
Anfangslage  seien  sie  entgegengesetzt  gerichtet.  Dann  beschreib 
der  vierte  Eckpunkt  des  durch  die  beiden  Stäbe  in  jedem  Augen 
blick  bestimmten  Parallelogramms  eine  zyklische  Kurve.  Die  Km 
ven  heißen  EpitrocJioiden  für  x/A>0,  Hypotrochoiden  für  x/X  <  ( 
Jeder  Epi-  oder  HypotrocJioide  entsprechen  zwei  Erzetigungsarte. 
durch  Bollen.  Für  die  Epitrochoide  liegen  bei  beiden  die  Kreis 
so,  daß  der  Kreis  (r)  den  Kreis  (B)  an  der  Außenseite  berühri 
Aber  das  eine  Mal  schließt  der  Kreis  (r)  den  Kreis  {li)  aus,  da 
andere  Mal  ein.  Bei  der  Hypotrochoide  wird  in  jedem  Syster 
der  Kreis  (r)  vom  Kreise  {B)  eingeschlossen.  Für  Epi-  und  Hype 
zykloiden  gelten  dieselben  Unterscheidungen.  Die  Trochoidale: 
heißen  ferner  gestreckt  (geschweift).,  wenn  hn^lX.,  verschlungen 
wenn  /ot  <<  II.  Zwischen  beiden  Formen  stehen  die  Zykloidale 
für  itx  =  ZA,  die  hier  als  gespitzte  Trochoidalen  erscheinen  (vgl.  de; 
Bericht  ü.  d.  gegw.  Stand  der  Lehre  v.  den  zyklischen  Kurven  vo: 
E.  Wölffing,  BiU.  math.  (3)  2,  235  (1901)). 

Eine  spezielle  Hypotrochoide  entsteht  aus  (l)  für  r== — ^J 
Es  ist  dies  für  h  =4=  »'  eine  Ellipse ,  die  für  h  =  r  in  den  Durch 
messer  übergeht  (Nasir  Eddin  1201 — 74).  Für  r  =  B  entsteh! 
wenn  h  =^  B,  als  Epitrochoide  eine  Pascal  sehe  Schnecke,  fü 
h  =  B  die  Kardioide.  Ist  h  =  B  -\-  r,  so  ergeben  sich  Trochoi 
dalen,  deren  Polarkoordinatengleichung  in  bezug  auf  den  Mittel 
punkt  des  festen  Kreises  die  Form  hat 

(2)  Q  =  m  sin  fi6 


r 
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Hierbei   ist  m  =  2  (jR  -f  r) ,   u  ö  =  „   ,    ^    0  =  —  co.    Sie 

leißen  gewöhnlich  Bosenkurven  (Rhodoneen)  (Guido  Grandi, 
Flores  geom.  usw.,  Florenz  1728).  Für  ft  =  2  und  jtt  =  3  ent- 
gehen das  regelmäßige  Vier-  und  Dreiblatt.  Die  Inversen  der 
Josenkurven  wurden  von  A.  Aubry  Ährenkurven  genannt  (J. 
nath.  spec.  (4)  4,  201  (1895)).  Wir  erhalten  insbesondere  für 
t  ==  2  die  gleichseitige  Kreuzkurve,  für  jtt  =  3  die  Trisektrix  von 
le  Longchamps,  für  ft  =  ^-  die  Trisekante  und  für  ji*  =  -^  die 
Prisektrix  von  Maclaurin. 

Durch  einen  Grenzübergang  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 

7?  -4-  r 

1)  für  — ^^^  CO  =  g),  Y=x  —  li  cos  (o,  X  =  y,  R  =  oo ,  indem 

nan  an  der  Grenze  E  sia.  co  =  Boa  =  rg),  cos  w  =  1  macht,  die 
Darstellung 

3)  X  =  rcp  —  h  sinq),      Y  ==  r  —  h  cos  (p 

lir  die  Trochoiden,  d.  h.  die  Kurven,  die  beim  Rollen  eines 
Sjreises  auf  einer  Geraden  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene 
ies  Kreises  beschrieben  werden.  Wir  haben  für  Ä  >►  r  verschlun- 
gene, für  h  <Cr  gestreckte  Trochoiden.  Für  h  =  r  entsteht  die 
Zykloide  (Galilei  1599).  Die  Länge  des  Bogens  der  Zykloide 
wischen  zwei  Spitzen  ist  8r  (Wren  1658),  die  Fläche  zwischen 
liesem  Bogen  und  der  Geraden  ^r^n  (Roberval  1638).  Die 
Zykloide  ist  BracMstochrone ,  d.  h.  die  Kurve,  auf  der  ein  der 
Schwere  unterworfener  Massenpunkt  am  raschesten  den  Weg 
iwischen  zwei  Punkten  A,  B  durchläuft  (Leibniz,  Jak.  Ber- 
Loulli  u.  a.  1697).  Sie  ist,  wenn  man  sie  um  die  Leitgerade 
Direktrix)  umklappt,  Tautochrone ,  d.  h.  wo  auch  ein  schwerer 
lassenpunkt  auf  ihr  seine  Bewegung  beginnen  mag,  er  kommt 
mmer  zur  selben  Zeit  im  tiefsten  Punkte  an  (Huygens  1673). 
llle  Trochoiden  sind  Parallelprojektionen  der  gewöhnlichen  Schrau- 
enlinie  auf  eine  zu  deren  Achse  senkrechte  Ebene. 

Wird  in  den  Formeln  (l)  r  und  h  =  oo,  so  daß  t  =  r  —  h 
ad  lieh  bleibt,  also  —  ==1,  dann  erhält  man  durch  Grenzübergang 


h 


r 

X  =  (B  -\-  t)  cos  CO  -\-  Bco  sin  ro, 
y  =  {B  -\-  t)  sin  CO  —  72  co  cos  co. 


iese  Gleichungen  stellen  eine  allgemeine  Kreisevolvente  dar,  d.  h. 
e  Kurve,  die  ein  Punkt  der  Ebene  einer  Geraden  beschreibt,  wenn 
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die  Gerade  auf  einem  Kreise  abrollt.  Die  Größe  t  ist  dabei  dei 
Abstand  des  Punktes  von  der  Geraden.  Für  t  ==  0  ergibt  sich  di( 
gewöhnliche    (gespitzte)    Kreisevolvente   (Fig.    5),    während    füi 

^  >  0  die  Kurven  gestreckt,  für  ^  <  ( 
verschlungen  sind.  Für  t  =  —  Ji  ha 
die  Kurve  die  Polargleichung 

(5)  Q  =  Bd 

und  heißt  Archimedische  Spirale  (nacl 
Archimedesf  212  v. Chr.),  vgl.  Fig. 6 
Der  auf  einem  Radiusvektor  gemessem 
Abstand  zwischen  zwei  aufeinande 
folgenden  Windungen  der  Spirale  is 
_,.     .  überall  2Itn. 

Flg.  5. 

Die   Inverse    der   Archimedische] 
Spirale  mit  der  Polargleichung 

(6)  Qd  =  c 

heißt  hyperbolische  Spirale.  Sie  hat  den  Pol  als  doppelten  asym 
ptotischen  Punkt  und  eine  Asymptote  in 
Abstände  c  vom  Pol  (s.  Fig.  7).  Die  hyper 
holische  Spirale  ist  eine  Zeniralprojektion  de 
Schraubenlinie  von  einem  Punkte  der  Achs 
aus  auf  eine  zu  dieser  senkrechte  Ebeni 
Projiziert  man  die  Schraubenlinie  durcl 
parallele  Strahlen  senkrecht  zur  Achse  au 
eine  zur  Richtung  der  Strahlen  geneigt 
-p.    g  Ebene,  so  entsteht  die  Sinuslinie  mit  de 

Gleichung 


(7)  t/  =  asin^- 

Es    kann    auch    eine    reelle   Kurv 
sich  ergeben,  wenn  in  den  Gleichungei 
(l)  die  Größen  B,  r,  h  komplexe  Wert 
haben.    Dann  muß  aber  der  absolute  Be 
^l^""^  trag  von  B  -\-  r,  r  und  h   derselbe   seil 

und   außerdem   h   zu   B  -\-  r   konjugier 
sein.   Die  Gleichungen  können  dann  in  die  Form  gebracht  werdei 

,  ,  ix  =  2a  cos  CO  eh. 9- CO  -\-  2b  sin  CD  sh.& CO, 

1 2/  ==  2  a  sin  CO  ch'O'w  —  26  cos  ro  sh-O'ci). 

Die  Kurven  heißen  Pseudotrochoiden  und  wurden  von  Wölffini 


mtersucht  (Zei 
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irsucht  (ZeitscJir.  f.  Math.  44,  139  (1899)).     Die  Kurve,  die 
nan  für  }i  =  B-\-r  erhält,  hat  in  Polarkoordinaten  die  Gleichung 

;9)  Q  =  a  ch  xÖ  [=  ^  a{e''^  +  e-"-^)]. 

3ie  heißt  Summenspirale.   Für  h  =  —  (-R  +  r)  entsteht  die  Kurve 

;iO)  9  =  ashxö=  |-a(e''<'— e-"»), 

lie  Bifferenzenspiräle  genannt  wird  (H.  Pittrich,  Progr.,  Breslau 
1872).  Die  Inverse  der  Summenspirale  ist  die  Poinsotsche  Spi- 
rale, die  in  der  Mechanik  als  Herpolhodie  auftritt. 

Eine  allgemeine  Zykloidale  hat  in  natürlichen  Koordinaten 
Jie  Gleichung 

wo 

irjB  -j-r)  irjE-^-r) 

*  °"         iJ         '  ^  ~     J2  +  27  ' 

Die  gewöhnliche  Kreisevolvente  wird  gegeben  durch 

[12)  M^=2Its. 

Für  R  =  oo,  also  a  =  &  =  4r,  erhält  man  aus  (11)  die  Zy- 
sloide.  Die  Evoluten  und  Evolutoiden  einer  Zykloidale  sind  der 
Srrundkurue  ähnlich,  bei  der  Zykloide  kongruent. 

Der  Krümmung smiitelpunkt  einer  Zykloidale  für  einen  Punkt  P 
liegt  auf  der  Polare  von  P  in  hezug  auf  den  festen  Kreis  (^Zehme, 
EPmentare  u.  analyt.  Behandlung  der  versch.  Zykloiden,  Iserlohn 
a.  Elberfeld  1854);  bei  der  Zykloide  wird  der  Krümmungsradius 
iurch  die  Leitgerade  halbiert.  Der  zu  einem  Punkte  P  der  Zykloi- 
lale  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  der  Evolute  liegt  auf  dem 
jrom  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  nach  P  führenden  Radius- 
vektor. Jeder  Durchmesser  eines  auf  einem  festen  Kreise  rollen- 
'en  Kreises  hüllt  eine  Zykloidale  ein.  Eine  Epizykloide  mit  nur 
liner  Spitze  ergibt  sich,  wenn  man  die  w*®  Katakaustik  eines 
[reises  für  einen  leuchtenden  Punkt  der  Peripherie  sucht  (für 
1  die  Kardioide). 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  von  einem  festen  Punkte  D 
m  eine  Zykloidale  gehenden  Tangenten  —  die  sog.  Berührungspunkt- 
urve  —  ist  die  Fußpunktskurve  eines  Kegelschnittes  mit  D  als 
)oppelpunkt  (Juel,  Interm.  malh.  1,  243  (1894)).  Die  Berührungs- 
unktkurve  bleibt  dieselbe  für  das  System  aller  kongruenten 
ykloidalen  desselben  Mittelpunkts.  Der  Kegelschnitt  wird  eine 
arabel  für  die  Zykloide,  ein  Kreis  für  die  Kreisevolvente. 
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Den  Gleichungen 

(13)  „^-^  =  ±1 

entsprechen  Zykloidalen  mit  (zum  Teil)  imaginären  Rollkreisen 
Man  nennt  diese  Kurven  Pseudozyhloidälen.  Das  obere  Zeicher 
entspricht  der  Parasyldoide ,  das  untere  der  Hy per  zykloide  (E.  de 
Saussure,  Diss.,  Genf  1895,  41,  Amer.  J.  17,  269  (1895)) 
Für  6  =  a  heißt  die  Kurve  (13)  PseudozyMoide.  Für  diese  Pseudo- 
zyJcloidalen  gelten  dieselben  Sätze  wie  für  die  Zykloidalen.  Nur  isi 
hei  den  Evoluten  das  ÄhnlichkeitsverMUnis  rein  imaginär.  Es  isi 
die  Evolute  einer  ParazyTdoide  eine  HypcrzyMoide  und  umgekefirt 
Zwischen  den  beiden  Arten  von  Pseudozykloidalen  steht  ein 
Kurvenpaar  mit  der  natürlichen  Gleichung 

(14)  .  ^--^  =  0. 

Die  einzelne  Kurve  hat  also  die  natürliche  Gleichung 

(15)  <^  =  xs, 
die  zu  der  Polargleichung  führt 

(16)  Q  =  Q.e'^'. 

Das  ist  die  logarithmische  Spirale  (Descartes  und  Torricelli 
um  1640).  Biese  Kurve  schneidet  alle  von  ihrem  im  Koordinaten- 
anfoMgspunkt  liegenden  asymptotischen  Punkt  ausgehenden  Badien- 
vektoren  unter  demselben  Winkel  fi  (ctg  fi  =  x).  Daher  ist  für  das 
Spiralenpaar  (14)  die  Berührungspunktkurve  ein  Kreispaar,  d.  i. 
die  Pußpunktskurve  eines  Punktepaares.  Die  logarithmische  Spirale 
ist  gegenüber  jeder  Äfinlichkeitstransformation  invariant;  jede  Eva- 
lutoide  und  Fußpunktskurve,  soivie  jede  Inverse  in  bezug  auf  den 
Pol  ist  mit  der  Grundkurve  kongruent.  Die  Polarnormale'  ist  gleich 
dem  Krümmungsradius,  die  Polartangente  gleich  der  Länge  des 
Bogens  bis  zum  Pole. 

Zu  jeder  zykloidalen  Kurve,  mit  Ausnahme  der  Zykloide,  ge- 
hört als  Fußpunktskurve  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  festen 
Kreises  eine  Bosenkurve,  deren  erzeugende  Kreise  dasselbe  Badien- 
verhälinis  wie  die  der  Grundkurve  haben.  Der  gewöhnlichen 
Kreisevolvente  entspricht  so  die  Archimedische  Spirale;  die  Summen- 
und  Differenzspirale,  die  nun  als  Kissoiden  zweier  logarithmi- 
schen Spiralen  erscheinen,  sind  Fußpunktskurven  der  Hyper- 
zykloide und  Parazykloide.  Die  Mannheim  sehen  Kurven  und 
die  örter  des  Grundkreismittelpunktes  beim  Rollen  auf  einer  Ge- 
raden sind  Kegelschnitte  für  alle  Zykloidalen. 
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§  5     Spezielle  zyklische  und  andere  Kurven  mit  kinema- 
tischer Erzeugung. 

Ist  eine  konstante  Strecke  PQ  =  a  gezwungen,  mit  ihren 
beiden  Endpunkten  auf  zwei  gegebenen  Geraden  f,  f  zu  gleiten, 
so  heißt  die  dadurch  definierte  Bewegung  elliptisch.  Denn  jeder 
Punkt  der  Ebene  beschreibt  eine  Ellipse.  Die  Gerade  PQ  aber 
bullt  eine  sog.  schiefe  Astroide  ein,  die  zur  regulären  Ästroide 
wird,  wenn  f  _L  f.  Diese  ist  eine  Hypozykloide  mit  dem  Radien- 
v^erhältnis  r/R  =  1/4  und  hat  die  Gleichung 

(1)  a;^  -f-  t/^  =  J 

oder 

;;2)  (a;2  +  2/2  _  ay  +  27a^xY  =  0 

and  in  Linienkoordinaten 

:3)  ^  +  ^  =  a\ 

Die  Parallelkurve  zu  ihr  im  Abstände  c  zerfällt  in  die  beiden  gegen- 
äinander  um  |-7C  gedrehten,  konzentrischen  schiefen  Astroiden 

;4)  w2  -H  tj2  =  [ariv  ±c(u^-{-  v^)f, 

la  die  reguläre  Astroide  Richtungskurve  ist  (s.  Kap.  XX,  §  2). 
[hre  Reziproke  ist  eine  gleichseitige  Kreuzkurve,  die  demnach  von 
1er  ersten  Kategorie  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  ist.  Die  Ge- 
samtlänge der  regulären  Astroide  ist  6  a,  ihre  Fläche  f  a^TC.  Die 
Pußpunktskurve  der  regulären  Astroide  in  bezug  auf  den  Mittel- 
punkt ist  das  regelmäßige  Vierblatt,  nämlich  eine  Rosenkurve  mit 
Jer  Polargleichung  q  =  -^a  sin  2  d . 

Unterwirft  man  eine  reguläre  Astroide  einer  (auch  imagi- 
lären)  Kollineation,  so  entstehen  die  auf  S.  425  schon  erwähnten 
projektiven  Astroiden.  Zu  dieser  Gattung  gehört  die  zur  regulären 
Ä^stroide  affine  Kurve 

iie  Evolute  eines  Mittelpunktkegelschnittes  mit  den  Halbachsen 
a'^a  &7(&2  -  a^) ,     &'  =  a^  6/(&2  _  a') , 

?vo  für  die  Hyperbel  überall  ib  statt  &  zu  setzen  ist  (vgl.  die  rezi- 
)roken  Kurven  in  §  2).  Die  Evolute  einer  Ellipse  ist  die  Dia- 
caustik  einer  Geraden  für  Strahlen,  die  von  einem  leuchtenden 
Punkte  ausgehen  (Salmon-Fiedler,  Höh.  eh.  Kurven,  S.  126) 
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Zur  elliptiscilen  Bewegung  gehört  folgende  umgekehrte  Be- 
wegung: Gegeben  zwei  feste  Punkte  P,  ^;  durch  sie  müssen  zwei 
feste  unter  dem  Winkel  co  geneigte  Gerade  laufen.  Jeder  Punkt 
der  Ebene  beschreibt  dann  eine  Pascalsche  Schnecke,  gewisse 
Punkte  eine  Kardioide,  jede  Gerade  der  Ebene  umhüllt  einen  Kreis. 
Die  Bewegung  heißt  kardioidisch.  Die  Kardioide  gehört  mit 
der  Bernoullischen  Lemniskate  zu  den  von  H.  de  la  Goupil- 
liere  {Nouv.  Ann.  math.  (2)  15,  97  (1876))  Sinusspiralen  ge- 
nannten Kurven  mit  der  allgemeinen  Polargleichung 

(6)  Q  =  asm"nd     [=  acos"  nd',  yvo  0' ==- 6]. 

Hier  ist  für  die  Kardioide  der  Index  n  =  ^,  für  die  Bernoulli- 
sehe  Lemniskate  w  =  2  zu  nehmen.  Die  Sinusspiralen  haben 
folgende  Eigenschaften:  Dreht  sich  der  Radiusvektor  gleichförmig 
um  den  Pol,  so  dreht  sich  die  Tangente  (oder  Normale)  mit  n-facher 
Geschwindigkeit  gleichförmig  um  den  Inzidenzpunki ;  die  Projektion 
des  Krümmungsradius  auf  den  Radiusvektor  steht  zu  diesem  in 
dem  konstanten  Verhältnis  l:(w-)-  l).  Die  natürliche  Gleichung 
der  Sinusspiralen  ist 

,   .  «4-1     /  dSl 

(7)  s  =  — ~   I  —  — • 


Da  die  Inversen  der  Sinusspiralen  wieder  Sinusspiralen  sind  mit 
dem  negativen  Index  der  ursprünglichen,  so  ergeben  sich  für 
w  =  —  2  und  n  =  —  \  aus  (7)  die  natürlichen  Gleichungen  der 
gleichseitigen  Hyperbel  und  der  Parabel.  Den  Werten  w  =  +  1  und 
—  1  entsprechen  Kreis  und  Gerade.  Für  w  =  0  erhält  man  als 
Grenzfall  die  logarithmische  Spirale.  Der  Index  n  =  \  entspricht 
der  Tschirnhausenschen  Kubik.  Deren  Inverse  mit  der  Polar- 
gleichung 

(8)  ^  =  acos^|ö 

wurde  von  Archibald  (Diss.,  Straßburg  1900)  Gayley - Sextik 
genannt.    Sie  hat  in  Punktkoordinaten  die  Gleichung 

(9)  {4.{x^-{-y^)-axf=  27a\x'^y'). 

Der  Anfangspunkt  und  die  imaginären  Kreispunkte  sind  Spitz- 
punkte auf  der  Kurve,  sie  hat  außerdem  einen  Doppelpunkt  für 
X  ==  a,  y  =  0  und  demnach  die  Klasse  4.  Nun  hat  man  den 
Satz:  Die  Fußpunktskurve  des  Poles  einer  Sinusspirale  vom  Inde 
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n  ist  eine  ehensolcke  vom  Index  n/(n  -\-  l).  Darnach  kann  man 
die  Reihe  bilden,  die  nach  beiden  Seiten  beliebig  fortzusetzen  ist: 

Tschimhausen-  ^      iin      j      TiiiTr-T^j--j     Cayley- 
„  , .,  ,  rarabel,  (ierade;  runkt;  Kreis,  Kardioide,  q    jT.  5 

wo  jede  folgende  die  Fußpunktskurve  der  vorhergehenden  ist. 
Der  Pol  der  Kardioide  liegt  in  der  Spitze,  der  der  Parabel  im 
Brennpunkt,  der  der  Tschirnhausen  sehen  Kubik  ist  der  in 
§  1  bezeichnete  Punkt.  Zwei  in  der  Reihe  von  der  Mitte  (dem 
Punkt)  gleich  weit  abstehende  Kurven  sind  zueinander  invers. 
Außerdem  sind  die  Kurven  abwechselnd  Richtungskurven  und 
Kurven  erster  Kategorie. 

Die  Katakaustik  der  Kardioide  in  bezug  auf  die  Spitze  ist 
ei/ne  EpizyTdoidc  mit  dem  Radienverhältnis  1.  Sie  hat  zwei  reelle 
Spitzen  und  heißt  nach  Proctor  (^A  treatise  an  fhe  cycloid,  London 
1878)  Nephroide.  Sie  ist  auch  Kata- 
kaustik eines  Kreises  für  parallel  ein- 
tretende Strahlen.  Sowohl  unter  den  Evol- 
venten als  unter  den  Parallelkurven  der 
Nephroide  befindet  sich  eine  Cayley- 
Sextik  (vgl.  H.  Wieleitner,  Spez.  K., 
S.  131  ff.). 

Zu  den  c^^  mit  drei  Spitzen  (vgl. 
Archibald,  Ann.  of  Math.  (2)  4,  95 
(1903))  gehört  auch  die  {J.  f.  Math. 
53,  231    (1856))  Steinersche  Hypozy-  Fig.  8. 

kloide.  Ihr  entspricht  das  Radienverhältnis 

r/R  =  1/3.  Sie  kann  auch  auf  folgende  Art  erzeugt  werden  (vgl. 
Fig.  8);  Auf  einem  Kreise  laufen  von  einem  Punkt  A  aus  zwei 
Punkte  X,  T  in  entgegengesetzter  Richtung  so,  daß  Y  die  doppelte 
Geschwindigkeit  hat  wie  X;  dann  ist  die  Enveloppe  der  Geraden 
XY  eine  St  ein  er  sehe  Hypozykloide.  Für  den  jeweiligen  Berüh- 
rungspunkt B  ist  BX  =  XY.  Die  Gleichung  der  Kurve  in  Punkt- 
koordinaten lautet 

(10)  {x^+y^—  12rx-i-  dr^Yi-  4r(2x  —  3rf^  0 
und  in  Linienkoordinaten 

(11)  ^l^-\-  v^=rv(3u^-v^). 

Die  orthoptische  Kurve  der  St  ein  ersehen  Hypozykloide  ist 
ein  Kreis,  der  sie  dreifach  berührt  (Inkreis).  Der  umschriebene 
Kreis  eines  Dreiecks  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  Fußpunkte  der 
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von  einem  seiner  Punkte  auf  die  Dreiecksseiten  gefällten  Lote  in 
einer  Geraden  liegen.  Eine  solche  Gerade  heißt  Wallacesche 
Gerade.  Die  Einhüllende  aller  Wallaceschen  Geraden  ist  eine 
Steinersche  Hypozykloide  mit  dem  Feu  erb  ach  sehen  Kreis  des 
Dreieclcs  als  Inkrds  (Steiner;  vgl.  Gob  u.  Neuberg  in  Mem.  Soc. 
Liege  (3)  6  (1906);  Collignon  in  Proc.  Edinl.  Math.  Soc.  23, 
2  (1905);  Roegner,  Biss..,  Jena  1908).  Fußpunktskurve  der 
St  ein  er  sehen  Hypozykloide  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  ist 
das  regelmäßige  Dreiblatt,  eine  Rosenkurve  mit  der  Polargleichung 
(>  =  r  cos  3  ö. 

Die  elliptische  Bewegung  ist  ein  Speziallfall  der  Bewegung, 
bei  der  die  Endpunkte  P,  Q  einer  festen  Strecke  l  gezwungen  sind, 
auf  zwei  Kreisen  um  0  und  0'  zu  laufen.  Man  nennt  das  Vier- 
eck POO'Q  ein  Gelenkviereck,  00'  den  Steg,  PQ  die  Koppel,  das 
Ganze  ein  Kurbelgetriebe.  Jeder  mit  der  Koppel  fest  verbundene 
Punkt  L  beschreibt  eine  Koppelkurve.  Diese  ist  eine  isotropische 
Cg  mit  drei  außerordentlichen  Brennpunkten  in  0,  0'  und  einem 
Punkt  0",  der  so  liegt,  daß  A0"00'~  AXP^.  Die  Kurve  hat 
immer  drei  Doppelpunkte,  die  auf  dem  Umkreis  des  AOO'O". 
Sie  kann  auf  dreierlei  Weisen  erzeugt  werden,  indem  man  auch 
00'\  00"  als  Steg  benutzt  (Roberts,  Proc.  Lond.  math.  Soc. 
7,  14  (1876);  Burmester,  Kinematik,  283;  Vaes,  Handel.  5. 
Nederl.  Natuur -  Congr.  1895,  238).  Liegt  L  auf  der  Koppel 
selbst  so,  daß  PL  =  LQ,  und  ist  außerdem  OP  =  O'Q,  so  ent- 
steht die  sog.  Watt  sehe  Kurve  (Bibliogr.  im  Interm.  math.  4, 
184  (1897)),  die  für  PQ  =  00'  in  einen  Kreis  und  eine  Booth- 
sche  Lemniskate  zerfällt.  Das  System  heißt  dann  eine  Zwillings- 
kurbel, und  ein  beliebiger  mit  PQ  verbundener  Punkt  beschreibt, 
wenn  das  System  gleichläufig  ist,  die  Fußpunktskurve  einer  Ellipse, 
wenn  es  gegenläufig  ist,  die  einer  Hyperbel.  Als  Polkurven  der 
Bewegung  ergeben  sich  kongruente  Ellipsen  bzw.  Hyperbeln.  Ist 
00'  =  O'Q^  OP=PQ,  so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  i  wieder 
die  Fußpunktskurve  eines  Kegelschnitts;  die  Polkurven  sind  aber 
dann  zwei  Pascalsche  Schnecken  verschiedener  Art. 

Zum  Schluß  seien  noch  die  Sektrix-Kurven  erwähnt  (Übersicht 
bei  G.  Loria,  Spezielle  Kurven,  V.  Abschn.,  12.  Kap.),  die  dazu 
dienen,  einen  Winkel  in  beliebig  viele  gleiche  Teile  zu  teilen. 
Mechanismen  zur  kontinuierlichen  Erzeugung  allgemeiner  Sektrix- 
Kurven  verschiedener  Art  haben  angegeben  Hey  mann  {Zeitschr. 
Math.  44,  263  (1899))  und  Kempe  {Vcrh.  IIL  Internat.  Math.- 
Kongr.,  Leipzig  1905,  492).  Eine  andere  Gattung  wurde  von 
Schoute  aufgestellt  (J.  math.  spec.  (2)  4,  172  u.  a.  (1885)). 
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§  6.  Rollkurven  verschiedener  Art. 

Man  nennt  höhere  Kreisevolventen  die  erste,  zweite,  dritte  usw. 
Evolvente  der  gewöhnlichen  Kreisevolvente.  Hat  der  Grundkreis 
den  Radius  a^,  so  ist  für  seine  n^  Evolvente  die  natürliche  Glei- 
chung in  <^,  T 

\/  w!"  (n  —  1)!  In  — iij» 

Die  Kurve  hat  n  Spitzen,  die  den  Werten  von  r  für  (^  ==  0  ent- 
sprechen. Besonders  bemerkenswert  ist  eine  zweite  Kreisevolvente 
mit  der  Gleichung  M  =  az^  -\-  2ar  -f-  2a  oder  in  Sl^  s 


/-^  St  -\-2ai  /<^  —  a 

(2)  ^=  -T-y'-2 "' 

die  Sturmsche  Spirale  heißt  (Ch,  Sturm,  Cours  d' Analyse, 
Paris  1857).  Ihre  beiden  Spitzen  sind  imaginär,  und  sie  hat  die 
Eigenschaft,  daß  ihr  EadiusveJctor  vom  Mittelpunkt  des  F%mda- 
mentalkreises  aus  immer  gleich  dem  Krümmu/ngsradius  ist.  Für 
die  höheren  Kreisevolventen  sind  sowohl  die  Mannheim  sehen 
Kurven  wie  die  Örter  des  Grundkreismittelpunktes  beim  Abrollen 
auf  einer  Geraden  rationale  algebraische  Kurven  (n  -\-  l)*®'  Ord- 
nung, für  die  a;,  y  sich  durch  ganze  Funktionen  des  Winkels  t 
ausdrücken  lassen.  Für  die  Sturmsche  Spirale  ist  der  letztere  Ort 
eine  Tschirnhausen  sehe  Kuhik  (Wieleitner,  Arch.  Math.  (3) 
11,  311  (1907)). 

Die  Fußpunktskurven  der  höheren  Kreisevolventen  für  den 
Mittelpunkt  des  Grundkreises  als  Pol  sind  algebraische  Spiralen 
von  der  Gleichungsform  in  Polarkoordinaten 

(3)  Q  =  600"+  ^ö»-i+  •••-{-  b^_^e  +  K. 

Für  n  =  1  ergibt  sich  eine  Archimedische  Spirale,  für  w  =  2 
läßt  sich  die  Gleichung  immer  auf  die  Form  bringen  q  =  aO^  —  l. 
Die   Spirale   heißt   nach  Fermat  ^^_— .^.„^^ 

(1660)  Galilei  sehe  Spirale.   An-  /^^\  — — 

dere    algebraische    Spiralen    sind  vl^^J 

die  Fermatsche  Spirale  mit   der  ~""""~-~^-..__l!I^ 

Gleichung  q^  =  a^9  und  ihre  Kon-  Pig.  9. 

choide  Q  =  a  ]/ö  -|-  l .    Erstere  hat 

die  Eigenschaft,  daß  ihre  Windungen,  je  weiter  sich  die  Kiure 
hinaus  erstreckt,  immer  enger  werden,  letztere  heißt  nach  Jak. 
Bernoulli  (1691)  parabolische  Spirale.  Die  Inverse  der  Fer- 
mat sehen  Spirale  nennt  man  nach  Cotes  (1722)  Lituus.  Die 
Kurve  hat  die  Gleichung  q^O  =  a^  und  die  Gestalt  von  Fig.  9. 
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Man  erhält  Verallgemeinerungen  der  gestreckten  und  ver- 
schlungenen Trochoiden,  wenn  man  Ellipsen  oder  Hyperbeln  auf 
einer  Geraden  rollen  läßt  und  die  Bahn  eines  Brennpunktes 
verfolgt.     Ist   e   die   numerische   Exzentrizität   des   Kegelschnitts 

I £  =  —  Ya^  —  b^j ,  so  lautet  die  natürliche  Gleichung  des  Ortes 

(4)  M  =  a.'-'''^^^-. 

^   ^  sie  —  cos(.s/«)) 

Die  Kurven  heißen  Delaunaysche  Kurven  {J.  de  Math,  (l)  6, 
309  (1841)),  und  entsprechen  für  £  <C  1  der  Ellipse,  für  £  >  1 
Hyperbel.  Für  £  =  1  entstehen  Kreise.  Die  Kurven  sind  Meridian- 
kurven  der  Botationsflächen  mit  konstanter  mittlerer  Krümmung. 
Ihre  Parallelkurven  im  Abstände  a  sind  Kurven,  für  die  das  Pro- 
dukt c^  •  ^Z  aus  Krümmungsradius  und  Normale  konstant  ist. 
Diese  sind  Meridiankurven  der  Rotationsflächen  konstanter  totaler 
Krümmung  (vgl.  Scheffers,  Einf.  i.  d.  Theorie  der  Curven,  Leipzig 
1901,  97  ff.).    Ihre  natürliche  Gleichung  ist 


(5)  <^  =  -f-]/l+(l-£^)tg^f 

Rollt  eine  Parabel  auf  einer  Geraden,   so  hat  der  Ort  des 
Brennpunktes  die  Gleichung 

(6)  ^-j+P 
oder  in  Cartesischen  Koordinaten 

X  X 

(7)  2/  =  f  (e^+e"^)=i>ch|-. 

Es  ist  dies  die  Kettenlinie  (Catenaria),  die  so  heißt,  weil  eine  an 
zwei  Enden  aufgehängte  homogene  Kette  die  Form  dieser  Kurve 
annimmt  (Huygens,  Leibniz,  Job.  BernouUi,  Act.  Erud. 
1690ff.).  Als  PseudoTcatenarien  bezeichnet  man  nach  E.  Cesaro 
(Natürl.  Geom.,  S.  17)  die  Kurven  mit  der  Gleichungsform 

(8)  M^^-q. 

Sie  haben  zwei  doppelte  asymptotische  Punkte.  Bemerkenswert 
ist  die  vom  Scheitel  ausgehende  Evolvente  der  Kettenlinie,  die 
sog.  TraHrix.  Es  ist  dies  die  Kurve,  die  ein  schwerer  Punkt  P 
beschreibt,  wenn  er  an  einem  Faden  von  der  Länge  p  gezogen 
wird  und  das  andere  Ende  des  Fadens  auf  einer  Geraden  zu  bleiben 


§  6.    Rollkurven  verschiedener  Art.  477 

gezwungen  ist  (Leibniz,  Huygens  1693).    Sie  hat  die  natür- 
liche Gleichung 

(9)  <^=p-)/^2*/P_i. 

Auch  für  sie  ist  M  •  dl  =  const.    Entsprechend  heißen  die  Kurven 
mit  der  Gleichung 

(10)  m=p  ]/l  —  ßSV^ 

Pscudotraldrizen.  Sie  sind  die  Evolventen  der  Pseudokatenarien 
in  bezug  auf  den  Scheitel  und  haben  zwei  asymptotische  Kreise. 
Diejenigen  Kurven,  für  welche  das  Verhältnis  Midi  des 
Krümmungsradius  zur  Normalen  konstant  ist,  nennt  man  Ribau- 
coursche  Kurven  (Joh.  BernouUi  1716:  Ribaucour,  Mem. 
cour.  Äc.  Bruxelles  44  (1881),  Kap.  XIV).  Mom  erhält  sie  als 
Ort  des  Poles  einer  Sinusspirale,  wenn  diese  auf  einer  Geraden 
rollt  (Bonnet,  /.  de  math.  (1)  9,  97  (1844)).  Ihre  natürliche 
Gleichung  schreibt  man  gewöhnlich  in  der  Form 


(11) 


wo  zwischen  den  Indizes  w,  v  der  Sinusspirale  und  Ribaucour- 
schen  Kurve  die  Beziehung  besteht  n(l  —  v)  =  1  +  v,  während 
h  =  {n-\-l)  a/n  und  M/cTl^  2/{v  +  1)  ist.  Man  hat  für  v  =  0 
eine  Zykloide,  für  v  =  —  2  eine  Parabel,  für  v  =  —  3  eine  Ketten- 
linie,  für  v  =  +;  1  Kreis  und  Gerade  und  für  v  =  —  -^  diejenige 
schiefe  Astroide,  bei  der  zweimal  je  zwei  Spitzen  und  ein  Knoten 
sich  in  einen  Spitzpunkt  vereinigen.  Läßt  man  die  Bibaucour- 
sche  Kurve  auf  einer  Geraden  rollen,  so  hüllt  ihre  Leitlinie,  auf 
die  sich  die  Länge  von  dl  bezieht,  ivieder  eine  üib  au  cour  sehe 
Kurve  vom  Index  (v  —  l)/(v  +  3)  ein. 

Sinusspiralen  und  Ribaucour  sehe  Kurven  sind  Glieder  einer 
größeren  Kurvenfamilie,  die  man  G es  drosche  Kurven  nennt 
(Cesaro,  Nouv.  Ann.  math.  (3)  7,  171  (1888)  u.  flgd.  Bde.). 
Diese  sind  durch  die  Bedingimg  definiert,  daß  der  Krümmungs- 
radius M  proportional  sein  soll  demjenigen  vom  KurvenpunJct  P 
aus  gerechneten  Normalenabschnitt  9Z>  der  durch  die  Polare  TT  von 
P  in  bezug  auf  einen  festen  Kreis  {Leiticreis)  abgeschnitten  wird. 
Wird  der  Radius  dieses  Kreises  Null,  so  ergeben  sich  die  Sinus- 
spiralen, wird  er  unendlich,  die  Ribaucourschen  Kurven.  Die 
natürliche  Gleichung  der  Cesaro  sehen  Kurven  ist 
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(12) 


n  —  1  f       /^  2»  „"+1 


>^«+')(f-r+^(f)' 


Für  n  =  0  enthält  diese  Gleichung  die  zykloidalen  Kurven,  für 
n  =  —  2  die  Kegelschnitte. 

Man  erhält  eine  Eeihe  von  Beziehungen  zwischen  den  eben 
angegebenen  Kurven  mittels  der  folgenden  Theoreme:  Beschreibt 
der  Funkt  P  in  der  Ebene  der  Kurve  K,  wenn  diese  auf  einer  Ge- 
raden G  rollt,  eine  Kurve  <t>,  so  ist  jeder  Bogen  von  0  gleich  dem 
entsprechenden  Bogen  der  FußpunJctskurve  F  von  K  in  bezug  auf  P 
(J.  Steiner,  J.  f  Math.  21,  101  (1840)). 

Der  Pol  P  der  FußpumJctsJcurve  F  einer  Kurve  K  beschreibt, 
wenn  F  auf  derjenigen  Kurve  <\>  abrollt,  die  von  P  beim  Bollen 
von  K  auf  einer  Geraden  erzeugt  wird,  eine  Gerade  G. 

Bollt  O  auf  F  ab,  so  dreht  sich  die  Gerade  G  irrnner  um  den 
in  der  Ebene  von  F  festen  Punkt  P  (Hab ich,  Mathesis  2,  145 
(1882)). 

§  7.   Die  Methode  der  Koordinatenverwandlung. 

Von  den  einfachen  Gleichungen  in  x,  y,  die  durch  die  Sub- 
stitution X  =  s,  y  =  cft  bemerkenswerte  Kurven  ergeben,  ist  noch 
zu   erwähnen   die   der   gleichseitigen    Hyperbel   xy  =  a^, 
die  zur  Entstehung  der  Klothoide  mit  der  Gleichung 
(1)  ^s  =  a^ 

Veranlassung  gibt  (vgl.  Fig.  10).  Diese  Kurve  spielt  in 
der  Theorie  der  Lichtbrechung  eine  Rolle  (Fresnel,  GEuvres 
completes,  t.  I,  p.  319).  In  rechtwinkligen  Koordinaten  hat 
sie  die  Parameterdarstellung 


/^x  a     /*cosT  ^  a     famt  , 

(2)  x=  —^   I  —^-  dt,     y  =  --   I  — — -  dr. 

1/2,7  Y^  |/2j  yr 


Geometrisch  ist  sie  durch  den  folgenden  Satz  gekennzeichnet 
Der  Schwerpunht  eines  beliebigen  Bogens  ist  äußerer  ÄhnlichJceits 
punict  der  beiden  Krümmum.gshreise  in  den  Endpunkten  des  Bogen 
(Cesaro,  Nouv.  Ann.  math.  (3)  5,  511  (1886)).  Außerdem  ent 
spricht  der  gewöhnlichen  Kettenlinie  y  =  pch (x/p)  in  natürliche! 
Koordinaten  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

(3)  M=p  ch  (s/p)  =  ^p  (e*/-P  +  e- ''») . 


r 

bie  heißt 
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>ie  heißt  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes :,  denn  sie  ist  die 
Gleichgewichtsfigur  eines  Fadens,  der  an  zwei  Punkten  aufgehängt 
ist,  dessen  Dicke  aber  so  variiert,  daß  er  an  jeder  Stelle  derselben 
Spannung  unterworfen  ist  (Coriolis,  /.  de  math.  1,  75  (1836)). 
Sie  hat  die  Cartesische  Gleichung 

(4)  y  =  —  p  log  cos  (x/p) 

und  wird  geometrisch  durch  die  Bedingung  charakterisiert,  daß 
die  ProjeJction  ihres  Krümmmtgsradius  auf  eine  feste  Gerade  kon- 
stant ist. 

Setzt  man  in  der  Polargleichung  der  binomischen  Spiralen 
Q  =  ad",  von  denen  wir  oben  Beispiele  gaben,  q  =  y,  d  =  xja^ 
so  erhält  man  die  binomischen  Kurven  mit  der  Cartesischen 
Gleichung 

(5)  2/==a^-"Ä;", 

wo  die  Koordinatenachsen  auch  schiefwinkelig  gedacht  werden 
können.  Die  Kurven  haben  dieselbe  Ordnungs-  und  Klassenzahl 
und  besitzen,  wenn  n  rational  und  ]>  0,  im  Anfangspunkt  und  im 
unendlich  Femen  je  eine  zur  andern  reziproke  höhere  Singularität 
(Analyse  bei  Wieleitner,  Spez.  Kurven,  S.  331).  Sie  heißen  höhere 
Parabeln;  (so  werden  aber  auch  gelegentlich  Kurven  mit  der  Glei- 
chungsform 

(5a)  y  =  ax''+  ßx""-^  -\-'--  -{-  ex  -\-  7] 

bezeichnet).  Für  «  <  0  (höhere  Hyperbeln)  liegen  beide  Singu- 
laritäten im  Unendlichen.  Konstruktionen  des  Krümmungsradius 
für  die  binomischen  Kurven  gaben  Kosch  und  Dingeldey 
{Zschr.  Math.  Phys.  45,  165  (1900)  u.  54,  89  (1906)).  Die  Qua- 
dratur dieser  Kurven  ist  elementar,  ihre  Rektifikation  nur,  wenn 

\n  =^  1  ^  — ,   wo  ^  eine  ganze  Zahl  >  1   bedeutet;  für  g  =  2v 

y 
sind  sie  algebraisch  rektifizierbar.    Als  Beispiel  ist  die  Neilsche 

_1   1 
Parahcl  (Neil  1659)  mit  der  Gleichung  y  =  a    ^  a;^,  die  Evolute 
der  Parabel,  hervorzuheben. 

Unterwirft  man  eine  binomische  Kurve  irgend  einer  Projektion 
und  nimmt  die  Bilder  der  Koordinatenachsen  und  der  unendlich 
fei-nen  Geraden  zu  Seiten  eines  Koordinatendreiecks,  so  erhält 
man  die  Gleichung 

(6)  x/x^'^x^'-  -X         (^  +  g  +  r==0). 

Kurven  mit  dieser  Gleichung,  wo  die  Exponenten  im  allgemeinen 
als  Irrationalzahlen  gedacht  sind,   heißen  W- Kurven  erster  Art 
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(F.  Klein  u.  S.  Lie,  Math.  Ann.  4,  50  (1871)).  Sie  sind  die 
Bahnkurven  der  eingliedrigen  kontinuierlichen  projektiven  Trans- 
formationsgruppe, mit  anderen  Worten  die  Integralkurven  der 
Differentialgleichung 

1      1  S      9  *l  (jC^ 

Ihr  Verlauf  ist  durch  einen  über  eine  Koordinatenseite  gespannten 
Bogen,  der  im  Anfangs-  und  Endpunkt  die  beiden  andern  Koor- 
dinatenseiten berührt,  gegeben.  Der  zweite  Zug,  der  bei  den  Formen 
mit  rationalen  Exponenten  sich  anschließt,  entsteht  erst  dur'jh 
Berücksichtigung  negativer  Koordinatenwerte  oder  zweier  Vor- 
zeichen einer  geraden  Wurzel,  was  bei  irrationalen  Exponenten 
ausgeschlossen  ist. 

Die  W- Kurven  zweiter  Art  genügen  einer  Differential- 
gleichung der  Form 

Sie   sind  Projektionen   der   sog.  Exponentialkurve   oder   logarith- 
mischen  Linie  (Descartes   1638;   Torricelli  1644;   Pardies 
1671;  Huygens  1690) 
(9)  g  =  ae". 

''Diese  Kurve  ist  elementar  dadurch  definiert,  daß  ihre  Subtatigente 
konstant  ist.  Für  die  TT- Kurven  beider  Arten  gelten  die  Sätze: 
Jede  Kurve  ist  in  hemg  auf  einen  Kegelschnitt,  der  sie  berührt,  zu 
sich  selbst  reziprok. 

Das  Doppelverhältnis  8  des  Berührungspunktes  P  einer  Tan- 
gente T  einer  W- Kurve  und  der  drei  Schnittpunkte  von  T  mit  dm 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  ist  konstant  auf  der  ganzen  Kurve; 
es  ist  gleich  dem  Doppelverhältnis  ö'  der  Tangente  T  der  Kurve 
und  der  drei  von  ihrem  Berührungspunkte  P  nach  den  Ecken  des 
Grunddreiecks  gehenden  Geraden;  derselbe  Wert  ö  =  ö'  ergibt  sich 
für  alle  W- Kurven  desselben  durch  (7)  oder  (8)  definierten 
Systems. 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  von  einem  Punkte  P  an 
die  W-Kurven  eines  Systems  gehenden  Tangenten,  ebenso  die  Ein- 
hüllende der  in  den  Schnittpunkten  aller  Kurven  des  Systems  mit 
einer  Geraden  G  gelegten  Tangenten  ist  ein  Kegelschnitt. 

Liegen  zwei  Eckpunkte  des  Koordinatendreieeks  in  den  imagi- 
nären Kreispunkten,  so  werden  die  "FT- Kurven  des  Systems  zu 
logarithmischen  Spiralen  mit  konstantem  Steigungswinkel.    In  der 

i 


r^ 
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Tat  kann  die  Cartesische  Gleicliung  der  logarithmischen  Spirale 
geschrieben  werden 

(10)         {x^iyy^^ix  —  UjJ-^^  const.     (i  =  V^^). 

Die  Substitution  a;  =  s,  y  ==  cJl  macht  aus  den  binomischen 
Kurven  (5)  Pseudospiralen  (Pirondini,  J.  Sc.  math.  Coimbra 
15,  145  (1905))  mit  der  Gleichung 

(10)  c'^==a^-«s". 

Unter  ihnen  ist  außer  der  Klothoide  (w  »=  —  l)  noch  die  schon 
von  K.  Ch.  P.Krause  (Nov.  theor.  lin.  curv.,  München  1835,  S.  88) 
aufgestellte  Äntiloga  für  w  =  2  bemerkensv^^ert. 

Die  TF- Kurven  erster  Art  stellen  einen  Grenzfall  der  sog. 
tna/ngulär-symmeirischen  Kurven 

(11)  (ria;i'»+(J2V+(J3V'*=0 

dar  für  ö^  -{-  ög  +  <?3  =  0  und  m  =  0  (de  la  Gournerie,  Rech, 
sur  les  surf,  reglees  etc.,  Paris  1867,  196 ff.).  Die  Kurven  ( 11)  sind 
wieder  Projektionen  der  Lameschen  Kurven  (Exam.  des  diff.  me'th. 
etc.,  Paris  1818,  p.  105  ff.) 

(Diskussion  bei  Teixeira,  Tratado,  p.  494 ff.,  Tratte,  tu,  244 ff.) 
Aus  den  triangulär-symmetrischen  Kurven  gehen  ferner  die  Sinus- 
spiralen hervor,  wenn  zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  die 
imaginären  Kreispunkte  gelegt  werden.  Für  die  Kurven  (11),  bei 
denen  m  im  allgemeinen  als  irrational  vorausgesetzt  ist,  gilt  der  Satz: 

Sind  0  und  0'  ztvei  auf  dasselbe  Dreieck  bezogene  triangulär- 
symmetrische Kurven,  so  ist  die  Einhüllende  der  geraden  Polaren 
aller  Punkte  von  <t>  in  bezug  auf  <i>'  wieder  eine  zum  Dreieck  ge- 
hörige triangulär-symmetrische  Kurve. 

Ferner  ergibt  sich  der  Satz  von  Jamet  (Ann.  ^c  Norm. 
(3)  4,  19  (1887)): 

Berühren  sich  zwei  triangulär-symmetrische  Kurven  desselben 
Fundamentaldreiecks  in  einem  Punkte,  so  ist  das  Verhältnis  ihrer 
Krümmungsradien  in  diesem  Punkte  (m  —  1):  (n  —  1). 

Von  bekannten  Kurven  gehören  hieher  die  projektive  (bzw. 
eguläre)  Astroide,  die  Evoluten  der  Mittelpunktkegelschnitte,  die 
Bjreuzkurve  und  Kohlenspitzenkurve,  die  Berno uliische  Lemnis- 
:ate  sowie  die  St  ein  er  sehe  Hypozykloide.  Diese  ergibt  sich  für 
in  gleichseitiges  Fundamentaldreieck  mit  dem  Schwerpunkt  als 
Einheitspunkt  der  Koordinaten  und  m  =  —  ^. 

Pascal,  Boportorium.  II.  2.  Aufl.  31 
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Von  besonderen  Radialen  (vgl.  S.  451)  verdienen  Er- 
wähnung die  Rosenkurven  als  Radialen  der  Zykloidalen,  die 
Kampyla  des  Eudoxus  als  Radiale  der  Kettenlinie,  die  Kappakurve 
für  die  Traktrix  und  die  Gerade  für  die  Kettenlinie  gleichen 
Widerstandes.  Die  Radialen  der  Mittelpunktskegelschnitte  sind 
Kurven  6.  Ordnung  mit  Spitzen  in  den  unendlich  fernen  Punkten, 
die  Radialen  der  Parabel  rationale  Kurven  3.  Ordnung.  Weitere 
Beispiele  für  Radialen,  Mannheim  sehe  Kurven  und  deren  Ver- 
allgemeinerungen bei  Santangelo,  Pal.  Bend.  Circ.  M.  29  (1910). 
Spezielle  Arkuiden  (vgl.  S.  452)  sind  die  schiefe  (bzw. 
reguläre)  Astroide  für  die  Zykloide  als  Grundkurve,  die  Parabel 

für  die  Kettenlinie,  die 
St  ein  er  sehe  Hypozy- 
kloide für  die  reguläre 
Astroide,  die  Zykloide 
pj    jj  für    den    Kreis.     Von 

besonderem  Interesse 
ist  die  Arkuide  der  logarithmischen  Spirale,  die  von  Köstlin 
{MiU.  math.  V.  WürU.(2)  9,  21  (1907))  aufgestellt  und Logarithmoide 
genannt  wurde  (vgl.  Fig.  11).  Ihre  Gleichung  in  axialen  Linien- 
koordinaten {w,  (p)  ist 

(13)  w  =  ce^^'P. 

Die  Kurve  ist  eine  Verallgemeinerung  der  Zykloide,  wie  die  log- 
arithmiscbe  Spirale  eine  solche  des  Kreises  ist.  Sie  besteht  aus 
unendlich  vielen  zueinander  ähnlichen,  in  bezug  auf  den  Scheitel 
eines  Winkels,  der  die  ganze  Kurve  einschließt,  ähnlich  gelegenen 
Bogen,  die  mit  Spitzen  aneinander  schließen.  Über  den  Scheitel 
des  Winkels  hinaus  setzt  sich  die  Kurve  nicht  fort.  Bollt  eine 
logarithmiscJie  Spirale  auf  einer  Geraden,  so  hüllt  jede  durch  ihren 
Pol  gehende  Gerade  eine  Logarithmoide  ein. 

Die  KataTcaustikcn  der  binomischen  Kurven  (5)  für  Strahlen 
parallel  zu  einer  Achse  sind  Richtungskurven  mit  einer  Rektißkations- 
achse.  Zu  jeder  solchen  Katakaustik  gehören  zwei  Grundkurven, 
speziell  zur  Tschirn  hausen  sehen  Kubik  die  gewöhnliche  und 
die  Neilsche  Parabel  (Köstlin,  Diss.).  Die  Tangenten  dieser 
Katakaustiken  schneiden  auf  ihrer  Rektifikationsachse  vom  Anfangs- 
punkt aus  gerechnet  Stücke  ab,  die  den  von  einem  beliebigen 
Punkt  an  gemessenen  Kurvenbogen  proportional  sind.  Daher  nennt 
man  diese  Kurven  auch  Verfolgungskurvcn  der  Geraden.  Zum 
Schlüsse  sei  erwähnt,  daß  die  Substitution  t/  =  s  in  der  Gleichung 
der  binomischen  Kurven  neue  Kurven  ergibt,  die  Gesaro  {Nouv. 
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Ann.  (3)  13,  103  (1894))  als  Evoluten  der  Eibaucourschen 
Kurven  erkannte. 

Zur  Einteilung  der  transzendenten  Kurven  hat  Loria  einen 
wichtigen  Schritt  getan  {Prag.  Ber.  d.  böhm.  Ges.  1901).  Er  faßt 
alle  Kurven,  die  einer  algebraischen  Differentialgleichung  1.  Ord- 
nung (i^^  Grades 

0 

genügen,  in  eine  Klasse,  die  der  panalgcbraischen  Kurven,  zu- 
sammen, zu  der  natürlich  auch  alle  algebraischen  Kurven  gehören. 
Jede  Gleichung  (14)  stellt  aber  ein  System  von  Kurven  dar,  das 
zwei  Charakteristiken  |n,  v  hat,  von  denen  jit  die  Anzahl  der  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  gehenden,  v  die  Anzahl  der  jede  Gerade 
der  Ebene  berührenden  Kurven  des  Systems  bedeutet.  Diese 
Charakteristiken  hat  Loria  in  seinem  Buche  {Spez.  Kurven)  für  jede 
panalgebraische  Kurve  angegeben.  Unter  den  von  uns  besprochenen 
Kurven  sind  nur  die  Pseudospiralen ,  die  Kettenlinie  gleichen 
Widerstandes  und  die  allgemeinen  Cesaro sehen  Kurven  nicht 
panalgebraisch. 
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Kapitel  XXIII. 
Ebene  Differentialgeometrie. 

Von  H.  Liebmann  in  Leipzig. 


§  1.    Tangenten,  Asymptoten,  Normale. 

Die  analytischen  Differentialoperationen  hängen  davon  ab, 
in  welcher  Form  die  Kurve  analytisch  gegeben  ist.  Die  ebenen 
Kurven  lassen  sich,  wenn  x  und  y  die  Koordinaten  eines  Kurven- 
punktes sind,  in  dreifacher  Weise  darstellen: 

a)  X  und  y  sind  als  Funktionen  eines  Parameters  gegeben 

x  =  x{t),    y  =  y{t), 

z.B.  X  =  a{t  —  sint),   y  =  a(l  —  cos t)  (Zykloide). 

b)  y  ist  als  Funktion  von  x  gegeben,  was  sich  fttr  x  =  t 
aus  a)  ergibt: 

y  =  f{x) 

z.B.  y  =  sin  x  {Sinuslinie). 

c)  Es  wird  allgemeiner  gefordert,  daß  eine  Funktion  von  x,  y 
verschwindet : 

F{x,y)^Q. 

Dies  ist  der  gewöhnliche  Fall  algebraischer  Kurvengleichungen. 
Die  langente  der  Kurve  im  Punkte  P(x,  y)  ist  die  Grenzlage  einer 
Sekante  durch  P(a;,  «/),  wenn  ihr  zweiter  Schnittpunkt  P^  mit 
der  Kurve  sich  dem  Punkte  P(a;,  y)  unbegrenzt  nähert. 

Sind  ^,  ri  die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  der  Tangente. 
so  ist  für  die  drei  Darstellungsformen  die  Tangentengleichung: 


a) 

(l-.)§-(.-.)^  =  o, 

b) 

(:i--)%-h>-y)~o. 

c) 

(i-)|f  +  (.-^)|f  =  o. 

r 
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Für  die  Normale,  d.  h.  die  auf  der  Tangente  im  Berührungs- 
punkt senkrecht  stehende  Gerade,  folgt  entsprechend 


a)     i^- 

■'0§  +  O-- 

-^)ll  =  o, 

b)     (1- 

-)+^(-- 

-i/)-o, 

.\        /y 

..N  »y    / 

■,  a-F     „ 

Die  Länge  r  der  Tangente  vom  Berührungspunkt  bis  zum 
Schnittpunkt  mit  der  a;- Achse  ist  für  die  Darstellungsform  b): 

die  Projektion  von  r  auf  die  ic- Achse  (ßuhtangente) 

T^x  =  y'-y'- 

Die  Länge  v  der  Normale  vom  Kurvenpunkt  bis  zur  ic- Achse  ist 

V  =  t/)/l  +/^ 
die  Projektion  von  v  auf  die  ic- Achse  (Suhnormale) 

^x  =  yy'- 

Ist  0  der  Koordinatenanfang,  P  der  Kurvenpunkt,  und 
schneiden  Tangente  und  Normale  den  auf  OP  senkrechten  Strahl 
durch  0  in  T  und  iV,  so  ist,  in  Polarkoordinaten  r,  (p  ausgedrückt, 


PT  -=  rj/l  4-  1-2  (^^y    {Polartangente), 
PN  =  1/r^  +  (■^\  {Polarnormale), 

OT  =  r^  ~  (PolarsuUangente), 

dr 
ON  =  Y'  (Pol  arsubnor  male) . 

Konstruktion  der  Tangente.  In  vielen  Fällen,  namentlich  bei 
wichen  Kurven,  die  durch  Beziehungen  zwischen  Abständen  von 
sten  Punkten  oder  Geraden,  oder  auch  kinematisch  definiert  sind, 
ann  die  Tangente  durch  infinitesimale  Betrachtungen  konstruiert 
erden.  Für  sehr  viele  Kurven  haben  bereits  Descartes,  Huy- 
ens,   Fermat    u.   a.  Tangentenkonstruktionen  angegeben  (vgl. 
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M.  Cantor,  Vorlesimgen  über  Geschichte  der  Mathematik  31,  2.  Aufl., 
Leipzig  1900,  S.  555 fi.)- 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Ellipse  kann  die  Tangente 
bei  den  Cassinischen  Kurven  konstruiert  werden,  welche  dadurch 
definiert  sind,  daß  das  Produkt  der  Abstände  eines  Kurvenpunktes 
von  zwei  festen  Brennpunkten  konstant  ist,  also 

ebenso  bei  den  Kurven,  für  die 

r.^'^r^^^K, 

und  allgemeineren  Kurven. 

Ein  Beispiel  einer  kinematischen  Konstruktion  gibt  die  Zykloide, 
nämlich  die  Bahn  eines  Punktes  P  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises,  der  auf  einer  Geraden  abrollt.  Ist  T  der  augenblickliche 
Berührungspunkt  des  Kreises  mit  der  Geraden,  so  kann  seine 
Momentanbewegung  als  Drehung  um  T  aufgefaßt  werden,  die 
Tangente  steht  daher  auf  PT  senkrecht. 

Dieselbe  Konstruktion  gilt  allgemein  für  Rollkurven,  d.  h.  für 
die  Bahn  eines  Punktes  P,  der  mit  einer  starren,  auf  einer  festen 
Kurve  abrollenden  Kurve  starr  verbunden  ist.  Über  Rollkurven 
(vgl.  Kap.  XXI,  §  5)  siehe  G.  Loria,  Spezielle  algebraische  und 
transzendente  Kurven,  deutsch  von  Schütte,  Leipzig  1902,  S.  461 
(im  folgenden  zitiert  mit  Loria-Schütte).  Ferner  E.  Wolf  fing. 
Mathematischer  Bücherschatz  I,  Leipzig  1903,  S.  330  (zitiert  mit 
Wölffing). 

Die  Fußpunktkurven  (Kap.  XXI,  §  3)  sind  definiert  als  Ort 
der  Fußpunkte  P  der  auf  die  Tangenten  t  einer  gegebenen  Kurve 
von  einem  festen  Pol  0  gefällten  Lote.  Ist  T  der  momentane 
Berührungspunkt  von  t,  so  besteht  die  Momentanbewegung  von  t 
in  einer  Drehung  um  T.  Hieraus  folgt,  daß  der  über  OT  als 
Durchmesser  konstruierte  Kreis  die  Fußpunktkurve  in  P  berührt. 

Weitere  Literatur  über  die  Tangentenkonstruktion  findet  sich 
bei  H.  V.  Mangoldt,  Anwendung  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung auf  Kurven  und  Flächen,  Math.  Encyklopädie  III  D  1,  2, 
(im  folgenden  zitiert  mit  Mangoldt). 

Asymptoten.  Erstreckt  sich  die  Kurve  ins  Unendliche,  wird 
also  in  der  (Darstellungsform  a)  für  einen  bestimmten  Wert  t  von  t 
mindestens  eine  der  beiden  Funktionen  x{t),  y(t)  unendlich,  so 
kann  dabei  doch  die  Tangente,  wenn  der  Berührungspunkt  P 
auf  dem  betreffenden  Ast  in  unendliche  Entfernung  rückt,  eine 
bestimmte    Grenzlage    erreichen    (vgl.    Kap.   XX,    §1).      Dann 


r 


§  1.    Tangenten,  Asymptoten,  Normale.  487 


muß  erstens  die  Richtung  der  Tangente  und  zweitens  ihr  Abstand 
von  einem  beliebigen  festen  Punkt  einer  bestimmten  Grenzlage 
zustreben. 

Bei  der  Hyperbel  x  ==  acht,  t/  =  bsht  ist  die  Tangenten- 
gleichung 

a         b  cht       cht 

Für  ^=00  wird  ch^=oo,  sh^  =  00  und  shi:ch<=l,  die 
Tangentengleiehung  lautet  dann 

i-  _  A  =  0 

dies  ist  die  Gleichung  der  Asymptote. 

Bei  der  Parabel  nähert  sich  wohl  die  Richtung  der  Tangente 
einer  bestimmten  Grenze,  nämlich  der  Achsenrichtung,  nicht  aber 
die  Lage. 

Umgekehrt  gibt  es  Kurven,  die,  wie  die  logarithmische  Spirale 
r  =  ae'^f  für  gp  ==  — oo,  r  =  0,  einen  asymptotischen  Punkt  be- 
sitzen, in  dem  die  Richtung  der  Tangente  unbestimmt  wird,  oder 
einen  asymptotischen  Kreis,  dem  sie  sich  unbegrenzt  nähern,  so 
daß  wohl  für  den  Abstand  der  Tangente  vom  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  ein  bestimmter  Grenzwert  existiert,  nämlich  der  Radius 
dieses  Kreises,  nicht  aber  für  die  Richtung. 

Über  Asymptoten  vgl.  v.  Mangoldt,  S.  16  — 18;  ferner 
über  asymptotische  Punkte  und  Kreise  Cesaro,  Vorlesungen  über 
natürliche  Geometrie,  übers,  von  G.  Kowalewski,  Leipzig  1901, 
iiQ  folgenden  zitiert  mit  Cesaro  (S.  11  ff.). 

Singularitäten.  Solange  x  und  y  analytische  Funktionen  von 
t  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  sind,  erhält  man  stets 
eine  bestimmte  Tangente  an  dieser  Stelle.  Durch  Drehung  des 
Koordinatensystems  kann  immer  erreicht  werden,  daß  die  a;- Achse 
die  Tangente  wird.  Dann  beginnt  y  mit  Gliedern  höherer  Ord- 
nung als  X.  In  einem  gewöhnlichen  Punkt  beginnt  x  mit  einem 
Glied  1.,  y  mit  einem  Glied  2.  Ordnung,  und  der  betreffende 
Kurvenast  liegt  in  der  Umgebung  des  Punktes  nur  auf  einer  Seite 
der  Normale. 

Lautet  die  Entwicklung,  indem  man  für  die  betreffende  Stelle 
der  Einfachheit  wegen  t  =  0  wählt, 

'  =  ««  +  ••-,  2/  =  6«'  +  ---, 
so  durchsetzt   die  Kurve  die  Tangente  und  sie  ist  eine  Wende- 
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tangente,  ihr  Berührungspunkt  ein  Wendepunlct.  Eine  Entwicklung 

gibt  eine  Spitze  oder  einen  RücMehrpu/nlct]  der  Kurvenast  liegt 
zu  beiden  Seiten  der  RücJcIcehrtangente  3/  ==  0,  aber  nur  auf  einer 
Seite  der  Normale  x  ==  0.    Bei  der  Schnäbelspitze 

x:=at^  -\ ,  «/==&^-| 

liegt  der  Kurvenast  nur  auf  einer  Seite  der  Tangente  und  nur 
auf  einer  Seite  der  Normale  (vgl.  Kap.  XIII,  §  10). 

Durch  einen  Punkt  können  mehrere  Kurvenäste  laufen,  ohne 
daß  dort  der  einzelne  Ast  eine  Singularität  besitzt.  Wird  dieser 
Punkt  zum  Koordinatenanfang  gewählt,  so  enthält  in  der  dritten 
Darstellungsform  JP kein  Glied  I.Ordnung,  z.B.  bei  der LemnisMte 

(a;2  +  yiy  _  2a2 (a;2  _  ^2)  =  0. 

Der  Richtungswinkel  <p  der  Tangente  wird  dann  gefunden, 
indem  man  rr  =  r  cosqp,  ?/  =  r  sinqp,  r  ==  0  setzt,  z.  B.  wird  die 
Lemniskatengleichung  in  Polarkoordinaten 

r^  —  2a^(cos^cp  —  sin^qp)  =  0, 

macht  man  darin  r  =  0,  so  ergibt  sich 

^^i  =  T  '  ^2  =  X  ■ 

Über  die  Tangentenbestimmung  vgl.  auch:  R.v.  Lilienthal, 
Vorlesungen  über  Differentialgeometrie  I,  Iff.,  Leipzig  1908  (zitiert 
mit  Lilienthal). 

§  2.  Berührung  höherer  Ordnung  zwischen  zwei  Kurven. 
Erümmungskreis,  Evolute,  Evolvente. 

1.  Berührmigen.  Zwei  Kurven  y  =  f{x)i  y  =  g{x)  berühren 
einander  in  einem  Punkt  ic,  y  zur  n^"  Ordnung  oder  haben  n -\-  1 
benachbarte  Punkte  gemein,  wenn  in  diesem  Punkt 

f{x)  =g{x),  f{x)  =  g'ix),  .  .  .  f^\x)  =  g^-\x) 

wird,  dagegen 

/•(«  +  i)(a;)4=^9(''  +  i)(^). 

2.  Krümmungskreis,  KrümmungsmittelpunTä.  Durch  einen 
regulären  Punkt  der  Kurve  geht  ein  in  2.  Ordnung  berührender 
{osJculierender)  Kreis,  der  Krümmungskreis,  eine  in  3.  Ordnung 
berührende   Parabel,   deren    durch  P  gehender  Durchmesser   die 
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Deviationsachse  heißt  (A.  Transon,  Becherche  sur  la  courhure 
les  lignes  et  des  surfaces,  Journ.  de  Mathem.  6,  191  (1841)), 
erner  ein  in  5.  Ordnung  berührender  Kegelschnitt  usw.  In  be- 
onderen  Punkten  kann  es  eintreten,  daß  eine  solche  Kurve  in 
löherer  als  der  angegebenen  Ordnung  berührt  (Scheitelpunkte, 
parabolische  PunJcte,  sextaktische  PunMe). 

Die  allgemeinste  Definition  des  Krümmungskreises  hat 
L  A.  Schwarz  aufgestellt  und  durch  Erweiterung  des  Mittel- 
srertsatzes  verwendbar  gemacht. 

Gegeben  sind  auf  einer  Kurve  drei  Punkte  P^Pg^si  durch 
lie  ein  Kreis  gelegt  wird.  Aus  diesem  Kreis  wird  der  Krümmungs- 
reis der  Kurve  in  P,  tvenn  P.^,P^,Pq  sich  nach  heliehigem  Gesetz 
lern  Punkte  P unbegrenzt  nähern  (H.  A.  Schwarz,  Ännali  di  mat., 
2)  10,  129  (1880),  Ges.  Abhandlungen  U,  Berlin  1890,  S.  296). 

Der  Mittelpunkt  M  des  Krümmungskreises  {Krümmungs- 
littelpunkt)  ist  die  Grenzlage  des  Schnittes  zweier  benachbarten 
Tormalen.  Jf  ist  zugleich  Drehungsmittelpunkt  (Lilienthal,  S.  1 1), 
..  h.  es  gibt  eine  bestimmte  Drehung,  welche  einen  Kurvenpunkt 
'  und  die  eine  Halbtangente  mit  einem  benachbarten  Punkt  Pj 
md  der  entsprechenden  Halbtangente  zur  Deckung  bringt.  M  ist 
lie  Grenzlage  dieses  Punktes,  wenn  Pj  mit  P  zusammenfällt. 

Bei  der  Darstellung  a)  werden  die  Koordinaten  des  Krüm- 
aungsmittelpunkts : 


X  y    —  y  X    '    '      "^  X  y    —  y  x 

jid  der  Krümmungsradius .,  d.  h.  der  Radius  q  des  Krümmungs- 
xeises 

"      x'  y"  —  y  x" 
Jei  der  Darstellung  b)  spezialisieren  sich  diese  Werte  zu 
,  '1  +  2/'*  ,1  +  2/'*  (1  +  2/'*)^ 

Jei  der  Darstellung  c)  oder  auch  wenn  die  Kurve  dvirch  die  Diffe- 
entialgleichung  erster  Ordnung 


r(x,y)-j^z(x,y)  =  o 


efiniert  ist,  gilt  folgende  Darstellung,  in  der  (w,  x)  den  Winkel 
er  Normale  gegen  die  ic- Achse,  (w,  y)  den  Winkel  gegen  die 
Achse  bedeutet: 
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cos  (n,  x)  cos  (w,  y) 

'  dcoa{n,x)      dcoa{n,y)^      '      ^      dcoa{n,x)      dcoB{n,y)'' 

dx  dy  ex         '         dy 

d  cos  (n,  x)       d  cos  (w,  y) 
^  dx  dy 

Ist    die   Kurve   in   PolarJcoordinaten   gegeben,    so   wird   für 
, dr       „ d*r 

^         j-2  _j_  2r'^  —  rr" 

Der  reziproke  Krümmungsradius  heißt  die  Krümmung  und 
wird  auch  durch  folgende  zyklische  Äbhüdung  gewonnen:  Man 
ziehe  von  einem  festen  Pimkt  0  aus  die  Parallelen  0 Tj ,  OT^,  . . . 
zu  den  Tangenten  inP^,  Pj, . . .;  2\,  Tg, . . .  seien  ihre  Schnittpunkte 
mit  dem  um  0  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Einheitskreis.  Der 
Grenzwert  des  Quotienten  Jr  :  Js,  wobei  z/t  der  Bogen  auf  dem 
Kreis,  also  der  Winkel  der  Tangenten  (KonüngenzivinkeX)  und  Js 
der  Kurvenbogen  P^P^  ist,  wird  die  Krümmung,  also  ist 

ds^  _  1 
dx         Q 

Historisches  über  diese  Begriffe  bei  v.  Mangoldt,  S.  140".  sowie 
Wölffing,  S.  325. 

Der  Krümmungskreis  berührt  die  Kurve  und  durchdringt  sie 
dabei  im  allgemeinen;  nur  in  den  Scheitelpunkten,  wo  eine  Be- 
rührung dritter  oder  höherer  ungerader  Ordnung  eintritt  und  auf 
jeden  Fall  unter  Voraussetzung  der  Darstellungsform  b) 

ist,  liegt  er  in  der  Umgebung  des  Punktes  auf  derselben  Seite 
der  Kurve. 

In  den  Wendepunkten,  für  die 

a)     x'y" — y  x"  =  0     oder  b)     y"  =  0 

wird,  ist  die  Krümmung  Null;  in  einer  gewöhnlichen  Spitze 
ist  es  der  Krümmungsradius,  nicht  dagegen  in  einer  Schnabel- 
spitze. 

Hat  eine  Kurve  einen  asymptotischen  Kreis^  so  nähert  sich  ^, 
je  mehr  die  Kurve  dem  Kreis  sich  nähert,  dem  Radius  desselben, 
und  M  seinem  Mittelpunkt  (Cesaro,  S.  23).  M  und  q  (=  PM) 
kann,  vor  allem  bei  kinematisch  definierten  Kurven,  oft  einfach 
durch  Grenzbetrachtung  als  Schnitt  zweier  benachbarten  Normalen 
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gefunden  werden.  Bei  der  Zykloide  z.  B,  liegt  der  Krümmungs- 
mittelpunkt M  auf  der  Normale  im  doppelten  Abstand  wie  der 
momentane  Berührungspunkt  T  des  rollenden  Kreises  und  der 
geradlinigen  Bahn. 

Über  weitere  Konstruktionen  auf  kinematischer  Grundlage 
vgl.  die  Angaben  bei  v.  Mangoldt,  S.  36  ff.;  ferner  Rohn- 
Papperitz,   Darstellende  Geometrie  I,    3.  Aufl.,   Leipzig  1906, 

5.  229—238. 

3.  Evoluten.  Der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  -M (^,  rj) 
heißt  die  Evolute  der  gegebenen  Kurve.  Die  Normale  der  ge- 
gebenen Kurve  in  P  ist  Tangente  der  Evolute  in  Jf ,  die  Bogen- 
länge 31 M^  der  Evolute  ist  gleich  der  Differenz  der  Krümmungs- 
radien Q  =  PM  und  9i  =  Piüfj. 

Die  Normale  der  gegebenen  Kurve   in   einem  Wendepunkt 

ist  Asymptote  der  Evolute,  einem  Scheitelpunkt  entspricht  eine 

Spitze,  eine  Schnabelspitze  wieder  eine  Schnabelspitze. 

Beispiele  von  Evoluten.  Für  die  Ellipse  x  =  a  cos  t,  y  =  h  ^va.t 

^i 52  5« ^» 

ist  die  Evolute  §  = cos^t,  1]  = r sin^^,  eine  Kurve 

6.  Ordnung  mit  vier  Spitzen,  die  auf  den  Hauptachsen  der  Ellipse 
liegen  und  diese  zu  Rückkehrtangenten  haben. 

Für  die  Hyperbel  x  =  acht,  y  =  bsht  ist  die  Evolute: 

£  = ■ ch^^,   71  = sh^l 

Für  die  Parabel  2px  =  t^,  y  =  t  ist  die  Evolute: 
^  _  3 1«  +  2p^       „„l*. 

woraus 

8  (^  —  i?)  —  27i??j^  =  0  (Neilsche  Parabel). 

Für  die  logarithmische  Spirale  x  =  ae'^^  cost,  y  =  ae'^'  sint 
wird  die  Evolute  ^  =  —  cy,  t]  =  ex  wieder  eine  logarithraische 
Spirale  mit  demselben  asymptotischen  Punkt. 

Die  Zykloide  x  =  a(t  —  sin <) ,  y  =  a  (1  —  cos t)  liefert  die 
Evolute 

^  =  a  (^  4-  sin  ^) ,  7;  =  a  (—  1  +  cos  t) , 

also  wieder  eine  der  ersten  kongruente  und  um  eine  halbe  Periode 
iverschobene  Zykloide. 

Über  Evoluten  vgl.  Loria-Schütte,  S.  609,  614;  Wölf- 
fing,  S.  329;  v.  Lilienthal,  S.  24.  Über  Evoluten  als  Hüll- 
hurven  vgl.  §  4. 
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4.  Evolventen.  Die  Grundkurve  entsteht  rückwärts  aus  der 
Evolute  als  Bahn  eines  Punktes  der  auf  der  Evolute  abrollenden 
Tangente,  oder  als  Bahn  eines  Punktes  von  einem  Faden,  der  um 
die  Evolute  gelegt  ist,  und,  straff  angezogen,  von  ihr  fortgenommen 
wird;  sie  heißt  die  Evolvente  der  Evolute.  Zu  einer  Kurve  gehören, 
je  nach  der  Wahl  von  P,  verschiedene  Evolventen,  welche  gemein- 
same Normale  und  konstanten  Normalabstand  haben  {Parallel- 
kurven).  Der  Krümmungsmittelpunkt  für  alle  Punkte  der  ver- 
schiedenen Evolventen  auf  einer  Tangente  der  Grundkurve  ist 
der  Berührungspunkt  der  Grundkurve  (vgl.  Loria  -  Schütte, 
S.  643;  Lilienthal,  S.  41,  155,  163;  Wölffing,  S.  329). 

Trägt  man  von  einem  festen  Punkt  0  aus  die  Krümmungs- 
radien einer  Kurve  der  Größe  und  Richtung  nach  auf,  so  heißt 
der  Ort  der  Endpunkte  Radiale  (Tucker,  Badial  Curves,  Proc. 
London  Math.  Soc.  1  (1865),  vgl.  auch  Loria-Schütte,  S.  652). 
Der  Inhalt  der  Radiale  zwischen  zwei  Radien  ist  gleich  dem  des 
Vierecks,  das  von  Evolute,  Evolvente  und  den  entsprechenden 
Krümmungsradien  begrenzt  wird  (vgl.  P.  Ernst,  Die  Badiale  einer 
ebenen  Kurve,  Archiv  f.  Math.  (3)  14-,  94  (1909)). 

§  3.    Natürliche  Geometrie.     Differentialinvarianten. 

1.  Natürliche  Koordinaten.  Verwendet  man  Koordinaten, 
welche  auf  ein  in  der  Ebene  festes  Gebilde  Bezug  nehmen,  also 
z.  B.  rechtwinklige  Koordinaten  oder  Polarkoordinaten,  so  bringt 
man  damit  Größen  in  die  Untersuchung,  die  mit  der  betrachteten 
Kurve  an  sich  nichts  zu  tun  haben,  auch  weisen  Kurven  von  ein- 
fachem geometrischen  Erzeugungsgesetz  dann  mitunter  recht  kom- 
plizierte Gleichungen  auf.  Diesem  Übelstand  sucht  die  natürliche 
Geometrie  abzuhelfen,  indem  sie  Größen  einführt,  welche  damit 
weniger  oder  gar  nicht  behaftet  sind,  z.  B. 

s  (Bogenlänge)  und  r  (Richtungswinkel  der  Normale) 
oder 

s  (Bogenlänge)  und  q  (Krümmungsradius)  (Cesaro) 
oder 

k  =      (Krümmung)  und  -i— 

(Schaf fers,  Anwendvmg  der  Differential-  und  Integralrechnung 
auf  Geometrie  I,  52,  Leipzig  1901,  im  folgenden  zitiert  als 
Scheffers  I). 

Die  Fragestellung  der  natürlichen  Geometrie  ist  zuerst  von 
dem  Philosophen  K.  C.  F.  Krause  (De  philosophiae  et  matheseos 
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ratione  earumque  intima  conjunctione ,  Diss.  Jena  1802)  aufge- 
worfen worden;  der  wahre  mathematische  Grund  für  die  ganze 
Forschungsrichtung  ist,  daß  die  Eechnung  mit  Größen,  welche  bei 
Bewegung  Invarianten  sind,  eben  am  besten  Aufschluß  gibt  über 
innere  d.  h.  bei  Bewegung  invariante  Eigenschaften  der  Kurven 
(vgl.  Wölffing,  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Lehre 
von  den  natürlichen  Koordinaten,  Bibliotheca  mathematica  1,  142 
(1900)). 

Die  natürliche  Gleichung  (in  s  und  q)  kann  gefunden  werden, 
indem  man  s  und  q  für  sich  als  Funktionen  des  Parameters  t 
berechnet. 

So  ergibt  sich  z.  B.  bei  der  Zykloide  s  =  4a(l  —  ^^os— ) , 
(>  =  4a  sin  — ,  und  daraus  folgt  die  natürliche  Gleichung 

Q^  +  (s  -  4.ay  =  Ua^ 
oder  bei  Verlegung  des  Anfangspunktes  von  s 
Q^-\-s^=iea\ 

Weniger  einfach  werden  aber  die  natürlichen  Gleichungen 
eines  MittelpunJctsIcegelschnittes  mit  den  Halbachsen  a,  b 


l/vR! 


dg 


maw-^] 


(Cesaro,  p.  46).  Führt  man  die  Krümmungsradien  q^,  q^,  ... 
der  ersten,  zweiten,  . . .  Evolute  ein,  so  erhält  man  die  einfachere 
natürliche  Gleichung 

4:5qq^q^  -  9q'q^  -  36q'q,  -  AO^,^  =  0 
und  für  die  Parabel 

9^2  -|_  49^2  _  3^^^  _  Q 

(Curran  Skarp,  On  the  siiccessive  evolutes  of  a  curve,  Mess.  of 
Math.  Og,  95  (1880)).  Die  gykloidalen  Kurven  haben  dann  die 
Gleichung  qq^  —  q^q^  =  0  (Cesaro,  Bemarques  sur  l'osculation, 
Nouv.  Ann.  (2)  19,  143  (1880)). 

Die  natürliche  Gleichung  der  Evolute  (s^,  pj)  bekommt  man 
durch  Elimination  von  s  aus 

dg 

(Cesaro,  p.  34),  wenn  s  und  q  sich  auf  die  Grundkurve  beziehen. 
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Die  natürliche  Gleichung  der  FußpunJctkurve  (/,  q')  erhält 
man,  wenn  r  den  Abstand  des  Kurvenpunkts  P  vom  Ausgangs- 
punkt 0  der  Lote,  •0'  den  Winkel  der  Tangente  in  P  mit  r  be- 
zeichnet, durch  Elimination  von  s  aus  den  Gleichungen: 


s'  =J  j  ds,  Q 


2  r  —  9  sin  fl- 

(Cesaro,  p.  30).  Hieraus  ergibt  sich,  daß  der  Krümmungsmittel- 
punkt M'  der  Fuß  punktkurve  auf  der  Geraden  liegt,  vrelche  F 
mit  der  Projektion  M^  des  Krürnmungsmittelpunktes  M  der  Grund- 
kurve auf  OP  verbindet.  M'  kann  also  konstruiert  werden,  da  Jfj 
auf  der  bereits  konstruierten  Normale  (§1)  liegt. 

Für  Eollkurven  ergibt  sich  die  natürliche  Gleichung  durch 
Elimination  von  s  aus 

/r    ,  1         1         Bp        ^        1     .     1 

B        '      Q         r  r"   '  Q         Qo 

(Cesaro,  p.  82).  Hierin  ist  q  der  Krümmungsradius  der  Basis- 
kurve K,  Qq  der  der  abgerollten  Kurve  (Kq)  im  momentanen  Be- 
rührungspunkt T,  2'Pq  =  r  der  Abstand  dieses  Berührungspunktes 
von  dem  mit  Kq  fest  verbundenen  Punkt  Pq,  dessen  Bahn  gesucht 
ist,  p  der  Abstand  des  Punktes  Pq  von  der  gemeinsamen  Taugente 
beider  Kurven  in  T. 

tjber  Eollhurven  hat  Steiner  folgenden  Satz  bewiesen:  Jeder 
Bogen  einer  Bollkurve  mit  geradliniger  Basis  ist  gleich  dem  ent- 
sprechenden Bogen  der  FußpunMTcurve  der  hew< glichen  Kurve  in 
bemig  auf  den  erzeugenden  PunM  (Steiner,  Über  Krümmungs- 
schwerpunkte ebener  Kurven^  J.  f.  Math.  21,  33,  101,  1838; 
Werke  II,  97;. 

Der  Satz  von  Habich  lautet: 

Wenn  bei  der  Ahrollung  einer  Kurve  auf  einer  Geraden  ein 
in  der  Ebene  der  Kurve  fester  Punkt  P  die  Bollkurve  (P)  be- 
schreibt, so  läßt  die  FußpunkiJcurve  der  ersten  Kurve  in  bezug  auf 
P,  wenn  sie  sich  auf  (P)  abwickelt,  den  Punkt  P  eine  Gerade  be- 
schreiben (vgl.  Cesaro,  p.  90). 

2.  Die  Differentialinvarianten  einer  ebenen  Kurve.  Sehe  ff  er  s 
zeigt  (Scheffers  I,  51  ff.),  daß  alle  Kurven,  welche  dieselbe 
natürliche  Gleichung 

erfüllen,  einander  kongruent  sind.  Als  Differentialinvariante  einer 
Kurve  y  =  f(x)  gegenüber  der  Gruppe  der  Bewegungen  werden 
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liejenigen  Funktionen  J(x^  y,  y\  y"  .  .  .)  bezeichnet,  welche  bei 
ler  Transformation  der  rechtwinkligen  Koordinaten  oder  bei  Be- 
vegungen  ihren  Wert  nicht  ändern.  Diese  lassen  sich  auf  gewisse 
vesentliche  JDifferentialinvariank'n  reduzieren.  Als  solche  kann  man 
sine  der  folgenden  Reihen  nehmen  (Scheffers  I,  50): 

1         dk        d^k 

Q  '      dx'     dr*'  '*■ 

dq  d^Q 

^1  ^  "d7 '    ^2  =  -j^  >  •  •  • 


^. 


dk  d^k 

~ds'  ~d^ 

dg  d^Q 

U'  'ds* 


Die  zweite  Reihe  beginnt  mit  dem  Kiümmungsradius  und 
Nvcd  gebildet  aus  den  Krümmungsradien  der  ersten  und  der 
löheren  Evoluten. 

Über  die  Ableitung  der  Kongraenz  aus  der  Identität  der 
Differentialinvarianten  zweier  Kurven  vgl.  die  kritischen  Bemer- 
ningen  von  Study,  Math.  Ver.  1908,  S.  125—142. 
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Ist  in  der  Ebene   eine  einfach  unendliche  Kurvenschar  ge- 
geben durch  die  Gleichung 

f{x,y,e)  =  0, 

n  der  c  von  Kurve  zu  Kurve  variiert,  so  gibt  es  eine  gemeinsame- 
Berührungskurve,  wenn  die  Gleichungen 

;  /■(«;,  2/,  c)  ==  0,      |{  =  0 

)ine  reelle  Lösung 

x  =  x{c),    y  =  y{c) 

>esitzen,  für  die  -^ —  und  -p—  nicht  gleichzeitig  verschwinden. 

Diese  Kurve  berührt  die  Einzelkurven  der  Schar  in  der  «**"• 

Zf  d^f  d"f 

)rdnung,  wenn  außer  -^  =  0  auch  noch  ^^  >*'*;)  n  ^^^  ^^^^ 

dn  +  lf 

licht  dagegen   p,  •   Wenn  n  ungerade  ist,  dann  ist  die  Kurv& 

nrklich  Einhüllende^  ist  n  gerade,  dann  durchdringt  sie  berührend 
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die  Einzelkurven  der  Schar.  So  durchdringt  z.  B.  jede  Kurve  di 
Schar  ihrer  Krümmungskreise  (Lilienthal,  S.  74). 

Eine  einfach  unendliche  Schar  von  Geraden,  die  weder  ein 
ander  parallel  sind,  noch  ein  und  denselben  Punkt  gemein  haber 
besitzt  eine  Einhüllende. 

Als  Beispiele  solcher  Geradenscharen  nennen  wir  die  Normalem 
einer  Kurve,  welche  die  Evolute  einhüllen,  oder  die  unter  den 
Winkel  a  gegen  die  Tangente  von  der  Kurve  ausgehenden  Strahlen 
welche  eine  Evoluto'ide  einhüllen,  oder  die  Geraden,  welche  au 
einer  gegebenen  Geradenschar  hervorgehen,  wenn  sie  an  eine 
Kurve  F  gespiegelt  oder  gebrochen  werden.  Sie  umhüllen  di 
Brennlinie  (die  bei  Spiegelung  KatalcausüJca,  bei  Brechung  Dia 
Tcaustika  genannt  wird).  Brennlinien  sind  zuerst  von  Johani 
Bernoulli  untersucht:  Lineae  cycloidales,  evolutae,  antevölutai 
causticae,  anticausticae,  pericausticae,  Acta  erud.  Mai  1692.  Sieh 
Loria-Schütte,  S.  662ff.,  wo  sich  viele  Literaturangaben  finden 
und  auch  Lilienthal,  S.  77ff. 

Aus  der  Lehre  von  den  Brennlinien  seien  folgende  Satz 
herausgegriffen : 

Ist  M  (^,  7])  ein  Funkt  der  spiegelnden  Kurve  und  C  da 
zugehörige  Krümmungszentrum,  so  findet  man  den  entsprechendem 
Punkt  P  (x,  y)  der  Brennlinie  für  parallele  Strahlen,  indem  mm 
den  Mittelpunkt  der  Strecke  MC  auf  den  reflektierten  Strahl  pro 
jiziert. 

Die  Kaustika  B  einer  beliebigen  (spiegelnden  oder  brechenden 
Kurve  F  für  solche  Strahlen,  die  eine  Kurve  A  berühren  (oder  zi 
einer  Kurve  A',  der  Evolvente  von  A,  normal  sind),  ist  die  Evo 
lute  einer  Kurve  B',  welche  die  Enveloppe  der  unendlich  vielem 
Kreise  K  ist,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Kurve  I  liegen  und  derei 
Badien  zu  den  Abständen  der  Mittelpunkte  von  den  entsprechend&i 
Punkten  der  Kurve  A'  in  einem  konstanten  Verhältnis  stehen,  näm 
lieh  dem  des  Sinus  des  Einfallwinkels  zu  dem  Sinus  des  Brechungs 
winkeis  (Gergonne,  Sur  les  caustiques  planes,  Annales  deMathem 
15  (1824)). 

über  die  Bestimmung  der  Berührungskurve  der  Kurvei 
V  =  const.  in  dem  Fall,  wo  die  Kurven  durch  Gleichungen 

X  =  X  (u,  v),     y  =y  (u,  v) 

gegeben  sind,  vgl.  Lilienthal,  S.  85 — 95. 

Die  senkrechten  Durchdringungskurven  einer  Kurvenscha 
haben  in  den  Punkten  der  Einhüllenden  dieser  Schar  Spitzen 
doch  gilt  die  ümkehrung  dieses  Satzes  nicht  (Lilienthal,  S.  95) 
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StriJctionsUnie  einer  Kurvenschar  heißt  diejenige  Kui*ve,  längs 
deren  die  Normalabstände  benachbarter  Kurven  ein  Maximum 
(Stauungslinie)  oder  Minimum  (Einschnürung  slinie)  werden 
(Lilienthal,  S.  96-106). 

^5*  Y{x,y)dy-X{x,y)dy==0 

die  Differentialgleichung  der  Kurvenschar,  so  ist  die  Differential- 
gleichung für  die  Striktionslinie 

\dx        dy)  dy  dx 

Im  allgemeinen  schneidet  die  Striktionslinie  die  Kurvenschar 
senkrecht,  doch  ist  z.  B.  für  die  Schar  der  Krümmungskreise  einer 
Kurve  diese  Kurve  Striktionslinie,  berührt  aber  die  Kurvenschar. 

§  5.  Eurvennetze  in  der  Ebene.     Abbildungsaufgaben. 

Führt  man  durch  die  Gleichungen 

a;  =  9?  (m,  i'),  2/  =  t/;  («,  v) 

in  der  Ebene  krummlinige  Koordinaten  u,  v  ein,  so   verwandelt 

sich    der    Ausdruck    für    das    Quadrat    des   Bogenelementes    für 

dtp  dw 

g)„  =  -7^-- ,     OD,  =  -^  usw. 
^«       cu  '     ^'^        dv 

'°  ds^  =  dx^  +  dy^  = 

Der  Winkel  zwischen  den  durch  einen  Punkt  gehenden  Linien 
==  const.  und  v  =  const.  ist  gegeben  durch 

lie  Bedingung  des  Senkrechtstehens  ist  also 

Ist   sie   für   alle  Kurven  u  =  const.,   v  =  const.   erfüllt,   so 
pricht  man  von  einem  Orthogonalsystem. 

Der  Inhalt  eines  Ebenenstückes  ist  durch  das  Doppelintegral 

I  I  dxdy  =  I  I  du  dv  {(p^^^  —  (jp^^u) 
asgedrückt.    Im  Fall  des  Orthogonalsystems  wird  hieraus 
JJdx  dy  -JJdu  dv  y^TT^  V^'  +>7  ■ 


Paocal,  Kepertoriam.  II.    2.  Aufl.  32 
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Es  wird  z.  B.  in  Polarkoordinaten  (r,  qo) 

ds^  =  dr^  -{-  r^dq)\      j    tdxdy=  1   Irdtdcp-^ 
in  den  elliptischen  Koordinaten  (Aj^,  Ag),  welche  die  stets  reeller 


Wurzeln  der  Gleichung 


x^  y^ 


sind,  wobei  x,  y  die  Koordinaten  des  darzustellenden  Punktes  be 
deuten, 

Ein  orthogonales  Kurvennetz  heißt  isotherm,  wenn  es  möglici 
ist,  statt  u  eine  solche  Funktion  Mj  von  m,  statt  v  eine  solch( 
Funktion  v^  von  v  einzuführen,  daß  das  Quadrat  des  Bogen 
elementes  die  Form  bekommt 

ds^  =  St  (%,  Vi)  {du^^  +  dv^^) , 

d.  h.  die  Kurven  des  Systems  so  anzuordnen,  daß  die  Ebene  durcl 

sie  in  infinitesimale  Quadrate  zerlegt  wird.  Der  Ausdruck  isothern 

wurde  zuerst  von  Lame  in  den  Annales  de  Chimie  et  de  Fhysiqiu 

63,  195  (1833)  gebraucht. 

Die  Polarkoordinaten  r,  cp  werden  isotherm,  wenn  man  stati 

r  einführt  , 

u  =  logr. 

Vgl.  z.  B.  Scheffers  I,  124 ff. 

Die  Kurven  (w,  v)  lassen  sich  allgemeiner  in  ein  rhombischem 
Netz  anordnen,  wenn  es  möglich  ist,  solche  Funktionen  a(w' 
und  ß  (v)  zu  bestimmen,  daß 

«X^O  (tJ  +  ^J)  -  ß\^)  W  +  ^/)  =  0 

wird.    Es  bilden  dann  die  Kurven 

/du  .  r  dv  , 

-  7-^  =  const. ,     Vi  =  I  sT^  =  const. 
a{u)  '        1       J  ß{v) 

das  rhombische  Netz  (vgl.  S  che  ff  er  s  I,  11 3  ff.). 

Deutet  man  in  den  Gleichungen  x  =  (p(u,  v),  y  ==  ipiu,  f', 
u  und  V  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  zweiten  Ebene,  sc 
stellen  sie  eine  Abbildung  dar. 

Man  erhält  eine  ivinkeltrcue  (in  den  kleinsten  Teilen  ähnliche 
konforme)  Abbildung,  indem  man  x  dem  reellen,  y  dem  imaginärer 
Teil  einer  komplexen  Funktion  von  u  -j-  iv  gleichsetzt.    Die  Be- 
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Zeichnung  konform  rührt  von  Gauß  her,  Gott.  Äbh.  II,  1844, 
Werke  IV,  262,  die  Verdeutschung  winkcltreu  von  Breusing. 

Die  Lehre  von  der  konformen  Abbildung  der  Ebene  gehört 
der  Theorie  der  komplexen  Funktionen  an.  Wir  verweisen  auf 
G.  Holzmüller,  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Ver- 
wandtscfiaften  und  der  konformen  Abbildungen,  Leipzig  1892, 
sowie  auf  die  Literaturangaben  bei  Wolf  fing,  S.  355  f. 

Bei  der  flächentreuen  (äquivalenten)  Abbildung  wird  gefordert, 
daß  der  Flächeninhalt  ungeändert  bleibt,  also 

/   /  dxdy  =   /  I  dudv,  d.  h.  tp^-tp^  —  t^^^cp^  =  1. 

Grave,  Sur  la  construdion  des  cartes  gcographiques,  Journ. 
de  Math.  (5)  1,  317  (1896),  setzt  die  Transformationsgleichungen 
in  der  Form  an 

y  =  y(x,u),     V  =  v(x,  u); 

hierdurch  bekommt  die  Forderung  die  Gestalt 

dy  dv 

du  dx 

Wenn  lo  (a;,  u)  eine  im  übrigen  beliebige  Funktion  von  u 
und  X  ist,  für  die  nur 

dxdu  ' 

30  entsteht  eine  flächentreue  Abbildung  der  x, y  auf  die  uv- Ebene, 
wenn  gesetzt  wird 

\  d(o(x,u)  dca(x,u) 

^  cx      ^  du 

Sollen  den  Geraden  x  =  const.  die  Geraden  u  ==  const.  ent- 
iprechen,  so  ist  zu  setzen 

x  =  (p(u),     y^-^Jrfo  (w) . 

du 

Tissot  hat  sich  mit  dem  Problem  der  Abbildung  eingehend 
esehäftigt;  er  beweist,  daß  es  bei  jeder  Abbildung  ein  bestimmtes 
rthogonalsystem  gibt,  dem  wieder  ein  Orthogonalsystem  ent- 
pricht,  auch  untersucht  er,  wie  man  die  Abbildung  einzurichten 
at,  damit  die  Strecken-  und  Winkelverzerrung  möglichst  klein 
ird.  Es  handelt  sich  dabei  um  die  Abbildung  begrenzter  Teile 
rummer  Flächen,  z.  B.  der  Erdoberfläche,  auf  die  Ebene. 

Vgl.  A.  Tissot,  Memoire  sur  la  reprcsentation  des  surfaces 
les  Protections   des    cartes  gcographiques,    Nouv.  Annales  de 

32* 
I 
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Math.  (2)  17  (1878),  18  (1879),  19  (1880)  Supplement;  Netz- 
entwürfe  geographischer  Karten,  übersetzt  von  E.  Hammer 
Stuttgart  1887.  Ferner  G.  Scheffers,  Verzerrung  bei  perspek 
tiver  Abbildung  ebener  Figuren,  Ber.  der  K.  Sachs.  Ges.  d.  W.  44 
162  (1892). 

§  6.    Sätze  über  zweifach  unendliclie  Kreisscharen, 
Kurvennetze  ohne  Umwege,  Isogonal-  und  Äquitangential 

kurven. 
1.  Kreisscharen.    6.  Scheffers  hat,  Math.  Ännalen  60,  491 
(1905),  eine  Reihe  von  Sätzen  über  gewisse  Kurvennetze  gegeben 
welche  hier  kurz  entwickelt  werden  sollen. 

Ist  in  der  Ebene  eine  Schar  von  oo^  Kurven  gegeben,  sc 
gehören  zu  jeder  Kurve  oo^  Krümmungskreise,  zur  ganzen  Schal 
also  oo^.    Sind  umgekehrt  oo^  Kreise  gegeben: 

{x  -  a)^  +  (y  —  bf  =  r\  r  =  r  (a,  &), 

so  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Kreise  so  in  Scharen  von  oo 
Kreisen  anzuordnen,  daß  die  Kreise  jeder  Schar  die  einhüllende 
Kurve  dieser  Schar  osTculieren. 

Soll  a,  b  der  zu  x,  y  gehörige  Evolutenpunkt,  r  der  Kinimmungs 
radius  und  cp  der  Winkel  der  Normale  mit  rc-Achse  sein,  so  muß  seil 

da  =  dr  cos  g? ,     db  =  dr  ^incp ., 

j       „..      dr  dr 

oderfur  -^^i-i,      -^  -  r, 

(1)  da^  +  db^  =  dr^  =  {r^da  +  r^db)\ 

Diese  Differentialgleichung  1.  Ordnung  und  zweiten  Gradei 
zeigt,  daß  es  zivei  Anordnungen  der  Krümmungskreise  gibt,  unc 
jeder  Kreis  eine  Kurve  der  einen  Schar  und  eine  der  andern  osku 
liert.  Die  beiden  Punkte  (x, «/),  in  denen  der  Kreis  oskuliert,  sin( 
bestimmt  durch 

1  4-  ^1  cos qp  +  r^  sin qo  =  0, 
X  =  a  -\-  r  cos  qo ,     y  ^=b  -\-  r  sXncp. 

Daß  die  Enveloppen  in  den  beiden  Punkten,  welche  der 
durch  (2)  bestimmten  Werten  qp^  und  (p^  entsprechen,  wirklicl 
oskuliert,  zeigt  die  Rechnung;  die  Formeln  (2)  geben 

x'  =  —  r  sin  (p  •  cp\     y'  ==  r  cos  <p  •  cp 
und 

^  =  a ,      jj  =  6 . 


r 
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2.  Kurvennetze  ohne  Umwege.  Die  Gleichung  (1)  oder,  wenn 
man  für  a,  &,  r  schreibt  r,  y,  f(x,  y), 

■'-'  +  ^y'  =  {U''  +  ^^»)'' 

iefiniert  ein  Kurvensystem  in  der  Ebene,  das  durch  jeden  Punkt 
P  der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  Kurven  schickt.  Führt  man 
Miien  Punkt  P  auf  lauter  Stufen,  deren  Bogen  aus  Kurven  des 
Systems  zusammengesetzt  sind,  von  ^0(^0^0)  "ach  i\(iPi2/i)  über, 
30  ergibt  sich  als  Weglänge 

(a^i^i) 

s  =^jydx"  +  dy'^  =  f{xi,yi)  —  f{xo,  yj. 

Alle  diese  Wege  sind  gleich  lang,  wobei  aber  zu  beachten  ist, 
laß  die  Wegstücke  algebraisch  und  nicht  dem  absoluten  Betrage 
aach  zu  addieren  sind. 

Ein  Beispiel  sind  die  Tangenten  an  den  Kreis 

a;2  +  y2  _  ^2  _  Q  ^ 

leren  Differentialgleichung  lautet 

dx^  +  di'  =  (d  Yx^  +  y^-a^y  . 
Zwei  durch  die  Differentialgleichungen 

lefinierte  Kurvenscharen  bilden  ein  Netz  ohne  Umweg,  wenn 

Abgesehen  von  dem  Fall,  in  dem  eine  oder  beide  Scharen 
gerade  sind,  sind  die  Kurven  des  Netzes  immer  Evoluten  zweier 
[urvenscharen  mit  gemeinsamen  Ki-ümmungskreisen. 

Die  beiden  Punkte  P^,  P^,  in  denen  der  Kreis  K{a,  h,  r) 
on  den  Einhüllenden  oskuliert  wird,  mögen  Oslculationsptmkte 
eißen,  ihre  Verbindungsgerade 

{x  —  a)  r^  +  {y  ~  h)  r^  +  r  =  0 

ie  Oskulationssehne  des  Kreises  K,  der  Pol  der  Oskulationssehne 
bezug  auf  K  {Oskulationspot)  hat  die  Koordinaten 

u  =  a  —  rr^,     v  =  h  —  rr^. 

Betrachtet  man  die  Isogonalkurven  einer  Kurvenschar,  d.  h. 
ejenigen  Kurven,  welche  die  Kurven  einer  gegebenen  Schar  unter 
im  Winkel  y  schneiden,  so  gilt  der  Satz: 
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Legt  man  durch  einen  PunJct  P  alle  oo^  Isogonalkurven  einei 
gegebenen  Kurvenschar,  so  bilden  deren  Krümmungskreise  eivt 
Büschel.  Die  Potenzlinie  dieses  Büschels  ist  die  Oskulations- 
sehne  des  Krümmungskreises  der  Kurve  der  gegebenen  Schar. 

Wir  stellen  die  Kurven  der  gegebenen  Schar  dar  mit  Hilft 
der  Krümmungskreise,  also  der  Gleichungen  (2);  a,  b,  r  und  9 
benützen  wir  aber  auch  zur  Darstellung  der  Isogonaltrajektorien 
dann  ist,  wenn  x^ ,  «/^  die  Punkte  der  Trajektorie  sind,  zu  fordern 

2/1'         ft'  +  *■'  sin'qp  -j-  r  cos  qp  •  qp'  COS  (qp  -f  y) 

a?! '         o,'  -{-  r'  cos  qp  —  r  sin  qp  •  qp'  sin  (qp  -p  y) 

und  hieraus  folgt 

xl  sin  y  =  sin(9)  +  y)  •  A     Vi  sin  y  ^  003(9)  +  >')•/'. 

wobei  f  =  a'  cos  cp  -\-  b'  &\q.  cp  -\-  r. 

Indem  man  beständig  die  Definitionsgleichung  von  cp  benützt 
ergibt  sich  daraus  für  den  Krümmungsmittelpunkt  (§j,  iq^  der  Iso- 
gonalkurve : 

T  T 

L    =  a  -\ y--. r : , 

^  cos  y  (r^  sm  qp  —  r,  cos  qp)  —  sm  y  ' 

,    ,  r  r,  sin  y 

r}.  =  b-i -. . ~ ' r ; — 

'^  cos  y  {r^  sin  9  —  r^  cos  qp)  —  sm  y 

und  für  den  Krümmungskreis  selbst  die  Gleichung 
(cos  y  (rj  sin  (p  —  r^  cos  (p)  —  sin  y)  ({x  —  a)^  +  (2/  —  b)^  —  r)' 
—  2r  sin y  ((x  —  a)  r^  +  (y  —  &)  rg  +  »•)  =  0 , 

hierin  ist  der  Satz  enthalten.  Dieser  Satz  ist  vor  Scheffers  von 
Cesaro  aufgefunden,  vgl.  Cesaro,  p.  149. 

Sind  zwei  Kurvenscharen  mit  gemeinsamen  Krümmungs- 
kreisen K  (a,  &,  r)  gegeben,  und  konstruiert  man  zur  ersten  die 
Isogonaltrajektorien  (y),  zur  zweiten  die  Isogonaltrajektorien  (—  y), 
so  zeigt  sich,  daß  diese  beiden  Isogonalscharen  wieder  in  derselben 
Beziehung  stehen,  d.  h.  gemeinsame  Krümmung  skr  dse  K  («,  ß,  q) 
besitzen. 

Es  zeigt  sich  nämlich:  Die  Gesamtheit  der  Kreise  K,  von 
denen  jeder  einen  zugehörigen  Kreis  K  {a,  b,  r)  in  den  Oskulations- 
punkten  P^ ,  Pg  (siehe  oben)  unter  den  Winkeln  y,  —  y  schneidet, 
er  gibt  eine  zweite  zweifach  unendliche  Kreisschar  K  mit  den 
Mittelpunkten 
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wobei 

und  den  Radien 


0  = 


sri 

ß- 

-  b  — 

SU 

/»•x^+r,^  ' 

siny 

V^«  +  r,» 

rVr, 

'  +  r.^| 

sin  7  -\-  cos 

r 

'  +  r. 

^-1  ' 

sm  y  4-  coB  y  Yr^  *  +  r j  —  1 
Bildet  man  für  diese  Kreise  K  die  Oskulationssehne 

so  fällt  sie  zusammen  mit  der  Oskulationssehne 

und  hieraus  folgt,  daß  P^  und  P^  auch  die  Oskulationspunkte  von 
K  sind;  die  von  den  K  oskulierten  Isogonalkurven  haben  also  wieder 
einen  K  als  gemeinsamen  Krümmungskreis ^  dieser  K  oskuliert  die 
durch  Pj  gehende  Isogonalkurve  in  Pj ,  die  durch  Pg  gehende  in  Pg . 

Den  Isogonalkurven  stehen  dualistisch  gegenüber  die  Äquitan- 
gentialkurven:  Berührt  eine  Gerade  eine  bestimmte  Kurve  der 
gegebenen  Schar  in  P(x,  y)  und  die  Äquitangentialkurve  in  Pj 
(^n  ^'1)5  so  is^  ^^®  Entfernung  PP^  konstant,  gleich  /»;  dadurch  ist 
die  Kurvenschar  definiert. 

Benützt  man  zur  Darstellung  der  Kurven  der  gegebenen  Schar 
wieder  a,  b,  r  und  cp,  so  wird  die  Äquitangentialkurve 

x-^^  =  a  -\-  r  cos  cp  —  /<  sin  9 ,     y.^^  =  b  -{-  r  sin  <p  -\-  h  cos  (p , 

und  es  folgt  die  Differentialgleichung: 

y/        b'  -\-  r  cos  qp  •  qp'  -|-  sin  qp  (r  —  h  qp')  cos  qp 

«j '        a  —  r  sin  qp  •  qp'  -f-  cos  qp  (r'  —  h  qp')  sin  qp 

Für  den  Krümmungsmittelpunkt  werden  die  Koordinaten 

u  =  a r  ^- ,      ö  =  0 i , 

rj  sm  q)  —  r^  cos  qp        '^  rj  Bin  qp  —  r^  cos  qp ' 

und  der  Krümmungsradius 


^  j'i  sin  qp  —  r^  cos  qp 

Man  sieht,  daß   die  Krtimmungskreise  aller  Äquitangentiäl- 
kurven,  welche  die  Tangente 

a;^  =  a  +  r  cos  cp  —  ä  sin  qp ,     y^  =  b  -{-  r  sin  (p  -\-  h  cos  tp 
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(h  beliebig)  der  Kurve  der  ersten  Schar  berühren,  noch  eine  zweite 
gemeinsame  Tangente  besitzen,  und  zwar  ist  der  Schnittpunkt  beider 
Tangenten  gerade  der  OsJculationspöl 

i,=  a  —  rf\,     t]=^b  —  rr^ 

des  Krümmungskreises  K  {a,  h,  r). 

Ebenso  existiert  ein  Satz,  der  dem  Satz  über  die  beiden 
Isogonalkurvensehnen  (y,  —  y)  dualistisch  entspricht. 

Man  leitet  aus  zwei  gegebenen  Kurvenscharen  mit  gemein- 
samen Krümmungskreisen  je  eine  Äquitangentialschar  ab,  indem 
man  auf  den  Tangenten  des  Krümmungskreises  K  in  P^  und  Pg 
P^  1\  =  h  und  im  entgegengesetzten  Sinn  P^T^  ==  h  abträgt. 
Jetzt  betrachtet  man  die  Kreise  K,  welche  P^T^  in  Tj,  P^T^  in 
Tg  berühren.  K  und  K  haben  dann  zufolge  dieser  Definition  einen 
gemeinsamen  Tangentenschnittpunkt  in  dem  Oskulationspol  von  K. 
Für  den  Mittelpunkt  («,  /S)  und  den  Eadius  9  von  K  folgt: 


V»-x*~+n*-l  l/r,»  +  r,*-l 


Die  Rechnung  ergibt  sodann  für  den  Oskulationspol  (w^,  v^) 
des  Kreises  K  (a,  ß,  q) 

u^==a  —  Q'^-~=^a-rr^,       v^^ß-Qj^  =  b  —  rr^ , 

also  fällt  der  Oskulationspol  von  K  mit  dem  des  entsprechenden 
Kreises  K  zusammen,  und  daraus  folgt,  daß  die  von  K  oskulierten 
Äquitangentialkurven,  die  eine  in  T^,  die  andere  in  T^  oskuliert 
werden,  daß  also  die  Äquitangentialkurven  wieder  gemeinsame  Os- 
hulationshreise  K  haben. 

S che f fers  hat  in  seiner  Arbeit  die  ganze  Theorie  im  Zu- 
sammenhang mit  der  Geometrie  der  Berührungstrans form^tionen 
dargestellt,  während  wir  hier  von  den  zweifach  unendlich  vielen 
Krümmungskreisen  ausgingen.  Man  vergleiche  auch  Lilienthal, 
S.  120  ff. 


Kapitel  XXIV. 
Die  nichtenklidische  Geometrie. 

Von  J.  MölUrup  in  Kopenhagen. 


§  1.   Einleitung. 

Unter  einer  nichteuJcUdischen  Begründung  der  Geometrie  wird 
'ede  vom  Euklidischen  Axiom  (Kap.  I,  §  6)  oder  einem  gleichwertigen 
Axiom  unabhängige  Begründung  der  Geometrie  verstanden.  Den 
[Jrsprung  einer  solchen  Geometrie  bilden  die  zahlreichen  Versuche, 
las  Euklidische  Postulat  zu  beweisen,  die  schon  im  Altertum  be- 
gonnen und  bis  zum  Anfang  des  vorigen  Jahrhunderts  gedauert 
laben.  Diese  Vorgeschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie  ist 
lusführlich  behandelt  in  den  Werken:  Engel  und  Stäckel,  Theorie 
ler  Parallellinien  von  EuJclid  bis  auf  Gauß,  Leipzig  1895,  und 
Bonola-Liebmann,  Die nichteuMidische  Geometrie,  Leipzig  1908. 
Die  erste  wesentKche  Förderung  der  Frage  verdankt  man  Sac eher i 
'1667 — 1733),  Euclides  ab  omni  naevo  vindicatus  etc.,  Mailand 
L733  (Engel-Stäckel  a.  a.  0.);  er  geht  aus  von  der  Betrachtung 
jines  Vierecks  mit  zwei  gegenüberliegenden,  gleichen,  auf  der  Grund- 
inie  senkrechten  Seiten;  je  nachdem  man  annimmt,  daß  die  zwei 
inbekannten  gleichen  Winkel  in  einem  solchen  Viereck  rechte, 
stumpfe  oder  spitze  sind,  gilt  das  gleiche  auch  in  jedem  andern 
Fall.  Dieser  Hauptsatz  wird  aus  Stetigkeitsbetrachtungen  her- 
geleitet; er  ist  mit  dem  folgenden  sogenannten  Legendreschen 
Satze  gleichbedeutend: 

Wenn  in  einem  einzigen  DreiecJc  die  Summe  der  Winkel  gleich, 
nrößer  oder  Meiner  als  zwei  rechte  Winkel  ist,  dann  ist  auch  in 
Zedent  andern  Breieck  die  genannte  Summe  entsprechend  gleich, 
nößrr  oder  kleiner  als  ztvei  rechte  Winkel. 

Dieser  Satz  wurde  von  Lambert  (1728 — 1777),  Theorie 
ler  Parallellinien,  1786,  wiedergefunden  und  neu  bewiesen,  und 
war  auch  ohne  Steiigkeitsbetrachtu/ngen  (vgl.  Dehn,  Math.  Ann. 
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53,  405,  sowie  Bonola,  a.  a.  0.,  S.  33).  Die  Unmöglichkeit  der 
Hypothese  des  stumpfen  Winkels  wurde  unter  Annahme  der  Un- 
endlichkeit der  Geraden  bewiesen;  auch  die  Unmöglichkeit  der 
Hypothese  des  spitzen  Winkels  sollte  als  evident  hingestellt  werden, 
ohne  daß  aber  ein  wirklicher  Beweis  gelang. 

Ungefähr  gleichzeitig  fanden  dann  Gauß  (1777 — 1855, 
WerU  Vni,  175,  182),  Lobatschefsky  (1793—1856)  und 
J.  Bolyai  (1802  —  1 860)  die  Widerspruchslosigkeit  der  Hypothese 
des  spitzen  Winkels  und  damit  eine  dieser  Hypothese  entsprechende 
Geometrie,  bei  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  zwei  Parallele  zu 
derselben  Geraden  möglich  sind.  Die  Arbeiten  von  Lobatschefsky 
sind  die  folgenden:  Über  die  Anfangsgründe  der  Geometrie  (1830), 
Neue  Anfangsgründe  der  G-cometrie  (1835  —38);  vereinigt  in  dem 
Band  von  F.  Engel:  N.  J.  Lobatschefskij,  Zwei  geometrische 
Abhandlungeu  usw.,  Leipzig  1899;  Imaginäre  Geometrie,  1835 
und  Anwendungen  der  imaginären  Geometrie  auf  einige  Integrale, 
1836  (Übersetzung  von  Liebmann,  Abh.  z.  Gesch.  d.  Math.  XIX, 
Leipzig  1904);  Geometrie  imaginaire,  J.  f.  Math.  27,  245;  Geo- 
metrische Untersuchungen  zur  Theorie  der  Parallellinien,  Berlin 
1840  (1887);  Parigeometrie,  übersetzt  von  Liebmann,  Leipzig 
1902  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  30). 

J.  Bolyai  hat  seine  Geometrie  veröffentlicht  in:  Appendix 
scientiam  spatii  absolute  veram  exhibens  etc.  (in  dem  Tentamen 
seines  Vaters),  neu  gedruckt  Budapest  1902. 

Während  in  der  Bolyai-Lobatschefsky sehen  Geometrie 
die  Gerade  unendlich  ist,  hat  Riemann  von  sehr  allgemeinen 
Betrachtungen  ausgehend  zuerst  die  Möglichkeit  der  geschlossenen 
Geraden  in  Betracht  gezogen  und  hierdurch  eine  der  Hypothese 
des  stumpfen  Winkels  entsprechende  Geometrie  gefunden,  in  der 
keine  Parallelen  existieren  {Über  die  Hypothesen,  die  der  Geo- 
metrie zugrunde  liegen,  Werke  2.  Aufl.,  S.  272  (1854)). 

Die  Tatsachen  dieser  nichteuklidischen  Geometrien  wollen 
wir  nach  Cayley  {A  sixth  memoir  upon  quantics,  Phil.  Trans. 
149,  1859,  61,  Collected  math.pap.  2,  561  (1889))  und  besonders 
nach  F.  Klein  (Über  die  sogenannte  nichteuklidische  Geometrie, 
Math.  Ann.  4r,  6,  7,  37,  NichteuUidische  Geometrie  I,  H,  auto- 
graphierte  Vorlesimgen,  Göttingen  (Leipzig)  1893)  mittels  der 
projektiven  Geometrie  darstellen.  Die  axiomatischen  Voraus- 
setzungen sind  dann  die  graphischen  Axiome  und  das  Stetigkeits- 
axiom; es  ist  schon  im  Kap.  VI,  §  1  beschrieben,  wie  man 
sich  nach  Pasch  durch  Einführung  der  idealen  Elemente 
vomParallelenaxiom  unabhängigmachenkann.  Außerdem 
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ist  in  Kap.  VI,  §  3  gezeigt,  wie  man  die  Punkte  einer  Strecke  OEÜ 
ein-eindeutig  den  positiven  Zahlen  und  die  Punkte  der  komple- 
mentären Strecke  den  negativen  Zahlen  entsprechen  lassen  kann. 
Wir  wählen  nun,  um  zur  gewöhnlichen  (Euklidischen) 
Geometrie  zu  gelangen,  zwei  Geraden,  die  sich  in  einem  Punkte 
0  schneiden,  als  X-  und  F- Achse;  die  Punkte  E^  und  U  bzw.  E^ 
und  V  sollen  Einheitspunkt  und  Unendlichkeitsptmkt  von  OX 
bzw.  0  Y  sein.  Der  Pimkt  P  möge  aus  V  bzw.  U  auf  die  X-  bzw. 
Y-Achse  in  P^  bzw.  P^  projiziert  werden;  die  inhomogenen  Koor- 
dinaten von  P  sind  dann  die  reellen  Zahlen  x  und  y,  die  den  Punkten 
Pj  und  Pg  i^  d^^  Koordinatensystemen  OE^U  und  OE^V  ent- 
sprechen. Das  Dreieck  OUV  ist  das  Koordinatendreieck;  der 
Gleichung  einer  Geraden,  die  nicht  durch  Y  geht,  läßt  sich  die 
Form  geben 

y  =  mx  +  c. 

Für  eine  Gerade  durch  den  Anfangspunkt  ist  —  eine  Kon- 
stante. Schneidet  diese  Gerade  die  Gerade  ?7Fin  L,  dann  soll 
auch  für  diesen  Punkt  — -  gleich  derselben  Konstanten  sein,  ob- 
wohl X  und  y  unendlich  werden.  Wir  können  auch  homogene 
Koordinaten  einführen,  wenn  wir 

X  =Y  ^^d  y  ^  t 

setzen;  die  Gleichung  der  tmendlich  fernen  Geraden,  für  deren 
Punkte  wenigstens  eine  der  Koordinanten  x,  y  unendlich  wird, 
ist  dann 

Nunmehr  definieren  wir  nach  den  Formeln  der  Cartesischen 
Geometrie:  sind  {x^y^)  und  (x^y^)  zwei  Punkte,  dann  ist  der 
Abstand  der  beiden  Punkte 


d  =  ]/(a;i  -  x^y  -f  (y^  -  y^Y . 

Sind  y  ==  mx  -\-  a  und  y  =  m^x  -^  a^  die  Gleichungen  zweier 
Geraden  l  und  \,  dann  verstehen  wir  unter  dem  Winkel  {llj) 
den  Ausdruck 


(i/J  =  arctg  - 


wt. 


1  -f-  Wl»»! 

Wir  nennen  zwei  Gerade  parallel,  wenn  sie  die  unendlich 
ferne  Gerade  in  demselben  Punkte  schneiden;  wir  nennen  sie  auf- 
einander senkrecht,  wenn  ihre  Gleichungen  von  der  Form  sind: 
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y  =  mx  -f  a  und  y  = ä:  +  a, 

oder 

y  =  a  und  x  =  a^. 

Nach  diesen  Definitionen  sehen  wir  ohne  Schwierigkeit  ein, 
daß  die  Formeln  für  die  Parallelverschiebung  und  die  Drehung 
des  Koordinatensystems  die  gewöhnlichen  sind;  sodann  zeigt  sich 
auch,  daß  der  Abstand  zweier  Punkte  und  der  Winkel  zweier 
Geraden  unabhängig  vom  Koordinatensystem  werden. 

Wir  können  darauf  die  ganze  Descartessche  Geometrie  auf- 
bauen und  haben  somit  gezeigt,  daß  alle  Tatsachen  dieser  Geo- 
metrie sich  auf  den  graphischen  Axiomen  und  dem  Stetigkeits- 
axiom definitionsmäßig  aufbauen  lassen  ohne  Zuhilfenahme  des 
Parallelenaxioms  oder  der  Kongruenzaxiome. 
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Um  eine  allgemeine  Maßbestimmung  zu  finden,  brauchen  wir 
den  folgenden  Satz  von  Laguerre,  Nouv.  Ann.  (1)  12,  64  (1853): 

Der  Winkel  zweier  Geraden  ist  gleich  —  mal  dem  Logarith- 
mus des  Bojppelverhältnisses,  welches  die  beiden  Geraden  mit  den 
Geraden  aus  ihrem  Schnittpunkte  nach  den  imaginären  unendlich 
fernen  Kreispunkten  bestimmen. 

Es  seien  zunächst  x  und  x'  zwei  Punkte  einer  Geraden,  deren 
Entfernung  zu  bestimmen  ist;  wir  legen  auf  derselben  durch  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  in  den  homogenen  Koordinaten  a;^,  X2 

(1)  2xx  =  «iia;i^  +   2«i2^ia-2  +  «22^2^ 

zwei  Punkte  fest,  die  Fundamentalpunkte  der  Maßbestimmung. 
Sind  diese  |  und  ^' ,  so  definieren  wir  den  Maßunterschied  durch 
die  Gleichung 

(2)  M(xx)  =  k'\og{xxn'), 

wo  (xx''^^')  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  ist.  Durch  diese 
Definition  genügen  wir  der  Eegel  der  Addition: 

M(xx)  +  M(xx")  =  31  (xx")  . 

Die  verschiedenen  möglichen  Fälle  scheiden  sich  dann  wie  folgt: 
1.  Die  elliptische  Maßhestimmwng. 
Es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung  (l)  konjugiert  imaginär: 


r 
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a  +  i&.  Wir  setzen  dann  die  Konstante  der  Maßbestinmaung 
(2)  Je  =  ik\  also 

M(xx')  =  ik'  log  (xx^^')  . 

Jedem  Fundamentalpunkt  entspricht  ein  Bildpunkt  der  kom- 
plexen Zahl  a  +  i&,  und  es  gilt  der  Satz:  Zwei  reelle  Pimlcte  der 
Geraden  haben  eine  reelle  Entfernung;  dieselbe  ist  21c  mal  dem 
Winkel,  den  die  Geraden  aus  dem  komplexen  Büdjmnkt  eines 
Fwndamentalpunktes  nach  den  gegebenen  PunMen  einschließen.  Die 
Länge  der  ganzen  Geraden  ist  2k''jt  und  somit  endlich. 

Die  elliptische  Maßbestimmung  hat  eine  reelle  Periode,  näm- 
lich ik'  •  27ti  =  —  2k''X\  wir  finden  (Klein,  Vorlesungen  S.  73): 

Die  elliptische  Maßbestimmung  auf  der  Geraden  ist  ein  gerad- 
liniger Schnitt  der  gewöhnlichen  Winkelbestimmung  im  Strahlbüschel. 

Die  gewöhnliche  Winkelbestimmung  im  Strahlbüschel  hat 
schon  nach  dem  Satze  von  Laguerre  den  elliptischen  Charakter; 
die  konjugiert  imaginären  Fundamentalstrahlen  sind  die  Strahlen 
nach   den  unendlich   fernen   Kreispunkten,   die  Konstante  k   der 

Maßbestimmung  (2)  ist  —  • 

2.  Die  hyperbolische  Maßbestimmung. 

Es  seien  nun  die  Fundamentalpunkte  §  und  |'  reell;  damit 
die  Entfernung  zweier  reellen  Punkte  zwischen  den  Fundamental- 
punkten reell  wird,  nehmen  wir  jetzt  die  Konstante  k  der  Formel 
(2)  reell  an.  Die  Eichtigkeit  folgender  Tatsachen  ist  leicht  er- 
sichtlich: 

Die  Entfernung  eines  PunJdes  von  einem  Fundamentalpunkte 
ist  unendlich,  die  Gerade  enthält  also  zwei  unendlich  ferne  Punkte. 

Die  reelle  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der  Strecke,  deren 
Endpunkte  die  Fundamentalpunkte  sind,  ist  eindeutig  bestimmt, 
denn  die  Entfernung  hat  hier  eine  imaginäre  Periode  2Ttik. 

Die  Punkte  außerhalb  der  Fundamentalpunkte  haben  eine 
imaginäre  Entfernung  von  den  inneren  Punkten;  sie  werden  bei 
der  Maßgeometrie  als  nichtexistierende  Punkte  aufgefaßt. 

Die  hyperbolische  Maßgeometrie  im  Büschel  enthält  in  der- 
selben Weise  zwei  reelle  Fundamentalstrahlen;  zwischen  diesen 
liegen  die  reellen  Strahlen,  die  einen  reellen  Winkel  bilden. 

3.  Die  parabolische  Maßbestimmung. 
Stellen  wir  uns  vor,   daß  die  Fundamentalpunkte  einander 

unendlich  nahe  rücken  und  daß  die  Konstante  der  Maßbestimmung 
(2)  in  passender  Weise  unendlich  wird,  dann  erhalten  wir  eine 
sogenannte  parabolische  Maßbestimmung,  welche  die  gewöhnliche 
Euklidische  als  Spezialfall  enthält. 
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§  3.  Die  elliptisclie  Maßbestiminuiig  in  den  Grundgebilden 
zweiter  Stufe. 

Wir  machen  uns  zuerst  einige  Begriffe  aus  der  gewöhn- 
lichen analytischen  ßaumgeometrie  geläufig  (vgl.  Kap.  IV).  Die 
absolute  Kegelfläcfie  mit  der  Spitze  im  Anfangspunkt  ist  die  Fläche 

«^  +  2/^  +  ^^  =  0. 

Sind  die  homogenen  Koordinaten  eines  Raumpunktes  (ic,  y, 
z,  i),  dann  ist  i^  =  0  die  Gleichuwg  der  unendlich  fernen  Ehem. 
Dieselbe  schneidet  die  Kegelfläche  in  dem  (unendlich  fernen) 
Kugelkreis.  Die  KreispunJcte  einer  beliebigen  Ebene  sind  die 
Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  dem  Kugelkreise;  die  Kreispunkte 
der  XF- Ebene  werden  durch  «^  +  ^^  =  0,  ^  =  0  bestimmt.  Bei 
einer  beliebigen  orthogonalen  Koordinatentransformation,  die  den 
Anfangspunkt  ungeändert  läßt,  ist  immer 


+  7/2  +  ^;2  =  x^^  +  y^^ 


-r  ^1 


Die  absolute  Kegelfläche  bleibt  also  ungeändert,  ebenso  die 
unendlich  ferne  Ebene  ^  =  0.  Es  werden  dann  auch  die  Kreis- 
punkte einer  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  in  die  Kreispunkte 
der  transformierten  Ebene  transformiert.  Nach  dem  Satze  von 
Laguerre  finden  wir  demnach: 

Der  Winkel  zweier  Geraden  ist  gleich  —  mal  dem  Logarith- 
mus des  Doppelverhältnisses,  welches  die  Geraden  mit  den  Schnitt- 
linien ihrer  Ebene  und  der  absoluten  Kegelfläche,  deren  Spitze  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  ist,  bilden. 

Die  beiden  Geraden  werden  durch  ihre  homogenen  Koordi- 
naten {xyz)  und  (x'y'z')  bestimmt;  (xyz)  und  (x'yz')  sind  dabei 
die  Cartesischen  Koordinaten  zweier  Punkte  der  Geraden.  Ist 
ux  -]-  vy  -\-  WZ  =  0  eine  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  0,  dann 
sind  (uvw)  die  homogenen  Koordinaten  der  Ebene  im  Bündel  0. 
Die  Bedingung  dafür,  daß  die  Ebene  die  absolute  Kegelfläche 
tangiert,  lautet 

u^  -^v"  +  w'^  ==  0. 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  der  absoluten  Kegelfläche  in 
Ebenenkoordinaten.  Bekanntlich  (s.  S.  82)  sind  nun  die  Aus- 
drücke der  Kosinus  des  Winkels  zweier  Geraden  und  des  Winkels 
zweier  Ebenen  dualistisch: 


w 
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xx'  -\-  yy'  -j-  zz' 

y  «>  4- 2/«  4- 2*"  .   y  a;' 2 -|-y' *  +  /"»" 

und 

wm'  -\-  vv  -\-  ww' 


yw^  +  r^  +  tt*  •  yw'* +«'*  +  «;'* 

Zu  dem  Laguerr eschen  Satze  können  wir  dann  auch  den 
entsprechenden  bilden: 

Der  WinJcel  zweier  Ebenen  ist  gleich  —  mal  dem  Logarithmus 

des  Doppelverhältnisses,  welches  die  Ebenen  mit  den  beiden  Ebenen 
bilden,  die  demselben  Büschel  angehören  und  die  absolute  Kegel- 
fläche berühren.  — 

Der  elliptischen  Maßbestimmung  zugrunde  legen  wir  mit 
Cayley  einen  Kegelschnitt,  und  zwar  hier  einen  imaginären  oder 
nullteiligen  d.  h.  einen  Kegelschnitt,  der  von  jeder  reellen  Geraden 
in  zwei  konjugiert  imaginären  Punkten  geschnitten  wird.  Wir 
stellen  den  Kegelschnitt  in  homogenen  Dreieckskoordinaten  dar. 
Das  Koordinatendreieck  sei  ein  Poldreieck.  Die  Gleichung  ist 
dann  bekanntlich 

wobei  «11,  «22»  ^^33  gleiche  Vorzeichen  haben.  Durch  passende 
Wahl  des  Einheitspunktes  wird  sie 

^1     I    ^2    ~r  ^3    =0 
und  in  Linienkoordinaten 

Sind  nun  x  und  x'  zwei  Punkte  und  schneidet  xx'  den  Kegel- 
schnitt in  den  zwei  konjugiert  imaginären  Punkten  '%  und  ^',  dann 
setzen  wir: 

(3)  M{xx')  ==  li  log  {xx'i^),     k  =  ik'; 

hierdurch  erhalten  wir  eine  elliptische  Maßbestimmung  auf  den 
Geraden,  deren  Fundamentalpunkte  |  und  ^'  sind.  Die  Länge 
der  Geraden  ist  also  2k' n. 

Sind  u  und  u'  zwei  Gerade,  v  und  v  die  zwei  konjugiert 
imaginären  Tangenten  aus  dem  Schnittpunkt  an  den  Fundamental- 
kegelschnitt, so  setzen  wir 

[4)  'SSi{uu)  =  xlog  {uu'vv)  ,     X  =  ix'. 

Der  volle  Umkreis  im  Büschel  ist  dann  2%n. 
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Die  Gleichungen  des  fundamentalen  Kegelschnittes  in  Punkt 
und  Linienkoordinaten 

^1^  +  i^2^  +  «3^  =  0    und    u^  +  u^  +  Mg^  «=  0 

können  auch  als  die  Gleichungen  dei'  absoluten  Kegelfläche  in 
Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  aufgefaßt  werden;  {x^x^x^  sind 
entweder  die  homogenen  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene 
oder  die  homogenen  Koordinaten  einer  Geraden  des  Eaumes  durch 
die  Spitze  des  Kegels;  (^MgWg)  sind  entweder  die  homogenen 
Koordinaten  einer  Geraden  der  Ebene  oder  die  Koordinaten  einei 
Ebene  durch  die  Spitze  des  Kegels. 

Nach  dem  L a gu er r eschen  Satze  ist  dann 

^{xx')  =  ^{xx'l'^), 
(5)  M{xx)^'^'ii  '^\xx), 

hier  bedeuten  auf  der  rechten  Seite  x  und  x'  zwei  Punkte  der 
elliptischen  Ebene,  auf  der  linken  Seite  aber  zwei  Gerade  durch 
die  Spitze  des  Kegels.    In  derselben  Weise  wird 

W(uu)  =  2x  ■  -^(uu)^ 

Links  sind  u  und  u  zwei  Ebenen  durch  die  Spitze  des  ab- 
soluten Kegels,  rechts  aber  zwei  Geraden  der  elliptischen  Ebene. 
Betrachten  wir  nun  eine  Kugel  mit  der  Spitze  des  Kegels  als 
Mittelpunkt  und  dem  Radius  1,  dann  ist 

<(a;a;')=  ^  ZX', 

wenn  XX'  der  Hauptkreisbogen  zwischen  den  entsprechenden 
Punkten  der  Kugel  ist;  ebenso  ist 

wo  U  und  U'  die  entsprechenden  größten  Kreise  der  Kugel  sind. 
Auf  diese  Weise  erlangen  wir  das  Hauptergebnis  der  elliptischen 
Geometrie: 

Jedem  Dreieck  der  elliptischen  Ebene  entspricht  ein  Breieck 
der  Kugel;  sind  die  Seiten  und  Winkel  des  ersteren 

so  sind  die  des  letzteren 


5  3.   Die  e 


I  3.   Die  ellipt.  Maßbestimmung  in  den  Grundgebilden  2.  Stufe.     öl3 

M^    M^    M^       m_^    m^    m^^ 

2Ä'      2k'      2k'  2x'      2x'      2x'' 

%r  diese  Größen  gelten  dann  die  Formeln  der  Sphärik. 

Nunmehr  können  wir  der  Kugel  den  Eadius  2Tc  geben; 
lann  ist 

•  XX'  =  2fc'  -^{xx)  =  M{xx'). 

außerdem  setzen  wir  speziell 

2k'  =  1. 

Einem  Dreieck  der  elliptischen  Ebene  mit  den  Seiten  und  Winkeln 

a,  h,  c,  j4,  5,  C 

mtspricht  dann  ein  Dreieck  der  Kugel  mit  denselben  Seiten  und 
Winkeln.     Es  wird  dabei  stets 

;?)  A-\-  B  +  C>n. 

Diese  Beziehung  zwischen  der  elliptischen  Ebene  und  der 
Kugel  ist  indessen  ein-sweideutig;  denn  jedem  Punkt  der  Ebene 
mtspricht  ein  Strahl  des  Bündels  und  deshalb  zwei  diametral 
gegenüberliegende  Punkte  der  Kugel;  die  Gerade  der  Ebene  hat 
iie  Länge  2Ä;'7t,  dagegen  ist  die  Länge  eines  größten  Kreises  der 
iugel  Ak'iT. 

Eine  besonders  einfache  Maßbestimmung  haben  wir,  wenn 
Jer  absolute  Kegelschnitt  der  nullteilige  Kreis 

x^  -\-y^  -h  Ak'^t^  =  0 

rt;  (xyt)  sind  hierbei  homogene  Koordinaten;  der  Radius  des 
[reises  ist  2ik'.  Wir  betrachten  den  absoluten  Kegel,  dessen 
Ipitze  im  Punkte 

a;  =  0,   y  =  0,    ^  =  2k' 

egt;  seine  Gleichung  lautet 

^^■^  +  /  +  {z  —  2k'ty==0. 

ie  Schnittkurve  dieses  Kegels  mit  der  Ebene  2  =  0  ist  der 
)eben  benutzte  Fundamentalkreis. 

Die  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  (O,  0,  2k't)  und  dem  Radius 
k'  berührt  die  X  F-Ebene  im  Anfangspunkt.  Einem  Punkte  oder 
Qer  Geraden  der  elliptischen  Ebene  entspricht  die  Gerade  oder 
bene  des  Büschels,  welche  den  Punkt  oder  die  Gerade  enthält, 
id  damit  auch  ein  Punktepaar  oder  ein  größter  Kreis  der  Kugel. 

Pasc  Sil,  Bepertorium.  II.  3.  Anfl.  33 
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Lassen  wir  Ti  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähert  sich  die  Kug«l  un 
begrenzt  der  Ebene  und  die  elliptische  Geometrie  der  Euklidischen 

Weü  das  Bündel  durch  eine  seiner  Ebenen  nicht  in  zwei  ge 
trennte  Teile  zerfällt^  zerfällt  die  elliptische  Ebene  auch  nicht  durc) 
eine  ihrer  Geraden  in  zwei  getrennte  Halbebenen,  während  du 
Kugel  durch  den  entsprechenden  größten  Kreis  in  zwei  getrermti 
Halbkugeln  zerlegt  wird. 

Es  liegen  nämlich  von  den  Strahlen  des  Bündels,  die  dei 
Bündelscheitel  0  mit  zwei  beliebigen  Punkten  der  elliptischer 
Ebene  verbinden,  immer  zwei  Halbstrahlen  auf  derselben  Seit( 
einer  beliebigen  Ebene  des  Bündels.  Deshalb  liegen  auch  zwe; 
Punkte  Ä  und  B  der  elliptischen  Ebene  immer  auf  derselbe! 
Seite  einer  Geraden  a.  Wollen  wir  Ä  und  B  durch  eine  Streckt 
verbinden,  die  a  nicht  schneidet,  so  wählen  wir  den  Halbstrah! 
OÄ  und  dazu  den  Halbstrahl  OB  oder  den  entgegengesetzten  ii 
der  Weise,  daß  die  zwei  Halbstrahlen  auf  derselben  Seite  de] 
Ebene  {Oa)  liegen,  oder  was  dasselbe  heißt,  daß  sie  die  Kugel  ii 
zwei  Punkten  schneiden,  deren  verbindender  Hauptkreisbogen  der 
Schnittkreis  mit  (Oa)  nicht  schneidet.  Wir  sprechen  diese  Tat 
Sache  so  aus:  Die  elliptische  Ebene  ist  eine  Doppelfläche. 

Wenn  zwei  Flächen  sich  in  der  Weise  aufeinander  beziehei 
lassen,  daß  der  Abstand  zweier  Punkte  der  einen  Fläche  immei 
dem  der  entsprechenden  Punkte  auf  der  anderen  Fläche  gleich  ist 
dann  heißen  die  Flächen  aufeinander  abwickelbar.    Also: 

Die  gewöhnliche  Kugelfläche  ist  auf  die  elliptische  Ebene  ab- 
wickelbar, die  zwei  Flächen  haben  aber  verschiedenen  Zusammenhang 

Der  Ausdruck  des  Bogenelements  ds  muß  auch  für  di( 
zwei  aufeinander  abwickelbaren  Flächen  derselbe  sein.  Die  ellip- 
tische Ebene  denken  wir  uns  als  eine  Tangentialebene  der  Kugel 
welche  von  dieser  letzteren  in  dem  Ursprung  der  Koordinater 
rr,  y  berührt  wird.  Ist  B  der  Radiusvektor  vom  Mittelpunkte  dei 
Kugel  nach  dem  Punkte  (xy)  der  elliptischen  Ebene,  so  haber 
wir,  wie  leicht  ersichtlich, 

dx^  +  dy^  =  .-^,g  ds^  -\-  dli^ 
oder 

ds^  =  ^{dx^  +  dy^  -  dR^). 
Es  ist  aber 

P2  _   {xdx-{-ydyY 
"^        x■'  +  y^'  +  4.k'^' 
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also  findet  man: 


(^+^^) 


ds^  ist  wie  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  eine  homogene  Funk- 
tion zweiten  Grades  von  dx  und  dy\  setzt  man  fc'  =  oo,  so  hat 
man  den  gewöhnlichen  Ausdruck 

ds^  =  dx^  +  dy^. 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  wird  durch  dieselben  Be- 
trachtungen gefunden,  die  man  zur  Bestimmung  des  Dreiecks- 
inhalts auf  der  Kugel  braucht;  es  wird  der  Inhalt  des  Dreiecks 
ABC: 

wo  /  der  Inhalt  der  ganzen  Ebene  ist. 

Die  Möglichkeit  der  elliptischen  Geometrie  ist,  wie  bereits 
erwähnt,  zuerst  von  Riemann  angegeben;  von  speziellen  Arbeiten 
die  sich  der  Riemann  sehen  Arbeit  anschließen,  nennen  wir: 
Lipschitz,  J.  f.  Math.  70,  71  (1869),  71,  274  (1870),. 72,  1 
(1870);  Christoffel, /./".ilfa^Ä.  70,46,241  (1869),  Beltrami, 
Mn.  di  Bat  (2)  2,  232  (1868);  F.  Schur,  Math.  Ann.  27, 
163,  537  (1886). 

Von  speziellen  Arbeiten  über  die  axiomatische  Begründung 
ler  elliptischen  Geometrie  ist  zu  nennen  die  Arbeit  von  G.  Hessen- 
)erg,  Math.  Ann.  61,  173,  in  der  die  elliptische  Geometrie  ohne 
Jtetigkeitsaxiome  unter  Annahme  der  Nichtexistenz  der  Parallelen 
lergeleitet  wird,  ferner  M.  Dehn,  Math.  Ann.  60,  166;  Hjelms- 
ev,  Math.  Ann.  64,  449. 

§  4.  Die  hyperbolische  Maßbestinunung  in  der  Ebene. 

Der  hyperbolischen  Maßbestimmung  legen  wir  einen  ein- 
vMgen  Kegelschnitt  zugrunde,  d,  h.  einen  reellen  Kegelschnitt, 
urch  den  die  Ebene  in  ein  Inneres  und  ein  Äußeres  zerfällt; 
ir  definieren  wie  früher  den  Abstand  zweier  Punkte  ic,  x''. 

))  M {xx)  =  Tc log  {xx'^^) , 

0  ^  und  I'  die  Schnittpunkte  der  Geraden  xx'  mit  dem  funda- 

Ientalen  Kegelschnitt  sind;   Tc  soll  hier  reell  sein.    Ebenso  setzen 
ir  den  Winkel  zweier  Geraden  u,  u: 
33* 
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(10)  Tl{uu)  =  %  log  {uuvv)  , 

wo  V  und  v  die  Tangenten  von  dem  Punkte  (mm')  an  den  funda- 
mentalen Kegelschnitt  sind.    Wir  nehmen  speziell  x  ==  — ;  dann  hat 

SO'i(MM')  die  Periode 

i  

+  Y  •  27ri  =  +  Tt. 

Weil  die  Fundamentalkurve  hier  reell  ist,  sind  für  den  Ab- 
stand folgende  drei  Fälle  zu  imterscheiden: 

1.  Schneidet  {xx^  den  Fundamentalkegelschnitt  in  reellen 
Punkten  ^  und  ^',  und  liegen  x  und  x  innerhalb  der  Sehne  ^^', 
dann  hat  M{xx'^  einen  und  nur  einen  reellen  Wert,  ist  also  ein- 
deutig bestimmt;  werden  x  und  x'  von  |  und  ^  getrennt,  dann 
hat  M{xx)  lauter  imaginäre  Werte;  sind  x  und  x  beide  äußere 
Punkte,  so  hat  der  Abstand  einen  reellen  Wert.  Eückt  x  oder  x' 
in  I  oder  |'  hinein,  dann  wird  der  Abstand  unendlich. 

2.  Berührt  {xx'^  den  Kegelschnitt  in  ^,  so  werden  alle  Ab- 
stände 0,  ausgenommen  wenn  x  oder  x  in  ^  hineinfällt;  im  letzten 
Falle  wird  der  Abstand  unbestimmt. 

3.  Schneidet  (xx)  den  Kegelschnitt  in  konjugiert-imaginären 
Punkten,  dann  ist  der  Abstand  imaginär. 

Wir  denken  uns  deshalb  eine  Geometrie  mit  hyperbolischer 
Maßbestimmwng  im  Imiern  des  fundamentalen  Kegelschnittes;  die 
Punkte  des  Kegelschnittes  gelten  als  unendlich  fern,  und  das  Äußere 
des  Kegelschnittes  wird  nicht  in  Betracht  gezogen  (ist  ein  ima- 
ginäres oder  ideales  Gebiet). 

Nunmehr  betrachten  wir  die  Winkelbestimmung  der  hyper- 
bolischen Geometrie.  Schneiden  sich  zwei  Gerade  u  und  u  im 
Inneren  des  absoluten  Kegelschnittes,   dann  sind  die  Tangenten 

V  und  v'  konjugiert  imaginär  und  — log  (uuvv')  reell;  schneiden 

sich  die  Geraden  außerhalb  des  Kegelschnittes,  wird  das  Doppel- 
verhältnis reell  und  der  Winkel  imaginär.  Schneiden  sich  die 
Geraden  auf  dem  Kegelschnitte,  so  fallen  v  und  v  zusammen,  und 
der  Winkel  ist  0.  Ist  die  eine  Gerade  eine  Tangente,  so  wird 
der  Winkel  unendlich;  geht  außerdem  die  andere  Gerade  durch 
den  Berührungspunkt,  so  wird  der  Winkel  unbestimmt. 

Wir  betrachten  wie, oben  nur  die  Geometrie  im  Inneren  und 
definieren  parallele  Geraden  als  solche,  die  den  Winkel  0  bilden, 
d.  h.  sich  auf  dem  absoluten  Kegelschnitt  schneiden;  es  gilt  dann 
der  Satz: 
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Durch  einen  PimJct  außerhalb  emcr  Geraden  gibt  es  zu  dieser 
zwei  Parallelen. 

Man  verbinde  nämlich  den  Punkt  mit  den  für  eine  reelle 
Gerade  stets  reellen  Punkten,  in  denen  diese  Gerade  den  absoluten 
Kegelschnitt  trifft.  Diese  beiden  Parallelen  trennen  die  durch  den 
Punkt  gehenden  Strahlen,  welche  die  gegebene  Gerade  schneiden, 
von  denen,  welche  sie  nicht  schneiden. 

Wir  legen  nun  der  Maßbestimmung  den  speziellen  Kegelschnitt 

x^  -\-  y^  —  4kH^  =  0 

zugrunde;  weil  seine  Gleichung  aus  der  entsprechenden  Gleichung 
der  elliptischen  Geometrie  S.  513  dadurch  entsteht,  daß  k'^  durch 
—  /f^  ersetzt  wird,  so  folgt,  daß  die  hyperbolische  Geometrie  der 
Ebene  mit  der  sphärischen  Geometrie  auf  einer  imaginären  Ku^el 

2  7c 
mit  dem  JRadius  —r-  identisch  ist.     Demnach  werden  die  Formeln 
t 

der  hyperbolischen  Geometrie  aus  den  elliptischen  dadurch  abgeleitet, 

Je 

daß  Je  durch  -r-  ersetzt  wird. 

i 

Das  hyperbolische  Bogenelemeni  wird  in  dieser  Weise: 


ds^ 


d^.  +  d^._(^^^y_M! 


und  für  k  =  oo 

lim  ds^  =  dx^  -{■  dy^ 


Da   die  Irigonometrie  der  hyperbolischen  Ebene  durch   die 

2  k 

sphärischen   Grundfornieln   einer  Kugel   mit  dem  Radius  —^  be- 
istimmt wird,  haben  wir  die  Formeln: 

ai      .    bi         ■     j       ■    -n 

sm  ^  :  sin  — ,  =  sm  J.  :  sm  B , 

ai  bi         ci    ,      .     bi     .     ei  . 

^°^  'ik^  ^^^Yk  ^°^2yfc  +  ^^^21  ^^^rk  *^°^^  "^^■ 

Um  sie  in  reelle  Gestalt  zu  bringen,  führen  wir  die  hyper- 
bolischen Funktionen  ein: 

a  a 

ai        e~^  +  e^*         ^  a 

«^«2X= 2  =«^2lfe 

a  a 

.     ai        .  e^*  — c     ^*         ,    a 
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Dann  erhalten  wir  das  reelle  Formelsystem: 
(11) 


^^Ä  •  ^^  2l  ■  ^^  Ä  ^  ^^^  ^  •  ^^"^-^  '  ^^^  ^ 


I  ^^  2^  =  «^  2Ä  «^  21  +  '^  ¥k  '^  2k   ^^^  ^  ^^^- 

Aus  diesen  Formeln  folgt  der  Hauptsatz:  Die  Winkelsumme 
eines  hyperbolischen  Dreiecks  ist  Meiner  als  n.     Weil  hier  der 

2  k 
Radius  der  Kugel  =  -^  ist,  findet  man  für  die  Dreiechsfläche  den 

Wert 

(12)  k^(7t  —  Ä-B  —  C). 

Die  Winkelsumme  eines  Dreiecks,  das  dem  fundamentalen 
Kegelschnitte  einbeschrieben  ist,  wird  Null,  und  sein  Inhalt  ist 
konstant  gleich  k^it. 

Zwei  Gerade  u  und  u  bilden  einen  rechten  Winkel  (^Jt), 
wenn  die  eine  durch  den  Pol  der  anderen  in  besug  auf  den  ab- 
soluten Kegelschnitt  geht. 

Die  Lote  einer  Geraden  schneiden  sich  sämtlich  in  dem  Pole 
dieser  Geraden.  Eine  Gerade  und  zwei  ihrer  Lote  bilden  aber 
kein  eigentliches  Dreieck. 

Der  hyperbolische  Kreis,  d.  h.  der  Ort  der  Punkte,  die  um 
einen  konstanten  Abstand  von  einem  gegebenen  Punkte,  dem  Mittel- 
punkte 0,  entfernt  sind,  ist  ein  Kegelschnitt,  der  den  Fundamental- 
kegelschnitt C  in  den  Beriihrungspu/nkten  der  an  ihn  aus  dem 
Mittelpunkte  0  gelegten  Tangenten  doppelt  berührt. 

Die  Polare  von  0  sei  o;  die  zweimal  gezählte  Polare  ist 
selbst  ein  hyperbolischer  Kreis  um  0,  weil  das  Doppelverhältnis 
mit  0  für  einen  Punkt  der  Polare  —  1,  die  Entfernung  also 
kni  wird.  Ist  K  ein  Kegelschnitt,  der  den  absoluten  in  den 
Schnittpunkten  der  Polaren  berührt,  so  sind  die  Kegelschnitte 
homologe  Figuren  in  einer  ebenen  Perspektiven  Kollineation,  von 
der  die  Polare  o  die  Homologieachse  und  0  der  Mittelpunkt  ist. 
Es  ist  dann 

{ox'it,')  =  (oo^i^j^/)  =  (ox'^"^)  =  (oa;/^-/^- 

Zwei  Gerade  durch  0  schneiden  k  in  x,  x'  und  x^,  x^,  C  in 
^,  ^  und  li,  '%{ .  Der  Kreis  ist  durch  seinen  Mittelpunkt  und 
einen  Punkt  auf  ihm  bestimmt,  weil  die  doppeltberührenden  Kegel- 
schnitte mit  bestimmten  Berührungspunkten  ein  Büschel  bilden. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Der  Mittelpunkt  liegt  außerhalb  C. 
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Wir  beginnen  das  System  der  Kreise  mit  der  doppelt  ge- 
zählten Berührungssehne;  an  diese  schließen  sich  zuerst  flache, 
dann  immer  weiter  werdende  Ellipsen  an,  die  schließlich  in  den 
absoluten  Kegelschnitt  für  einen  unendlich  großen  Radius  über- 
gehen. Weiterhin  folgen  (für  imaginäre  Werte  des  Radius)  noch 
mehr  Ellipsen,  die  dann  mit  einer  Parabel  als  Zwischenlage  in 
Hyperbeln  übergehen,  diese  ihrerseits  gehen  durch  das  Tangenten- 
paar in  die  konjugierten  Hyperbeln  über  und  konvergieren  end- 
lich gegen  die  doppelt  gezählte  Verlängerung  der  Berührungssehne. 

Betrachten  wir  nur  die  Punkte  im  Inneren  des  absoluten 
Kegelschnittes  als  reell,  so  existiert  in  diesem  Falle  kein  reeller 
Mittelpunkt,  diese  Kreise  sind  sogen,  äquidistante  Kurven:  sie  sind 
gegeben  als  die  Linien,  welche  die  nach  einem  imaginären  Punkte 
(außerhalb  des  absoluten  Kegelschnittes)  konvergierenden,  d.  h.  die 
auf  einer  geraden  Linie  (der  Berührungssehne)  senkrecht  stehen- 
den Strahlen  rechtwinklig  schneiden. 

2.  Der  Mittelpunkt  liegt  auf  C. 

Die  Kreise  berühren  dann  C  in  0  vierpunktig;  die  im  reellen 
Gebiet  bleibenden  Kreise  sind  Ellipsen,  die  in  C  ausmünden;  dann 
folgen  im  idealen  Gebiet  noch  weitere  Ellipsen,  die  vermittelst 
einer  Parabel  in  Hyperbeln  übergehen.  Diese  ziehen  sich  schließ- 
lich in  die  doppelt  zählende  Polare  von  0,  d.  h.  die  Tangente  in 
diesem  Punkt,  zusammen.  Weil  0  von  allen  Punkten  der  Peri- 
pherie unendlich  weit  entfernt  ist,  nennt  man  diese  Kurven  Grens- 
kreise  oder  Horosykeln. 

3.  Der  Mittelpunkt  liegt  innerhalb  C. 

Die  Doppelberührung  findet  in  imaginären  Punkten  statt; 
die  Kreise  verlaufen  wie  gewöhnliche  Kreise  um  0,  die  schließlich 
in  C  übergehen.  Diese  im  Innern  von  G  verlaufenden  Kurven  sind 
die  eigentlichen  Kreise  der  hyperbolischen  Geometrie. 

Das  Spiegelbild  x  eines  Punktes  x  in  bemg  auf  eine  Gerade 
0  und  der  Punkt  x  trennen  den  Pol  und  den  Schnittpunkt  p  von 
xx'  und  0  harmonisch. 

0  ist  also  die  Spiegelungsachse  der  hyperbolischen  Kreise  mit 
dem  Mittelpimkt  0. 

§  5.    Dio  hyperbolisclien  Bewegungen. 

Eine  Bewegungstransformation  führt  jede  Figur  in  eine  kon- 
gruente Figur  über,  und  umgekehrt  sind  kongruente  Figuren  solche, 
iie  durch  eine  Bewegungstransformation  in  einander  übergeführt 
werden   können.     In    der  hyperbolischen  Geometrie  sind  die  Be- 
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wegungstransformationen  definiert  als  die  kollinearen  Trans- 
formationen, die  den  absoluten  Kegelschnitt  invariant  lassen. 
Eine  beliebige  kollineare  Transformation  enthält  acht  unab- 
hängige Parameter;  soll  ein  gegebener  Kegelschnitt  in  sich  trans- 
formiert werden,  so  entstehen  zwischen  den  acht  Parametern  fünf 
Gleichungen.  Also:  Es  gibt  oo^  projeJdive  TransformaHonen,  die 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  in  sich  überführen. 

Wird  ein  Kegelschnitt  durch  eine  projektive  Transformation 
in  sich  übergeführt^  so  bleiben  im  allgemeinen  zwei  (reelle,  imaginäre 
oder  zusammenfallende)  Pu/nMe  des  Kegelschnittes  fest 

Es  müssen  dann  auch  die  Tangenten  der  invarianten  Punkte 
des  Kegelschnittes  invariant  sein;  der  Schnittpunkt  derselben  ist 
der  dritte  invariante  Punkt  der  Ebene.  Speziell  können  die  drei 
Punkte  in  einem  Punkt  des  Kegelschnittes  zusammenfallen.  Sind 
die  zwei  Punkte  reell,  dann  ist  der  dritte  ein  äußerer  Punkt; 
sind  die  zwei  Punkte  konjugiert  imaginär,  so  ist  der  dritte  Punkt 
ein  innerer  (reeller).  Also:  Jede  hyperbolische  Bewegung  ist  eine 
DrehuMg  um  einen  festen  PuMkt.    Dieser  ist  der  dritte  Punkt. 

Ist  dieser  Punkt  reell,  so  haben  wir  Kreise  dei'selben  Art 
wie  die  Euklidischen;  die  Bewegung  wird  periodisch.  Gehört  der 
dritte  Punkt  dem  Kegelschnitte  an,  so  beschreibt  der  bewegte 
Punkt  einen  Horozykel  und  erreicht  nie  wieder  den  Ausgangspunkt. 
Liegt  endlich  der  dritte  Punkt  außerhalb  des  fundamentalen  Kegel- 
schnittes, so  beschreiben  die  Punkte  äquidistante  Kurven;  die 
Polare  des  festen  Punktes  wird  in  sich  selbst  verschoben. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  der  Euklidischen  und  der 
hyperbolischen  Bewegungen  liegt  in  der  Tatsache,  daß  in  der 
hyperbolischen  Ebene  jede  Transformation,  welche  den  absoluten 
Kegelschnitt  ungeändert  läßt,  eine  Bewegung  ist.  In  der  Euklid- 
ischen Ebene  ist  der  absolute  Kegelschnitt  das  Paar  der  Kreis- 
punkte; es  ist  aber  nicht  jede  Transformation,  welche  die  Kreis- 
punkte in  sich  überführt,  eine  Bewegung;  vielmehr  läßt  auch  die 
Ähnlichkeiistransformation  die  Kreispunkte  ungeändert  (vgl.  Eugen 
Meyer,  über  die  Kongruenzaxiome  der  Geometrie,  Math.  Ann. 
64,  197). 

Den  ersten  Aufbau  der  hyperbolischen  Geometrie  verdanken 
wir  Lobatschefsky  und  J.  Bolyai  (vgl.  §  l).  Von  Arbeiten 
über  diese  Geometrie  nennen  wir  außer  den  hier  benutzten  von 
F.  Klein  die  folgenden: 

D.  Hilbert:  Neue  Begründung  der  Bolyai-Lobatschef- 
sTcyschen  Geometrie  {Math.  Ann.  57,  137,  Grundlagen  der  Geo- 
metrie, Anhang  III).   Hier  werden  die  Tatsachen  der  hyperbolischen 
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Geometrie  ohne  den  StetigJceitsbegriff,  aber  unter  Annahme  des 
hyperbolischen  Parallelenaxioms  hergeleitet;  dieses  letztere  postu- 
liert die  Existenz  der  zwei  Parallelen. 

Mit  dieser  Arbeit  sind  zu  vergleichen:  F.  Schur,  Math.  Ann. 
59,  314,  und  J.  Hjelmslev,  Math.  Ann.  64,  449;  Liebmann, 
Math.  Ann.  59,  110. 

Ausführliche  Darstellungen  dieser  Geometrie  finden  sich  in: 
Gerard,  Sur  la  geometrie  noneuclidienne,  These,  Paris  1892;  Job. 
Petersen  (Hjelmslev),  Nyt  TidssJcrift  for  Math.,  13,  B,  25 
(1902). 

§  6.   Andere  Verwirklichungen  der  niohteuklidischen 
Geometrie. 

1.  Wir  haben  im  vorhergehenden  gesehen,  daß  die  elliptische 
Geometrie   mit   der  Geometrie  auf  einer  Kugel  mit  dem  Radius 

2k'  übereinstimmt;  das  Gaiißische  Krümmungsmaß  ist  hier  jpi, 

also  positiv.    Dagegen  hat  die  hyperbolische  Geometrie  negatives 

Krümmungsmaß :  —  -— ^tj  ;  die  parabolische  (Euklidische)  Geometrie 

hat  die  Krümmung  0.  Wir  wollen  hier  auf  die  Verwirklichung 
der  nichteuklidischen  Geometrien  auf  den  Flächen  mit  konstanter 
negativer  oder  positiver  Krümmung  nicht  näher  eingehen  und  be- 
gnügen uns  mit  folgenden  Literaturangaben:  Beltrami,  Saggio 
di  vnterpretazione  della  geometria  noneuclidea,  G-iorn.  di  mat.  VI, 
1868.  Bianchi,  Lezioni  di  geometria  differenziale,  1886,  deutsch 
von  Lukat,  1899,  Kap.  XVI.  Hubert,  Über  Flächen  von  kon- 
stanter Gaußscher  Krümmung,  Grundlagen,  Anhang  V. 

2.  Man  hat  die  nichteuklidische  Geometrie  innerhalb  der 
Euklidischen  in  der  Weise  aufgebaut,  daß  man  die  Geometrie 
eines  Kugelgebüsches,  d.  h.  die  Menge  der  Kugeln,  die  in  einem 
Punkte  0  dieselbe  Potenz  haben,  in  Betracht  zieht. 

:  Wie  dann  die  drei  Geometrien  in   der  Weise  entstehen,  daß 

I  man  die  verschiedenen  Gebilde  des  Gebüsches  als  Punkte,  Geraden 
und  Ebenen  definiert,  findet  man  in  Web er-Well stein,  Enzy- 
klopädie der  elementaren  Geometrie,  2.  Band  (Wellstein)  ent- 
wickelt. 

3.  Endlich  bemerken  wir  noch,  daß  die  Untersuchungen  von 
Eiemann  und  Helmholtz  (über  die  Tatsachen,  die  der  Geo- 
metrie zugrunde  liegen,  1868,  und  Über  den  Ursprung  und  die 
Bedeutu/ng  der  geometrischen  Axiome,  Vorträge  und  Reden  II,  1884) 
L  i  e  veranlaßt  haben,  das  Problem  der  axiomatischen  Behandlung 
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der  Geometrie  unter  Voranstellung  des  Gruppenbegriffes  in  Angriff 
zu  nehmen  (Lie-Engel,  Theorie  der  Transformationsgruppen  EEI, 
Abt.  5);  er  wurde  zu  einem  System  von  Axiomen  geführt,  von 
denen  er  mittels  seiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  nach- 
wies, daß  sie  zum  Aufbau  der  Geometrie  hinreichend  sind. 

In  ähnlichem  Sinne  hat  D.  Hubert  eine  Arbeit:  Über  die 
Grtmdlagen  der  Geometrie  veröffentlicht  {Math.  Ann.  56,  381, 
Grimdlagen,  Anh.  IV). 

§  7.   Die  nichtarchimedisehen  nichteuklidischen 
Geometrien  nach  P.  Schur. 

Im  vorhergehenden  wurde  die  nichteuklidische  Geometrie 
mittels  des  Stetigkeitspostulats  aufgebaut;  wie  aber  im  Kap.  I, 
§  7  gezeigt  wurde,  daß  die  Elementargeometrie  sich  im  wesent- 
lichen ohne  Stetigkeitspostulat  begründen  läßt,  so  zeigt  sich  auch 
die  allgemeinere  Geometrie,  die  durch  Ersetzung  des  Parallelen- 
axioms mit  einer  Theorie  der  idealen  Elemente  entsteht,  in  ge- 
wissem Sinne  von  den  Stetigkeitsvoraussetzungen  unabhängig. 
In  der  Tat  läßt  sich  ähnlich  wie  in  Kap.  VI,  §  1  die  projektive 
Geometrie  aufbauen,  indem  das  StetigJceitsaxiom  durch  die  Annahme 
der  Gültigkeit  des  Pascal  sehen  Satzes  ersetzt  wird.  Die  Voraus- 
setzungen sind  dann  die  graphischen  Axiome  und  der  Pascalsche 
Satz ;  aus  diesen  bildet  der  Fundamen talsatz  der  projektiven  Geo- 
metrie (Kap.  VI,  §  1)  eine  Folgerung. 

Die  nachfolgende  analytische  Geometrie  verdankt  man 
F.  Schur  (Math.  Ann.  55,  286).  Schur  setzt  in  diesen  die  Kon- 
gruenzaxiome voraus;  erstens  hat  er,  um  ohne  Stetigkeitsaxiom  den 
Pascal  sehen  Satz  zu  beweisen,  die  Kongruenz  henutzt  {Math.  Ann. 
51,  401),  und  zweitens  braucht  die  analytische  Geometrie,  wie  er 
sie  gibt,  die  Kongruenzbegriffe.  Es  stellt  sich  aber  heraus,  daß, 
wenn  der  Pascalsche  Satz  einmal  vorausgesetzt  wird,  die  Kon- 
gruenzbegriffe  sich  auf  einfache  Art  definieren  und  darauf  die 
Kongruenzsätze  beweisen  lassen.  Eine  dementsprechende  Um- 
formung der  Sc  hur  sehen  Arbeit  ist  es,  was  wir  hier  geben. 

Wir  führen  wie  in  §  1  eine  Koordinatengeometrie  ein;  es 
seien  der  Anfangspunkt  0,  die  Einheitspunkte  auf  den  Achsen  E 
und  F,  die  ünendlichkeitspunkte  U  und  V.  Wir  bestimmen  nun 
auf  jeder  Geraden  eine  feste  Involution  in  folgender  Weise :  Auf 
der  X-Achse  nehmen  wir  eine  Involution  mit  den  entsprechenden 
Punkten  0  und  ü,  E  und  E\  wo  E'  beliebig  gewählt  ist.  Dann 
ist  nach  der  in  Kap.  VI,  §  3  angedeuteten  Rechnung  mit  Doppel- 
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Verhältnissen  oder  Würfen  (v.  St  au  dt),  wenn  Ä  und  Ä'  korre- 
spondierende Punkte  sind, 

{UOEÄ)  A  (pUFfÄ)  A  {UOA'E') 
oder 

{UOEÄ)  •  {UOEÄ)  =  {UOEE'),  also 

(1)  {OÄ)  ■  {OÄ)  =  {OE')  =  K. 

Wenn  mithin  AÄ'  irgendein  Paar  korrespondierender  PimJcte 
sind,  so  ist  das  Produkt  {OÄ)  •  {OÄ)  konstant.  Auf  der  Y- 
Achse  sollen  0  und  7,  F  und  F"  korrespondierende  Punkte  sein, 
wenn 

{UOEE')  A  {VOFF'). 

Sind  dann  B  und  B'  beliebige  korrespondierende  Punkte  auf  der 
y-Achse,  so  ist  auch  hier 

{OB)  ■  {OB')  =  K. 

K  kann  sowohl  positiv  als  negativ  sein. 

Im  folgenden  verwerten  wir  besonders  die  Formel 

(A  arm     iO(^-(0^) .  {0G)-{0B) 

^        ^^      {OD)  — {DA)-  {OB)  — {OB)' 

Bevor  wir  aber  die  Involution  auf  einer  beliebigen  Geraden  be- 
stimmen, wollen  wir  die  Gleichung  der  Geraden  ableiten.  Sind 
P==i  {xy),  Pj  ^  (ic^,  yj),  P^  ^  (ajg,  y^  drei  Punkte  einer  Geraden, 
welche  die  Gerade   UV  in  W  schneidet,  so  ist 

{wpp.p^)  A  {UQQM  A  {vbb,r;)  =  ^; 

Qi  Q\i  Qi  ^^^  ^1  1^11  -^2  ^^^^  ^^^  Projektionen  von  P,  P^,  Pg 
aus  V  auf  die  X-Achse  und  aus  U  auf  die  F-Achse.  Es  wird 
dann 

A=»?J=^  =  ^Zlll  oder 

/./,  x  —  x^     y  —  Vi 

und  dies  sind  die  Gleichungen  der  Geraden.  Der  konjugierte 
Punkt  wird  im  folgenden  immer  durch  einen  angesetzten  Akzent 
bezeichnet.  Die  Pola/re  des  Punktes  Q  der  X-Achse  ist  die  Gerade 
VQ';  die  Polare  des  Punktes  B  der  Y-Achse  ist  die  Gerade  UB-, 
die  Polare  von  P^  ^  (^i2/i)  ist  die  Gerade  Q^' B^.    Es  wird 

(0(2/)  =  <  =  ^;    (OJZ/)  =  .//  =  f ; 
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die  Gleichung  der  Polare  ist  also 

(3)  xx^  +  2/2/1  =  K 

Ntm  wird  auf  einer  beliebigen  Geraden  die  Involution  da- 
durch bestimmt,  daß  jedem  Punkte  der  SchnittpvMki  der  Geraden 
mit  der  Polaren  des  Punktes  zugeordnet  wird.    Seien  dann 

(I)  ax  +  by  =  K, 

(II)  cx-^  dij  =  E, 

zwei  Gerade,  so  \&i  .{cd)  der  Pol  der  Geraden  (II);  dieser  Punkt 
gehört  der  Geraden  (l)  an,  wenn 

(4)  ac  +  bd  =  K; 

(cc?)  und  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 

K{d  —  b)        K(a  —  c) 
ad  —  fcc  '       ad  —  bc 

sind  konjugiert.  Ebenso  gehört  der  Punkt  (ab)  der  Geraden  (II) 
an  und  ist  demselben  Schnittpunkte  konjugiert.  Ist  die  Bedingung 
(4)  erfüllt,  dann  heißen  die  Geraden  (I)  und  (II)  aufeinander  senk- 
recht; durch  jeden  Pimkt  einer  Geraden  geht  eine  und  nur  eine 
Senkrechte.    Betrachten  wir  zwei  Geraden  durch  den  Anfangspunkt 

ax  —  y  =  0     ex  —  y  =  0  ^ 

so  heißen  sie  aufeinander  senkrecht  oder  konjugiert,  wenn 

ac  +  1  =  0; 

hierdurch  wird  die  Involution  auf  der  Geraden  U  V  bestimmt. 

Um  nun  die  projektive  Strecke  (P^P^),  wobei  P^  und  Pg 
beliebige  Punkte  sind,  zu  definieren,  setzen  wir 

(SOUS')  7\  (p.p.Xp,'), 

wo  S  und  S'  zwei  konjugierte  Punkte  der  X-Achse  sind,  die  sich 
eben  durch  diese  Beziehung  bestimmen  lassen.  Ist  nämlich  W 
der  Schnittpunkt  (UV,  P^P^),  dann  ist 

WO 

^1^  +  2/1^  -  -2^  =  ^1  (a^ii^a  +  2/1%  -  -^), 

^1^2  +  2/l^2  —  -ff  =  -^2  (a-g^  +  2/2^  -  -ff)  • 
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Es  ist  also 

youuoj        (05f')-(0fif)        K—s* 


wenn  (OS)  =-  s.    Daraus  folgt 

(r,\         ,2  _  (a^i  —  ^^iY  -T  (yi  —  ytY  —  ^ (^i y^  —  ^^ Vx? 

^'  {\--k{x,x,-Yy,y,)V 

•        7  1 

worin  «  =  -^  • 

Wir  setzen  jetzt  definitionsweise: 

{P^l\)  =  {OS)^s. 

Wird  diese  Formel  auch  auf  A;  =  0  ausgedehnt,  so  geht  sie  in  die 
Formel  der  gewöhnlichen  (Cartesischen)  analytischen  Geometrie 
über: 

«^  =  (^1-^2)^  +  {vi—y^f- 

Weil  nun  die  Gleichung  (5)  hinsichtlich  x^  und  y^  vom  zweiten 
Grade  ist,  sehen  wir,  daß  es  zwei  Punkte  der  Geraden  gibt,  deren 
Abstand  von  Pj  gleich  s  sind.  Weil  aber  die  Werte  von  s  nicht 
rational  sind,  wird  hier  ein  neues  Existenzaxiom  vorausgesetzt. 
Hiermit  ist  der  Begriff  der  Strechenkongruenz  festgelegt.  Speziell 
haben  wir: 

(0P)^  =  ^^  +  /;    (^^)'  =  r-rW- 

Um  jetzt  auch  den  Begriff  der  Winkelkongruenz  festzulegen, 
betrachten  wir  zuerst  Winkel,  deren  Spitze  0  und  deren  fester 
erster  Schenkel  die  X-Achse  ist.  Wir  ziehen  die  Gerade  VE, 
wählen  auf  ihr  zwei  beliebige  Punkte  A  und  B  aus  und  betrachten 
die  Winkel  EOA  und  EOB.  Die  Strahlen  durch  0  bilden  nach 
dem  Vorhergehenden  eine  feste  Involution  von  paarweise  auf- 
einander senkrechten  Geraden;  dadurch  werden  auch  die  Punkte 
der  Geraden  VE  paarweise  involutorisch  konjugiert:  (AA'\ 
{BB')  usw.  Wir  bestimmen  nuM  (vgl.  die  Bestimmung  der  Punkte 
8  und  <S'  im  vorhergehenden)  die  Punkte  C  und  C  derart,  daß 

(VEB'B)  A  {A'AC'C); 

dann  heißt  der  Winkel  EOG  die  Summe  der  Winkel  EOA  und 
EOB.  Dieselbe  Beziehung  ist  uns  auch  das  Kennzeichen  dafür, 
daß  die  Winkel  EOA  und  BOC  gleich  sind.    Speziell  haben  wir 
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als  Kriterium  dafür,  daß  der  rechte  Winkel  ÄOA  dem  Winkel 
EOV  gleich  ist: 

{YEAÄ)  A  {EVÄÄ). 

Weil  nun  die  Geraden  OA  und  0A\  OB  und  OB',  0(7  und  OC 
aufeinander  senkrecht  stehen,  ist 

aa  =  &6'  =«=  cc'  =  —  1 , 

wenn  a,  «',  &,  &',  c,  c'  die  Ordinaten  der  Punkte  sind.  Werden 
die  Punkte  von  (7  auf  die  T- Achse  in  A^A^B^B^O^Q^  projiziert, 
so  wird 

{yob^b^^{a;a,c;c^ 

oder 

_  7,2  =  _    (c  —  «)' 

(l  +  ac)*' 
woraus 

,  c  —  a 

\-\-ac 

folgt,  damit  für  a  =  0  auch  &  =  c  resultiere.  Somit  finden  wir 
(6)  o=iy-^,. 

Wir  stellen  nunmehr  mit  Schur  die  weitere  Definition  auf: 
Unter  dem  Kosinus  und  dem  Sinus  eines  Winicels  g>  =  '^  XOP 

versteht  man  die  Abszisse  und   die  Ordinate  des  Punktes  P  mit 

dem  Radiusvektor  (OP)  =  1 . 

Ist  A   der   Schnittpunkt  (OP,  VE),  (OP^)  =  cos  ^  EOP, 

(OP2)  =  sin  ^EOP,  so  wird 

(UOP,E)  =  (VOP,A,)', 
hieraus  ergibt  sich 

^=  (^^*)    oder   (0^2)  =  tga. 
cos  cc         sin  a  \       //         0 

Nach  der  Formel  (6)  ist  dann 

W  *«(«  +  «  =  -.'?^^i^- 

woraus  sich  die  übrigen  Additionstheoreme  leicht  ergeben.  In 
diesen  goniometrischen  Formeln  ist  in  der  Tat  die  ganze  Lehre 
von  der  Winkelkongruenz  enthalten.  Insbesondere  sehen  wir,  daß 
die  Formeln  für  die  Drehung  des  Koordinatensystems  genau  so 
lauten  wie  in  der  gewöhnlichen  Geometrie. 
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Was  die  Formeln  der  Koordinatenverschiebung  betrifft,  so 
brauchen  wir  nur  diejenigen  für  die  Verlegung  des  Anfangspunktes 
nach  einem  Punkte  0'  auf  der  Achse  OX  mit  der  Abzisse  a  zu 
geben.  Die  F- Achse  wird  hiernach  die  Achse  (JfY.  Zunächst  er- 
gibt sich  aus  (5) 

Weiter  folgt 

wo  7},  die  Ordinate  von  H'  im  alten  Systeme,  sich  dadurch  er- 
gibt, daß  die  drei  Punkte  («»7),  (ic«/)  und  {a  6)  in  einer  Geraden 
liegen,  d.  h. 

X—  J--        a        — 
ka  ka 

ist.    Dann  sind  die  Formeln  der  Koordinatenverschiebung 

(8)  x'  =  ^  "7-^-      y  =  yV^Ia^ . 

1  —  kax  1  —  kax 

Es  sind  nun  die  Formeln  der  nichteuklidischen  Dreieckslehre 
ohne  Schwierigkeit  ableitbar,  und  wir  haben  so  die  Geometrie 
ohne  direkte  Benutzung  der  Stetigkeit  auf  Grund  der  graphischen 
Axiome  und  des  Pascal  sehen  Satzes  definitionsweise  vollständig 
aufgebaut. 

Die  Annahme  der  Gültigheit  des  Pascalschen  Satzes,  die  für 
die   vorhergehenden  Ausführungen   grundlegend  war,   kann  nach 
F.  Schur  {3Iaih.  Ann.  51,  401)  durch  die  Kongruenzaxiome  er- 
isetzt  werden.    Dandelin  hat  bewiesen,  daß  der  Pascalsche  Satz 
I  für  das  Geradenpaar  sich  auf  den  folgenden  Satz  zurückführen  läßt: 
Durch  die  PimJcte  zweier  Geraden  g  und  g'  derselben  Ebene 
Tcönnen  zwei  Scharen  von  Geraden  so  gelegt  werden.^  daß  zwei  Ge- 
raden verschiedener  Scharen  stets  derselben  Ebene  angehören^  zwei 
Geraden  derselben  Schar  hingegen  nicht. 

Um  diesen  Satz  mittels  der  Kongruenzaxiome  beweisen  zu 
können,  braucht  Schur  eine  räwmUche  Theorie  der  Spiegdimgeny 
die  aus  den  folgenden  Sätzen  besteht: 

1.  Das  Spiegelbild  SP=  P'  jedes  Punktes  P  hat  wiederum 
den  Punkt  P  zimi  Spiegelbilde,  d.  h.  es  ist  SSP  ==>  P;  jeder  Punkt 
der  spiegelnden  Ebene  a  ist  sein  eigenes  Spiegelbild. 

2.  Das   Spiegelbild  jeder   Strecke    ist   eine   ihr  kongruente 
itrecke. 
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3.  Das  Spiegelbild  g  jeder  Geraden  g  schneidet  sich  mit  dem 
Originale  auf  der  spiegelnden  Ebene  (in  einem  eigentlichen  oder 
uneigentlichen  Punkte),  d.  h.  es  ist  {g^  ß)  =  (^Sg,  a). 

4.  Die  Aufeinanderfolge  dreier  Spiegelungen  an  drei  Ebenen 
durch  dieselbe  Achse  a  kann  ersetzt  werden  durch  eine  einzige 
Spiegelung  an  einer  Ebene  durch  dieselbe  Achse,  d.  h.  es  wird 

5.  Zwei  gerade  Linien  g  und  g\  die  einen  eigentlichen  Punkt 
S  gemein  haben,  können  stets  durch  eine  Spiegelung  S  ineinander 
übergeführt  werden. 

Nachdem  wir  hier  den  Beweis  des  Pascalschen  Satzes 
skizziert  haben,  sind  die  ferneren  Ausführungen  von  F.  Schur 
uns  schon  bekannt;  sie  werden  hier  dadurch  vereinfacht,  daß  die 
Kongruenzbegriffe  von  vornherein  angenommen  werden.  Ein  aus- 
führlicher Aufbau  der  Geometrie  auf  Grund  der  graphischen  Axi- 
ome und  der  Axiome  der  Kongruenz  findet  sich  in  dem  neuerdings 
erschienenen  Buche  von  F.  Schur,  Grwndlagen  der  Geometrie, 
Leipzig  1909. 

§  8.   Die  nichtarchimedisclie  Geometrie  nach  M.  Dehn. 

Auch  Dehn  braucht  {Die  Legendr  eschen  Sätze  über  die 
Winkelsumme  im  Dreieck,  Math.  Ann,  53,  405)  wie  Schur  die 
mittels  des  Raumes  ausgebildete  Theorie  der  idealen  Elemente; 
die  Axiome,  die  seinen  Ausführungen  zugrunde  liegen,  sind  somit 
sämtliche  projektiven  Axiome  und  die  Kongruenzaxiome.  Wir 
lieben  hervor,  daß  Dehn  nur  von  einer  ebenen  Kongruenzlehre 
Gebrauch  macht 

Aus  dem  Desargues sehen  Satze  und  aus  den  elementaren 
Sätzen  von  dem  rechten  Winkel  leitet  man  die  Sätze  her: 

Alle  Senkrechten  auf  einer  Geraden  schneiden  sich  in  einem 
(idealen)  Pu/nkte,  dem^  Pol  der  Geraden. 

Die  Pole  aller  der  Geraden,  die  durch  einen  eigentlichen  Punkt 
0  gehen,,  liegen  auf  einer  (idealen)  Geraden,  und  jeder  Punkt  dieser 
Geraden  ist  Pol  einer  Geraden  durch  0. 

Wir  können  nun  die  Polare  eines  eigentlichen  Punktes  0  in 
der  Weise  auszeichnen,  daß  wir  zwei  Geraden  parallel  nennen, 
wenn  sie  sich  in  einem  Punkte  von  o  schneiden.  Betrachten  wir 
dann  alle  eigentlichen  und  idealen  Punkte  mit  Ausnahme  der 
Punkte  von  o  und  ebenso  alle  eigentlichen  und  idealen  Geraden 
mit  Ausnahme  von  o  als  wirklich,  dann  entsteht  eine  Geometrie, 
in  der  auch  das  Parallelenaxiom  gültig  ist.    Dehn  nennt  diese 
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Geometrie  Pscudogeometrie.  Es  ist  eine  einfache  Folge  des 
Desargu  es  sehen  Satzes,  daß,  wenn  zwei  Strecken  aus  derselben 
dritten  durch  Parallelverschiebung  entstehen,  sie  sich  auch  in- 
einander parallel  verschieben  lassen. 

Es  ist  nun  ersichtlich,  was  wir  in  der  Pseudogeometrie  unter 
Kongruenz  zu  verstehen  haben.  Die  KongruenzbegrifFe  in  der 
ursprünglichen  Geometrie  und  in  der  Pseudogeometrie  sollen  in 
dem  Falle  identisch  sein,  wo  es  sich  um  Strecken  mit  dem  Anfangs- 
punkt 0  oder  um  Winkel  mit  dem  Scheitelpunkt  0  handelt.  Ist 
also  OÄ  =  OB,  so  sind  auch  OA  und  OB  pseudokongruent. 
Sonst  nennen  wir  zwei  Strecken  oder  zwei  Winkel  pseudokongruent, 
wenn  sie  auseinander  durch  Parallel  Verschiebung  entstehen.  Es 
entspricht  diese  Festlegung  des  Kongruenzbegriffes  der  Tatsache, 
daß  alle  Konstruktionen  der  Euklidischen  Ebene  sich  mittelst  des 
Lineales  und  eines  einzigen  Kreises  ausführen  lassen  (J.  Steiner, 
Die  Konstruktionen  ustv.,  Werke  T,  461 ,  Ostwalds  Klassiker, 
Nr.  60 ;  vgl.  auch  We b  e r -  We  1 1  s  t  e i  n ,  Enzyklopädie  der  Elemcntar- 
Mathcmatik,  II,  1.  Buch,  §  5  und  später). 

Es  gelingt  nun  zu  zeigen  (Dehn,  1.  c.  S.  413 ff.),  daß  die 
sechs  Hilbertschen  Kongruenzaxiome  (Kap.  I,  §  5)  sämtlich  wieder 
richtige  Sätze  werden,  wenn  man  das  Wort  kongruent  durch 
pseudokongruent  ersetzt.  Weil  auch  in  der  Pseudogeometrie  das 
Parallelenaxiom  gültig  ist,  können  wir  aus  jedem  Satze  der  Eu- 
klidischen Geometrie  —  die  sich  ja  vollständig  aus  den  graphi- 
schen Axiomen,  den  Kongruenzaxiomen  und  dem  Parallelenaxiom 
herleiten  läßt  (vgl.  Kap.  I)  —  einen  neuen  Satz  der  Pseudo- 
geometrie dadurch  bilden,  daß  wir  das  Wort  kongruent  durch 
pseudokongruent  ersetzen.  Aus  dem  Satze  der  Euklidischen 
Geometrie  „Die  Wmkelsumme  eines  Dreiecks  ist  kongruent  zwei 
Eichten"  folgt  so  z.B.  „Die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  ist  pseudo- 
kongruent zwei  Rechten". 

Man  sieht  sehr  einfach  ein,  daß,  wenn  der  eine  Schenkel 
unes  rechten  Winkels  durch  den  ausgezeichneten  Punkt  0  geht, 
ier  Winkel  ein  pseudorechter  ist.    Hieraus  folgt: 

Die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  schneiden  sich  auch  in  der 
lichteuklidischen  Geometrie  in  einem  Punkte. 

Denn  die  Pseudohöhen  schneiden  sich  in  einem  Punkte;  legen 
nv  aber  den  Punkt  0  in  die  eine  Ecke  des  Dreiecks  hinein,  so 
allen  die  Pseudohöhen  mit  den  Höhen  zusammen. 

Besonders  ist  der  Pascalsche  Satz  im  Winkelraum  eine 
olge   der   graphischen  Axiome,   der  Kongruenzaxiome   und   des 
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Parallelenaxioms;  er  gilt  auch  in  der  nichteuklidischen  Geometrit 
weil  er  ein  reiner  Schnittpunktssatz  ist. 

Hiermit  ist  der  ganze  Aufbau  der  Geometrie  gesichert;  dem 
die  Sc  hur  sehen  Entwicklungen  (§  7)  setzen  nur  die  graphischei 
Axiome  und  den  Pascalschen  Satz  voraus. 

Außer  diesem  Aufbau  der  Geometrie  enthält  die  Dehn  seh 
Arbeit  eine  interessante  axiomatische  Untersuchung  der  Beziehunj 
zwischen  dem  Satze  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks  und  den 
Parallelenaxiom.  Bekanntlich  kann  das  Parallelenaxiom,  wem 
man  das  Archimedische  Axiom  voraussetzt,  durch  die  Aussage  er 
setzt  werden,  daß  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  immer  gleicl 
zwei  Rechten  ist.  Legendre  hat  den  Satz  bewiesen,  daß  dii 
Winkelsumme  eines  Dreiecks  niemals  größer  als  zwei  Rechte  ist 
indem  er  insbesondere  von  Stetigkeitsbetrachtungen  Gebraucl 
macht.  Schon  Lambert  hatte  dagegen  ohne  den  Stetigkeits 
begriff  den  Satz  von  Saccheri  (§  1)  bewiesen: 

Je  nachdem  die  Winkelsumme  in  einem  Dreieck  kleiner 
gleich  oder  größer  als  zwei  Rechte  ist,  gilt  das  gleiche  in  jeden 
Dreieck. 

üfu  nun  zu  untersuchen,  ob  der  genannte  Satz  von  Lege ndri 
auch  in  der  nichtarchimedischen  Geometrie  Gültigkeit  hat,  gehei 
wir  mit  Dehn  von  der  Hilbertschen  analytischen  nichtarchi 
medischen  Geometrie  aus  (Kap.  I,  §  7,  17).  Linerhalb  dieser  Geo 
metrie  bauen  wir  genau  wie  in  der  Cartesischen  Geometrie  (§  1 
eine  elliptische  Geometrie  auf,  deren  Fundamentalkegelschnitt 

x^  +  y^  -{-1  ^0 

ist.   Endlich  grenzen  wir  in  dieser  Geometrie  durch  die  Bedingung 

-\-n       X        —  n 

ein  Gebiet  ab;  n  ist  eine  beliebige  ganze  rationale  Zahl,  t  dei 
Parameter  des  Zahlensystems  (vgl.  Kap.  I,  §  7).  Der  nichtarchi 
medische  Charakter  des  Zahlensystems  zeigt  sich  darin,  daß  wii 
durch  Winkel-  und  Streckenübertragung  immer  innerhalb  des  ab 
gegrenzten  Gebietes  bleiben. 

In  dieser  Geometrie  ist  nun  die  Winkelsumme  eines  Dreieckt 
immer  größer  als  zwei  rechte  Winkel.  Außerdem  gehen  durcl 
jeden  Punkt  außerhalb  einer  Geraden  unendlich  viele  nicht  schnei- 
dende Geraden. 

Nach  Dehn  wird  diese  Geometrie  eine  nicht- Leg endrescfu 
genannt.  Der  Legendresche  Satz  erfordert  also  zu  seinem  Be- 
weise notwendig  das  Archimedische  Axiom. 
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In  ähnlicher  Weise  zeigt  Dehn  die  Möglichkeit  einer  semi- 
etiMidischen  Geometrie,  d.  h.  eine  Geometrie,  in  der  die  Winkel- 
summe jedes  Dreiecks  gleich  zwei  Rechten  ist,  in  der  aber  durch 
einen  Punkt  zu  jeder  Geraden  unendlich  viele  nicht  schneidende 
Gerade  gehen. 

Dagegen  zeigt  es  sich,  daß  in  einer  Geometrie,  wo  zwei 
Gerade  sich  immer  schneiden,  die  Winkelsumme  immer  größer 
als  zwei  Rechte  ist  (auch  ohne  Voraussetzung  der  Stetigkeit). 

§  9.  Die  Hjelmslevselie  Begründung  der  ebenen  Geometrie. 

Während  einerseits  die  in  §  7  und  §  8  besprochenen  Arbeiten 
von  F.  Schur  und  M.  Dehn  die  räumliche  Theorie  der  idealen 
Elemente  benutzen,  um  eine  nichtarchimedische  Geometrie  auf- 
zubauen und  anderseits  die  Arbeiten  von  Hilbert  und  Hessen- 
berg über  die  Bolyai-Lobatscbeffskysche  und  die  R le- 
rn annsche  Geometrie  von  besonderen  Parallelenaxiomen  ausgehen, 
ist  es  neuerdings  Hjelmslev  gelungen,  die  Geometrie  mittels  der 
ebenen  graphischen  Axiome  und  der  ebenen  Kongruenzaxiome 
aufzubauen  {Math.  Ann.  64,  449). 

Wir  definieren  wie  früher  (Kap.  VI,  §  1):  Ein  idealer  Punkt 
[ab)  ist  ein  Geradenpaar  der  Ebene,  dessen  einzelne  Geraden  a 
and  6  sich  nicht  schneiden. 

Das  Kriterium  dafür,  daß  eine  dritte  Gerade  c  der  Ebene 
durch  den  Punkt  {ah)  geht,  ist  aber  ein  ebenes.  Um  dieses 
Kriterium  anzugeben,  nennen  wir  S^  eine  Spiegelung  in  der  Ge- 
raden a;  die  Aufeinanderfolge  zweier  Spiegelungen  Sf,  und  S^  be- 
zeichnen wir  mit  S^Sf^]  c  geht  durch  den  idealen  Punkt  {ab),  wenn 
5  Spiegelungsachse  der  Punkte 

B  =  S^S^A  und  G  =  Sf,S^A 

5<;  Ä  ist  dabei  ein  beliebiger  eigentlicher  Punkt  von  c.  Es  zeigt 
lieh  dann  ohne  Schwierigkeit  die  Richtigkeit  des  Satzes:  Ein 
dealer  Punkt  {ab)  und  ein  eigentlicher  Punkt  A  bestimmen  eine 
md  nur  eine  Gierade. 

Als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  c 
iurch  den  idealen  Punkt  {ab)  geht,  findet  man  S^S^S^  =  S^Sf^S^-., 
lieraus  folgt:  Wenn  c  durch  {ab)  geht,  so  geht  auch  a  durch 
bc)  und  b  durch  {ac). 

Folgende  Sätze  sind  unmittelbar  ersichtlich: 
Wenn  a,  b,  c  eine  Senkrechte  gemeinsam  haben,  geht  c  durch 
en  Punkt  {ab). 

34* 
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Haben  a  und  h  eine  gemeinsame  Senkrechte  n  und  geht  c 
durch  {ah),  so  ist  n  eine  gemeinsame  Senkrechte  der  drei  Gerädert 
a,  h,  c. 

Wenn  zwei  Gerade  zivei  gemeinsame  Lote  besitzen,  so  is\ 
jedes  Lot  der  einen  Geraden  auch  ein  Lot  der  anderen. 

Hieraus  folgt  nun:  Gibt  es  ein  Viereck  mit  vier  rechten  Winkeln 
so  muß  in  jedem  Viereck  mit  drei  rechten  Winkeln  der  vierte  Winkd 
auch  ein  rechter  sein.  Dieser  Satz  ist  schon  in  dem  Satze  von 
Saccheri  (§  l)  enthalten.  Hiemach  unterscheidet  man  zwei  Fälle 

Im  ordinären  Fäll  haben  irgend  zwei  Gerade  höchstens  eii 
gemeinsames  Lot. 

Im  singulären  Fall  haben  zwei  Gerade  mit  einem  gemein- 
samen Lot  unendlich  viele  solche  Lote. 

Nunmehr  beweist  man  den  Satz:  Wenn  c  u/nd  d  durch  [ab] 
gehen,  dann  geht  auch  d  durch  {bc). 

Die  Hauptsätze  der  ebenen  Theorie  der  Spiegelungen  sind  di< 
auf  S.  24  f  bereits  angeführten. 

Bei  jeder  symmetrischen  Verwandtschaft,  welche  kein« 
Spiegelung  ist,  gibt  es  eine  und  nur  eine  Gerade,  welche  siel 
selbst  entspricht,  es  gehören  nämlich  die  Mittelpunkte  der  Ver 
bindungsstrecken  entsprechender  Punkte  einer  Geraden  an. 

Die  Mittelpunkte  der  Verbindungsstrecken  entsprechende] 
Punkte  in  zwei  kongruenten  Punktreihen  fallen  entweder  in  einen 
einzigen  Punkt  zusammen  oder  sie  sind  in  einer  und  derselbei 
Geraden  enthalten. 

Nach  dem  Vorhergehenden  können  wir  noch  nicht  behaupten, 
daß  zwei  Punkte  immer  eine  Verbindungsgerade  haben;  betrachte: 
wir  z.  B.  die  absoluten  Pole  zweier  Geraden,  die  durch  einen  eigent- 
liehen  Punkt  gehen,  dann  existiert  die  Verbindungslinie  nicht.  Un 
in  diesem  Sinne  die  Theorie  der  idealen  Elemente  zu  vervollstän- 
digen, benutzt  H  j  e  1  m  s  1  e  v  die  HalbdrehuMgen.  Durch  eine  Drehung 
(keine  Umlegung)  um  einen  eigentlichen  Punkt  0  entsteht  aus 
den  Punkten  einer  Figur  ABC  .  .  .  eine  neue  Figur  A^B^C^  .  • 
die  Halbdrehung  führt  dann  ABC  .  .  .  in  die  Mittelpunkt« 
A^B^G^  .  .  .  der  Strecken  AA^,  BB^,  OC^  .  .  .  über.  Die  um- 
gekehrte Transformation  heißt  eine  inverse  Halbdrehung.  Be: 
einer  direkten  Halbdrehung  gehen  die  eigentlichen  Punkte  einei 
gegebenen  Geraden  a  in  eigentliche  Punkte  einer  Geraden  a^  über 
um  diese  Gerade  zu  konstruieren,  fällt  man  das  Lot  OA  auf  fl 
und  bestimmt  den  Punkt  A^,  welcher  bei  der  gegebenen  Halb- 
drehung dem  Punkte  A  entspricht.  Die  Gerade  ÄA^  ist  dann 
die  gesuchte. 
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Man  beweist  nun  der  Reibe  nach  folgende  Sätze: 

Wenn  mehrere  Gerade  einen  (eigentlichen  oder  uneigent- 
lichen) Punkt  P  gemein  haben,  so  werden  sie  durch  jede  direkte 
Halbdrehung  in  Gerade  überführt,  welche  ebenfalls  einen  Punkt 
gemein  haben. 

Wenn  bei  irgendeiner  (direkten  oder  inversen)  Halbdrehung 
zwei  Punkte  Ä  und  B  in  A.^^  und  ^j  übergehen,  und  wenn  die 
beiden  Geraden  AB  und  A^B^  existieren,  so  wird  bei  dieser  Halb- 
drehung jedem  Punkt  der  Geraden  AB  ein  Punkt  der  Geraden 
A^B-^  entsprechen. 

Wenn  bei  der  Aufeinanderfolge  von  beliebig  vielen  Halb- 
drehungen mit  gemeinsamem  Drehzentrum  zwei  Punkte  A  und  B 
in  A^  und  B^  übergehen,  und  die  Geraden  AB  und  A^B^  existieren, 
so  wird  jeder  Punkt  der  Geraden  ^J5  in  einen  Punkt  der  Geraden 
Ä^B^  übergehen. 

Hiernach  kann  man  die  mieigentliche  Gerade  definieren.  Es 
wird  ein  für  allemal  ein  eigentlicher  Punkt  0  gewählt.  Eine  un- 
eigentliche Gerade  ist  dann  eine  Menge  uneigentlicher  Punkte, 
die  entweder  durch  eine  Halbdrehung  um  0  in  die  Gesamtheit 
der  Punkte  einer  eigentlichen  Geraden  übergehen,  oder  mit  der 
Gesamtheit  der  absoluten  Pole  aller  Geraden  durch  0  zusammen- 
fallen.    Die  letzte  Gesamtheit  heißt  die  ausgezeichnete  Gerade. 

Es  wird  immer  eine  Halbdrehung  die  Punkte  einer  Geraden 
in  die  Punkte  einer  Geraden  überführen.  Endlich  finden  wir 
die  Sätze: 

Irgend  zwei  Punkte  haben  eine  gerade  Verbindungslinie.  Zwei 
Gerade  haben  immer  einen  Pwnkt  gemein.  Es  gelingt  nun  mit 
Hilfe  eines  Beweises  von  G.  Hessenberg  {Neue  Begründung  der 
SphäriJc,  Sitzungsber.  Berl.  Math.  Ges.  4,  69  (1905)),  den  Pascal- 
schen  Satz  zu  betveisen;  weil  sich  aber  der  Desarguessche  Satz 
als  eine  Folge  des  Pascal  sehen  erweist  (Hessenberg,  Math.  Ann. 
61,  161),  ist  hiermit  die  Begründung  der  Geometrie  gesichert. 

In  einem  singulären  Fall  ist  die  ausgezeichnete  Gerade  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Euklidischen  Geometrie.  Die  Winkel- 
summe eines  jeden  Dreiecks  beträgt  zwei  Rechte,  Gibt  es  keine 
anderen  uneigentlichen  Punkte  als  die  der  ausgezeichneten  Geraden, 
so  haben  wir  die  Euklidische  Geometrie;  im  entgegengesetzten 
Falle  haben  wir  eine  scmieuJclidische  Geometrie  (vgl.  §  8);  durch 
geeignete  Hinzufügung  idealer  Elemente  geht  diese  in  die  Eu- 
klidische Geometrie  über. 

Hiernach  läßt  sich  nun  der  Satz  von  Saccheri  über  die 
Winkelsumme  im  Dreieck  (§  l)  einfach  beweisen. 
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Ist  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  größer  als  zwei  rechte 
Winkel,  so  heißt  die  Geometrie  eine  elliptische;  nach  Einführung 
der  idealen  Elemente  erhalten  wir  die  vollständige  elliptische  Geo- 
metrie, Die  von  Dehn  gefundene  nicht-Legendresche  Geometrie 
(vgl.  §  8)  wird  also  nach  Hinzufügung  idealer  Elemente  die  ge- 
wöhnliche elliptische. 

Ist  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  kleiner  als  zwei  rechte 
Winkel,  so  ist  die  Geometrie  die  hyperbolische.  Nimmt  man  als 
Axiom  an,  daß  der  Kreis  jede  Gerade  schneidet,  deren  Abstand 
vom  Mittelpunkt  kleiner  als  der  Radius  ist,  und  führt  uneigent- 
liche Elemente  ein,  so  erhält  man  die  Lobatscheffsky sehe 
Geometrie. 

Die  Begründung  der  ebenen  Geometrie  kann  alsdann  auf 
Grund  der  auf  S.  24  gegebenen  Axiome  1.  bis  6.  durchgeführt 
werden  unter  Fortlassung  des  Parallelenaxioms  und  Hinzufügung 
des  folgenden: 

Die  MittelpunJcte  der  Seifen  eines  Dreiecks  liegen  nicht  auf 
einer  Geraden. 

Dies  letzte  Axiom  ersetzt  die  Axiome  der  Anordnung,  soweit 
sie  hier  nötig  sind.  Es  ist  nun  eine  sehr  interessante  Frage,  ob 
die  in  dem  Wort  zwischen  ausgedrückte  Anordnung  sich  innerhalb 
dieser  Kongruenzlehre  definieren  läßt;  wir  haben  ja  früher  gesehen, 
daß  die  Kongruenz  sich  innerhalb  einer  graphischen  Geometrie, 
in  der  der  Pascalsche  Satz  gültig  ist,  definieren  läßt.  Hjelmslev 
bemerkt,  daß  die  Anordnung  jedenfalls  nach  Hinzufügung  eines 
neuen  Axioms  8.  definierbar  ist: 

Wenn  zwei  Strecken  nicht  kongruent  sind,  so  existiert  immer 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  von  dem  die  Hypotenuse  der  einen  Strecke 
wnd  die  eme  Kathete  der  anderen  Strecke  kongruent  ist. 
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analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  Mit  46  Figu- 
ren.    [VI  u.  232  S.]     gr.  8.     1909.     In  Leinwand  geb.  n.  ^fC  4.40. 

ingeldey,  F.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darm- 
stadt,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  ca.  400  S. 
gr.  8.     Geb.     [Erscheint  im  Herbst  1910.] 


: 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Eugel^  Fr.,  Professor  an  der  Universität  Greifswald,  und  P.  Stacke] 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsnihe,  Urkun  de: 
zur  Geschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie.  Mi 
vielen  Figuren.     In  2  Bänden,    gr.  8. 

I.  Band:  Nikolaj  Iwaiiowitsch  Ijobatscliefskij,  z wei  geometrische  Abhaud 
langen,  aus  dem  Kussischen  übersetzt,  mit  Anmerkungen  und  m: 
einer  Biographie  des  Verfassers  von  Fried r.  Engel.  I.  Teil:  Di 
Übersetzung  Mit  einem  Bildnis  Lobatsohefskijs  und  194  Figurei 
II.  Teil:  Anmerkungen  Ijobatsohefakijs  Leben  u.  Schriften.  Begiäte: 
Mit  67  Figuren.  [XVI,  IV  u.  476  S.]  1898.  Geh.  n.  M.  14.—,  i 
Halbfranz  geh  n.  Jt  15.40. 
II.  —  W'oltgang  und  Johann  Bolyai,  geometrische  üntersuchnngei] 
herausgegeben  von  Paul  Stacke  1.  Mit  einem  Bildnis  Wolfgan 
Bolyais.     [In  Vorbereitung.] 

Enriques,  F.,  Professor  an  der  Universität  Bologna,  Vorlesunge: 
über  projektive  Geometrie.  Autorisierte  deutsche  Ausgab 
von  Hermann  Fleischer  in  Königsberg  i.  Pr.  Mit  einem  Ein 
führungswort  von  F.  Klein  und  187  Figuren.  [XIV  u.  374  S 
gr.  8.     1903.     Geh.  n.Jt?>.  —  ,  in  Leinw.  geb.  n.  Jl  9.— 

Fragen  der  Elementargeometrie.  Aufsätze  von  U.  Amaldi 

E.  Baroni,  R.  Bonola,  B.  Calo,  G.  Castelnuovo,  A.  Conti 
E.  Daniele,  F.  Enriques,  A.  Giacomini,  A.  Guarducci 
G.  Vailati,  G.  Vitali,  gesammelt  und  zusammengestellt  vo: 
Federigo  Enriques.  Deutsche  Ausgabe  in  2  Teilen,  gr.  i 
In  Leinwand  geb. 

I.  Teil:     Die    Grundlagen    der    Geometrie.      Deutsch  von   Prof.  Dr.  I 

Thieme  in  Bromberg.     [Erscheint  Ostern  1910.] 

II.  —      Die   geometrischen  Aufgaben,  ihre  Lösung  und  Lösbai 

koit.  Deutach  von  Dr.  H.  Fleischer  in  Königsberg  i.  Pr.  M 
135  Figuren.     [XU  u.  348  S.]     19J7.     n.  Ji.  9.— 

Fiedler,  W.,  vonn.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Zürich,  di 
darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung  mi 
der  Geometrie  der  Lage.  Für  Vorlesungen  und  zum  Selbsl 
Studium.     In  3  Teilen,    gr.  8. 

I.  Teil.  Die  Methoden  der  darstellenden  und  die  Elemente  de 
projektivischen  Geometrie.  4.  Auflage.  Mit  zahlreiche 
Figuren  im  Text  und  auf  2  lithogr.  Tafeln.  [XXIV  u.  431  S.]  190' 
Geh.  To.  Jt.  10. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  11. — 

II.  —       Die    darstellende    Geometrie    der    krummen    Linien    iin 

Flächen.  3.  Auflage.  Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text  und  ax 
16  lithogr.  Tafeln.  [XXXIII  u.  560  S.]  1885.  Geh.  VL.Jl.li.—,  i 
Leinwand  geb.  n.  Jt.  15.40. 

III.  —      Die  konstruierende  und  analytische  Geometrie  derLag 

3.  Auflage.  Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text  und  1  lithogr.  Tafe 
[XXX  u.  660  S.]    1888.    Geh.  n.  Jl.  16.—,  in  Leinwand  geb.  n.  Jt.  17. 4i 

Fort,  O.,  und  O.  Schlöuiilch,  Lehrbuch  der  analytischen  Geo 
metrie.    2  Teile. 

I.  Teil:  Analytische  Geometrie  der  Ebene  von  O.  Fort,  weil.  Professc 
an  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  zu  Dresden.  7.  Auflage,  besorf 
von  Dr.  R.  Heger,  Professor  an  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  z 
Dresden.  Mit  Holzschnitten  [XVII  u.  268  S.]  gr.  8.  1904.  Gel 
n.  JL  4. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  4.80. 
II.  —  Analytische  Geometrie  des  Baumes  von  Dr.  0.  Schlömilcl 
weil.  Kgl.  Sachs.  Geh.  Bat  a.  D.  6.  Auflage,  von  B.  Heger  in  Dresdei 
Mit  Holzschnitten.  [VIII  u.  388  S.]  gr.  8 .  1898.  Geh.  n.  M.  .0 .  — ,  i 
Leinwand  geb.  n.  „Ä  5.80. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Ganter,  H.,  Professor  an  der  Kantonschule  zu  Aarau,  und  F.  Rudio, 
Professor  am  Polytechnikum  zu  Zürich,  die  Elemente  der 
analytischen  Geometrie.  Zum  Grebrauch  an  höheren  Lehr- 
anstalten sowie  zum  Selbststudium.  Mit  zahlreichen  Übungsbei- 
spielen.   In  2  Teilen,     gr.  8.    In  Leinwand  geb.  je  n.  JC.  3. — 

I.  Teil:    (ianter   uad   Kudio,    die    analytische    Geometrie    der   Ebene. 

7.,  verbesserte   Auflage.     Mit  53  Figuren.     [VIII  u.  190  S.]     1910. 
II.     —      Kudio,    die    analytische    Geometrie    des    Eaumos.       4.,   ver- 
besserte Auflage.     Mit  20  Figuren.     [X  u.  194  S.]     1908. 

Grimsehl,  Dr.  E.,  Direktor  der  Oberrealschule  auf  der  ühlenhorst 
zu  Hamburg,  Lehrt)uch  der  Physik.  Zum  Gebrauch  beim 
Unterricht,  bei  akademischen  Vorlesungen  und  zum  Selbst- 
studium. Mit  1091  Figuren,  2  farbigen  Tafeln  und  einem  An- 
hange, enthaltend  Tabellen  physikalischer  Konstanten  und  Zahlen- 
tabellen. [XII  u.  1052  S.]  gr.  8.  1909.  Geh',  n.  JC.  15.  —  ,  in 
Leinwand  geb.  n.  o'K.  16. — 

Gnindlehren  der  Mathematik.  Für  Studierende  und  Lehrer. 
In  2  Teilen.     Mit  vielen  Figuren,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Teil:   Die  Grnndlehren  der  Arithmetik  und  Algebra. 

1.  Band:  Arithmetik.        Von     Professor     C.    Färber     in    Berlin. 

[Erscheint  im  Sommer  1910.] 

2.  —      Algebra.    Von  Professor  E.  Netto  in  Gießen.     [In  Vorb.] 
II.     —     Die  Grundlehren  der  Geometrie.     2  Bände. 

1.  Band:  Die    Elemente    der    Geometrie.     Von  Professor  Her- 

mann Thieme,  Direktor  des  Realgymnasiums  zu  Bromberg. 
Mit  323  Figuren.     [XII  u.  39t  S.]     1909.     n.  Jt  9.— 

2.  —       Von  "W.  Frz.  Meyer  in  Königsberg.     [In  Vorbereitung.] 

Handbuch  für  Lehrer  höherer  Schulen.  Bearbeitet  von  A. 
Auler,  0.  Boerner,  W.  Capitaine,  K.  Fricke,  E.  Grimsehl, 
K.  Jansen,  F.  Kuhlmann,  F.  Lampe,  B.  Landsberg,  U. 
Lyon,  H.  Müller,  J.  Nelson,  A.  Rausch,  B.  Schmid,  E. 
Stiehler,  H.  Vollmer,  E.  Weede,  0.  Weißenfels,  E.  Wer- 
nicke,  J.  Ziehen.  [XIV  u.  704  S.J  Lex.-8.  1906.  Geh. 
n.  M.  12. — ,  in  Leinwand  geb.  m.  M.  13. — 

Hubert,  Geheimer  Regierungsrat  D.,  Professor  an  der  Universität 
Göttingen,  Grundlagen  der  Geometrie.  Dritte,  durch  Zu- 
sätze und  Literaturhinweise  von  neuem  vermehrte  und  mit  sieben 
Anhängen  versehene  Auflage.  Mit  zahlreichen  Figuren.  [VI  u. 
279  S.]     8.     1909.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  6.— 

Höfler,  A.,  Professor  an  der  Universität  Wien,  Didaktik  des 
mathematischen  Unterrichts.  (A.  u.  d.  T.:  Didaktische 
Handbücher  für  den  realistischen  Unterricht  an  höheren  Schulen. 
Herausgegeben  von  A.  Höfler  und  F.  Poske.  Band  I.)  Mit 
2  Tafeln  und  147  Figuren.  [XVIII  u.  509  S.]  gr.  8.  1910.  In 
Leinwand  geb.  n.  JC.  12. — 

Killing,  Geheimer  Regierungsrat  W.,  Professor  an  der  Universität 
Münster  i.  W.,  und  H.  Hovestadt,  Professor  am  Realgymnasium 
zu  Münster  i.  W.,  Handbuch  des  mathematischen  Unter- 
richts. 2  Bände,  gr.  8.  In  Leinwand  geb.  I.  Band.  [VIII  u. 
448  S.]     1909.     n.  Jl.  10.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin, 

Klein,  Geheimer  Regierungsrat  Dr.  F.,  Professor  an  der  Universitäl 
Göttingen,  autographierte  Vorlesungshefte.  4.  Geh 
Höhere  Geometrie.     Unveränderter  Abdrack  1907. 

Heft  1  [VI  u.  566  S.l  (W.-S.  1892/93)  )  ,,  , , 

-  2  [IV  u.  388  S.]  (S.-S.  1893)         J   ™«ammen  n.  JK  15.- 

Nichteuklidische  Geometrie. 

Heft  1  (W.-S.  1889/90)  [364  S.l  \  ,,  , , 

-  2  (S.-S.  1890)  [238  S.J         |  zusammen  n.  J^  14.  - 

Anwendung    der  Differential-   und   Integralrechnuno 

auf  Geometrie,  eine  Revision  der  Prinzipien  (S.-S.  1901).  Neuei 
Abdruck  1907.     [VIU  u.  484  S.]     n.  M  10.— 

Lobatsehefskij ,  N.  I.,  imaginäre  Geometrie  und  Anwen- 
dung der  imaginären  Geometrie  auf  einige  Integrale, 
Aus  dem  Russischen  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  heraus- 
gegeben von  H.  Liebmann,  Professor  an  der  Universität  Leipzig. 
Mit  39  Figuren  im  Text  und  auf  einer  Tafel.  [XI  u.  187  S.] 
gr.  8.     1904.     Geh.  n.  JC  8.— 

Loria,  G.,  Professor  an  der  Universität  Genua,  spezielle  algebra- 
ische und  transzendente  ebene  Kurven.  Theorie  und 
Geschichte.  Autoris.,  nach  dem  ital.  Manuskript  bearbeitete 
deutsche  Ausgabe  von  Professor  Fritz  Schütte,  Oberlehrer  am 
Stiftischen  Gymnasium  zu  Düren.    2.  Auflage.    In  2  Teilen,    gr.  8. 

I.  Teil:  Die   algebraischen   Kurven.      Mit    142  Figuren   auf   14   lithogra- 
phischen Tafeln.     [XVIII  u.  488  S.]     1910.     Geh.  n  ^.  16.50,  in  Lein- 
wand geb.  n.  M.  18. — 
II.     —       Die    transzendenten   und    die    abgeleiteten  Kurven.     [Er- 
scheint im  Herbst  1910.] 

Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie.     Autorisierte, 

nach  dem  italienischen  Manuskript  bearbeitete  deutsche  Ausgabe 
von  F.  Schütte.    In  2  Teilen. 

I.  Teil:  Die   Daratellungsmethoden.     Mit   163   Figuren.    [XI   u.  219  S.] 
gr.  8.     1907.     In  Leln-wand  geb.  n.  JU  6.80. 
II.    —      [Unter  der  Presse.] 

Richter,  Otto,  Professor  am  König -Albert -Gymnasium  zu  Leipzig, 
Kreis  und  Kugel  in  senkrechter  Projektion.  Für  den 
Unterricht  und  zum  Selbststudium.  Mit  147  Figuren.  [X  u. 
188  S.]   gr.  8.  1908.  Geh.n.Ji.  4.40,  in  Leinwand  geb.  n.  ..^  4.80. 

Salmon,  G.,  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit 
besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Methoden. 
Frei  bearbeitet  von  W.  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen 
Polytechnikum  in  Zürich.  2  Teile,  gr.  8.  Geh.  n.  JC.  17. — ,  in 
Leinwand  geb.  n.  Jt.  19. — 

I.  Teil:  7.,  verbesserte   Auflage.      [XXXIV  u.  444  S.]      1907.     Geb.  n.  .^  10.— 
II.     —     6.  Auflage.    [XXIV  u.  S.  445— 854.]    1903.  Geh.  n.  ^^  8.—,  geb.  n.  ./^  9.— 

analytische  Geometrie  des  Raumes.     Deutsch    bearbeitet 

von  W.  Fiedler.     2  Teile,     gr.  8.     Geh.  u.  in  Leinwand  geb. 

I.  Teil:  Die  Elemente  und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Gra- 
des. 4.,  verbesserte  Auf  läge.  Mit  Holzschnitten.  [XXXIV  u.  448  S.] 
1898.  Geh.n.  Jl.  ii.—,  geb.  n.  ^  9.— 
II.  —  Analytische  Geometrie  der  Kurven  imEaume,  der  Strah- 
lensysteme  und  der  algebraischen  Flächen.  3.  Auflage. 
MitHolzschn.  [LXXII u.  686  S.]  1880.    Geh.  n.  ./M6.—,  geb. n.  .^Ä  17.40. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Schell,  W.,  weil.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Karlsnihe,  allge- 
meine Theorie  der  Kurven  doppelter  Krümmung  in  rein 
geometrischer  Darstellung.  Mit  Holzschnitten.  2.,  erwei- 
terte  Auflage.     [Vm  u.  163  S.]     gr.  8.     1898.     Geh.  n.  .M  5.— 

Schoeuflies,  A.,  o.  ö.  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr., 
die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punktmannig- 
faltigkeiten.    2  Teile. 

I.  Teil.     Mit  Figuren.     [VI  u.  251  S.]     gr.  8.     1900.     n.  M.  %.— 
II.      —      Mit  26  Figuren.     [X  u.  431  S.]     gr.  8.     1908.     n.  M.  12.— 

Einführung  in   die   Hauptgesetze   der    zeichnerischen 

Darstellungsmethoden.    Mit  98  Figuren.    [V  u.  92  S.]    gr.  8. 

1908.  Geh.  n.  JC  2.20,  in  Leinw.  geb.  n.  JC  2.80. 

Schotten,  H.,  Direktor  der  Oberrealschule  zu  Halle  a.  S.,  Inhalt 
und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts.  Eine 
vergleichende  Planimetrie.     In  3  Bänden,     gr.  8. 

I.  Band:  [IV  u.  370  S.]     1890.     Geh.  n.  M.  6.—,  geb.  n.  JC  7.— 

II.  —       [IV  u.  410  8.]     1893.     Geh.  n.  Ji.  8.—,  geb.  n,  Jl  9.— 
m.      —       [In  Vorbereitung.] 

Schur,  F.,  Professor  an  der  Universität  Straßburg  i.  E.,  Grund- 
lagen der  Geometrie.    Mit  63  Figuren.    [X  u.  192  S.]     gr.  8. 

1909.  Geh.  n.  M.  6. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  JC  7. — 

Simon,  Max,  Professor  am  Lyzeum  und  Honorarprofessor  an  der 
Universität  Straßburg  i.  E.,  über  die  Entwicklung  der  Ele- 
mentar-Geometrie  im  XIX.  Jahrhundert.  Mit  28  Fig.  [VIII 
u.  278  S.]     gr.  8.    1906.    Geh.  n.X^.  —,  in  Leinw.  geb.  n.Jt.^.— 

Staude,  Otto,  Professor  an  der  Universität  Rostock,  analytische 
Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der 
Ebene.  Ein  Handbuch  zu  den  Vorlesungen  und  Übungen  über 
analytische  Geometrie.  Mit  387  Figuren.  [VIII  u.  447  S.]  gr.  8. 
1905.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  14. — 

■ analytische  Geometrie  des  Punktepaares,  des  Kegel- 
schnittes und  der  Fläche  zweiter  Ordnung.  In  2  Teilen, 
gr.  8.     Geh.  u.  in  Leinwand  geb. 

1.  Teil.  Mit  181  Figuren.     [Xu.,'548S.]     1910.     Geh.  a. .«:  2  ).— ,  geb.  n.  .Ä  22.— 
II.     —     [Erscheint  Ostern  1910.) 

-  die  Fokaleigenschaften  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Ein  neues  Kapitel  zu  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie 
des  Raumes.    Mit  Fig.    [VIII  u.  186  S.]   gr.  8.  1896.   Geh.  n.  c/^  7.— 

Study,  E.,  Professor  an  der  Universität  Bonn,  Geometrie  der 
Dynamen.  Die  Zusammensetzung  von  Kräften  und  verwandte 
Gegenstände  der  Geometrie.  Mit  46  Figuren  und  1  Tafel.  [XIII  u. 
603  S.]    gr.  8.    1903.    Geh.  n.  Jl  21.—,  in  Halbfr.  geb.n.  ^23.— 

Vorlesungen  über  ausgewählte  Gegenstände  der  Geo- 
metrie, ca.  5  Bände  von  je  10  — 12  Bogen,  gr.  8.  In  Lein- 
wand geb.     [In  Vorbereitung.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Sturm,  Geh.  Regierungsrat  Rudolf,  Professor  an  der  TJniversitä 
Breslau,  Elemente  der  darstellenden  Geometrie.  2.,  um 
gearbeitete  und  erweiterte  Auflage.  Mit  61  Figuren  und  7  lithogr 
Tafeln.     [V  u,  157  S.]     gr.  8.     1900.     In  Leinw.  geb.  n.  JC.  5.60 

die    Gebilde    ersten   und   zweiten    Grades    der   Linien 

geomet!-ie    in    synthetischer    Behandlung.      In    3   Teilen 
gr.  8.     Geh.  n.  JC  ^i.— 

I.  Teil:  Der  lineare  Komplex   oder  das  Strahlengewinde  und  de 
tetraedrale  Komplex.     [XIV  u.  386  S.]     1892.     n.  Ji  12.— 
II.     —     Die  Strahlenkongruenzen    erster   und   zweiter  Ordnunt 
[XIV  u.  367  S.]     1893.     n.  M.  12.— 

III.     —     Die   Strahlenkomplexe    zweiten  Grades.     [XXIV  u.  518  S 

1897.     n.  JC  18,— 

Tannery,  J.,  Professor  an  der  Universität  Paris,  Elemente  de 
Mathematik.  Mit  einem  geschichtl.  Anhang  von  P.  Tannery 
Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  P.  Klaeß,  Gymnasiallehre 
in  Echternach  (Luxemburg).  Mit  einem  Einführungswort  voi 
F.  Klein  und  184  Figuren.  [XII  u.  339  S.]  gr.  8.  1909.  Geh 
n.  JC  7. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  M.%. — 

Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker,  unter  Mitwirkung 
von  Fr.  Auerbach,  0.  Knopf,  H.  Liebmann,  E.  Wölffini 
u.  a.  herausgegeben  von  Felix  Auerbach.  I.Jahrgang  1909/lC 
Mit  einem  Bildnis  Lord  Kelvins.  [XLIV  u.  450  S.J  8.  1902 
In  Leinwand  geb.  n.  M  6. — 

VaMen,  K.  Th.,  Professor  an  der  Universität  Greifswald,  abstrakt' 
Geometrie.  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Eukli 
dischen  und  Nicht- Euklidischen  Geometrie.  Mit  zahlreiche) 
Figuren.    [XII u.  302  S.]   gr.  8.    1905.   In  Leinwand  geb.  n.JCl2.- 

Veronese,  G.,  Professor  an  der  Universität  Padua,  Grundzüge  de 
Geometrie  von  mehreren  Dimensionen  und  mebrerei 
Arten  geradliniger  Einheiten  in  elementarer  Forn 
entwickelt.  Mit  Genehmi  gung  des  Verf.  übersetzt  von  A .  S  c  h  e  p  p 
Mit  zahlr.  Fig.    [XL VII  u.  710  S.]    gr.  8.    1894.     Geh.  n.  JC  20.- 

Vogt.  Dr.  Wolfgang,  synthetische  Theorie  der  Cliffordschei 
Parallelen  u.  der  linearen  Linienörter  des  elliptische] 
Raumes.    [VIII  u.  58  S.]     gr.  8.     1909.     Geh.  n.  ./Äl  2.40. 

"Weber,  H.,  u.  J.  Wellstein,  Professoren  an  der  Universität  Straß 
bürg  i.  E. ,  Encyklopädie  der  Elementar- Mathematik 
Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende.  In  3  Bänden,  gr.  8 
In  Leinwand  geb. 

I.  Band :  Elementare  Algebra  undAnalysis.    Bearbeitet  von  H.  Wo  b  e  i 

2.  Auflage.  Mit  38  Figuren.  [XVIII  u.  539  S.]  1906.  n.JlQ.m. 
II.  —  Elemente  der  Geometrie.  Bearbeitet  von  H.  Weber,  J.  Well 
stein  und  W.  Jacobsthal.  2.  Auflage.  Mit  251  Figuren.  [XII  t 
.596  S.]  1907.  n.  M  12.— 
III.  —  Auge  wandte  Elementar  -  Mathematik.  Bearbeitet  von  B 
Weber,  J.  Wellstein  u.  R.  H.  We b e r  (Rostock).  Mit  3.58  Figuren 
[Xin  u.  666  S.]     1907.     n.  M  14.— 
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